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Résumé

Ce rapport présente une analogie entre deux algorithmes issus de domaines
distincts de 1’algebre. L’un concerne 1’étude des polynomes a plusieurs
indéterminées, tandis que ’autre concerne les systemes de réécriture.
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1 Introduction

Introduction. En algebre appliquée, de nombreux problemes de modélisation se for-
mulent en terme d’équations polynomiales. L’étude des idéaux de polynomes a plusieurs
indéterminées permet de résoudre des systemes d’équations polynomiales a plusieurs in-
connues, grace a des méthodes algorithmiques.

Par ailleurs, la réécriture de mots est un modele de calcul utilisé en algebre et en
informatique. Elle permet, en particulier, de résoudre le probleme du mot. Il s’agit de la
question de I’égalité de deux mots dans un monoide. Bien que ce probleme soit généralement
indécidable, il existe aussi des méthodes algorithmiques qui décident le probleme dans
certains cas.

Le but de ce TIPE est d’étudier les correspondances existantes entre ces différents
algorithmes issus de domaines distincts.

Le probleme de Pappartenance a un idéal. L’ensemble des polynomes a plusieurs
indéterminées forme un anneau commutatif, noté K[xy, ..., z,]. Un idéal de K[z1, ..., x,]
est un sous-ensemble de cet anneau, stable pour 'addition et la multiplication. On peut
définir des idéaux de Klzy,...,z,]| & partir d'une famille de polynomes, appelée base de
[idéal. L’idéal correspond alors a ’ensemble des combinaisons de polynomes de la base.
Cette définition invite au probléeme suivant : comment savoir si un polynéome donné ap-
partient a l'idéal engendré par une base donnée ? La division euclidienne peut répondre a
cette question.

Exemple. Dans R[z], soient trois polynomes
f=a2>—z, g=x—1leth=a>—1.

On cherche a savoir si le polynéme h appartient a 'idéal I = (f, g). On procede alors a la
division de h par f.

x3 .
3 —a? x+1
x? —1

22—z
r—1

Puis on divise le reste par le polynome g.

r—1 |[z—1
r—1 1
0

Ainsi, le reste de la division euclidienne de h par f et g est nul. Donc h appartient a I.



Toutefois, cette méthode n’est pas toujours conluante.
Exemple. En effet, dans R[z], si
f=2>-1,g=2>—zeth=x—1,

alors aucun des termes de h n’est divisible par le terme 2, qui est le terme dominant de
f et de g. Autrement dit, le reste de la division euclidienne de h par (f,g) est h # 0.
Pourtant, h = f — g appartient a I'idéal engendré par f et g.

Le probleme est le méme dans le cas de polynomes a plusieurs indéterminées. Mais
avant de poser la division, il faut alors définir un ordre sur les monomes, appelé ordre
monomial

Exemple. Dans R|z, y], soient trois polynémes
f=a*y—=z, g=2ay*—vy* et h =zy* — 2y.

On cherche a savoir si le polynoéme h appartient a I'idéal I = (f, g). On essaye d’appliquer
la méthode de la division euclidienne, en considérant 1’odre lexicographique. Aucun des
termes du polynoéme h n’est divisible par le terme dominant de f qui est 2%y. Donc on
divise le polynome h par le second polynome générateur g.

zy* —xy zy® —y?

x1y? —y? 1

—zy+y°

On obtient le polynome —zy + y? comme reste de la division. Ce reste n’est divisible
ni par le terme dominant de f, ni par celui de g. Il s’agit donc du reste de la division de h
par (f,g). Bien que ce reste soit non nul, le polynome h appartient a I, puisque

h=yf —xg.

Donc la division euclidienne ne permet pas toujours de déterminer I’appartenance d’un
polynome a un idéal. Pour résoudre le probleme de I’appartenance a un idéal, une méthode
consiste a trouver, pour un idéal donné, une base qui respecte cette équivalence entre
la nullité du reste de la division d'un polynome par cette base et 'appartenance de ce
polynome a l’idéal. On appellera bases de Grobner ces familles de polynomes aux propriétés
nombreuses.

Le mathématicien Buchberger a créé un algorithme qui, pour tout idéal, calcule une
base de Grobner. Cet algorithme termine avec succes en un nombre fini d’étape.



Le probleme du mot dans un monoide. Par ailleurs, on s’intéresse aux présentations
de monoides. Un monoide est un ensemble muni d'une loi de composition interne associative
et d'un élément neutre.

Soit X un ensemble fini, alors l'ensemble X* = {a;...as | a1,...,a5 € X} est le
monoide libre engendré par les éléments de X, alors appelés générateurs. Si R C X* x X*
est un ensemble de relations sur X*, alors la congruence générée par R, notée «—%, est
définie pour tous mots u et v de X* par :

— uzv < uyv, si u et v sont dans X* et ((z,y) € R ou (y,z) € R),

S X A—R Y, SLT =R . R Y.

Une présentation d’'un monoide M est la donnée d’'un ensemble ¥, appelé alphabet, et
d’un ensemble R de relations sur X*, de telle maniere que le monoide M soit isomorphe a
I’ensemble de mots engendré par ’alphabet, quotienté par la relation de congruence :

La réécriture consiste a orienter les relations, qui deviennent alors des regles, formant
un systéme de réécriture. Si (X, R) est une présentation, et u et v sont deux mots de 3*
tels que uRv, alors on note u — v la regle correpondante. Si x et y sont deux mots de
3*, alors on peut réduire le mot zuy ; on note ruy —x xvy. On dit qu'une présentation
(3, R) est noethérienne ou qu’elle termine si on ne peut pas réduire un mot une infitnité
de fois. Elle est dite confluente si toutes les réductions d’un mot u meénent a un unique
mot, appelé alors forme normale du mot u. Une présentation est dite convergente si elle
est a la fois noethérienne et confluente. De telles présentations peuvent étre utilisées pour
décider du probleme du mot : pour deux mots u et v de ¥*, a-t-on u = v dans M 7 En effet,
si une présentation possede a la fois les propriétés de terminaison et de confluence, alors il
suffit d’appliquer I'algorithme de la forme normale pour résoudre le probleme du mot. Cet
algorithme consiste a réduire les deux mots u et v en leurs formes normales v’ et v’, qui
existent, puisque la présentation termine, et qui sont uniques, puisque la présentation est
confluente. Ensuite il suffit de vérifier si ' = v’, auquel cas on a bien v = v dans M.

En revanche, si la présentation n’est pas convergente, 1’algorithme de Knuth-Bendix
permet de compléter ’ensemble de regles de la présentation, afin d’obtenir une nouvelle
présentation convergente du monoide. Toutefois ’algorithme de Knuth-Bendix ne réussit
pas toujours.

Relations entre probleme du mot et appartenance a un idéal. En fait, on peut
voir le probleme de l'appartenance a un idéal et le probleme du mot comme un méme
probleme. Pour cela, on associe a chaque polynome f d’une base donnée la regle

Lr(f) L orip - 1.

Ainsi, la forme normale d’un polynéme correspond au reste de sa division par les polynomes
de la base. On remarque alors que seule une base de Grobner génere une relation de
réduction convergente. Ces correspondances se synthétisent dans ce théoreme fondamental :



Théoréme. Une base G = {q1,...,q:} d’un idéal I est une base de Grébner de I si, et

: : . . G
seulement si, la relation de réduction — est confluente.

Ainsi, on peut calculer des bases de Grébner grace a une méthode plus simple et intuitive
que le calcul des S-polynomes de Buchberger.

Exemple. Considérons l'idéal I = (fi, f2) de R|z,y, 2| avec

f1=y—22> f2=$—2’3-
Considérons l'ordre lexicographique induit par 'ordre alphabétique = < y < z. On obtient

alors deux regles

fo%y et z3gx.

On remarque que le monome 2 peut étre réduit par les deux régles. On parle alors de paire

critique.
2N

yz x

Les polynomes yz et x sont irréductibles. Donc la paire critique n’est pas confluente, d’ou
(f1, f2) n’est pas une base de Grébner de I pour cet ordre monomial.
Toutefois, si on considere l'ordre lexicographique induit par 'ordre lexicographique

z <y <z, on a les regles

yi%zz et 3:£>23.

On remarque alors que les deux polynomes f; et fy ne forment pas de paires critiques, ainsi
(f1, f2) est une base de Grobner de I.

Cependant, I'analogie n’est pas totale. En effet, le probleme de I'appartenance a un
idéal est toujours décidable, contrairement au probleme du mot. Cette divergence provient
d’une propriété particuliere de I'anneau des polynomes : la commutativité.

Organisation du document. Dans une premiere partie, nous étudierons ’anneau des
polynomes a plusieurs indéterminées et l'algorithme de Buchberger permettant de résoudre
le probleme de I'appartenance a un idéal. Dans une seconde partie, nous définirons d’abord
les systemes de réécriture au sein de présentations que nous doterons des propriétés de
terminaison et de confluence. Puis, nous étudierons la procédure de Knuth-Bendix, parfois
utiles a la résolution du probleme du mot. Il s’agira ensuite de développer les correspon-
dances entre réécriture et bases de Grobner.



2 L’algorithme de Buchberger

2.1 L’anneau des polynomes a plusieurs indéterminées

Dans cette partie, nous allons définir I’anneau des polynomes a plusieurs indéterminées
Nous noterons K I’ensemble des scalaires sur lequel sont définis les anneaux de polynomes.
Dans cette partie, on aura généralement K = R ou C. A I'image de ce que nous connais-
sons déja pour l'anneau des polynomes & une indéterminée K[z], nous pouvons munir
I’anneau des polynomes a plusieurs indéterminées d'une division euclidienne, nécessaire a
la résolution algorithmique de problemes liés a I’étude des idéaux. En approfondissant cette
étude, nous constaterons les limites de cette division.

2.1.1 Les polynémes a plusieurs indéterminées

Définition 2.1. On appelle monome en les indéterminées x4, ..., x, tout produit de la
forme

Qn

al
AR

ou ay,...,a, sont des entiers de N. On appelle degré total de ce monoéme la somme

Oé1+...+an.

a1

En notant a = (av, ..., ay,), on pose % = z7* ... . Par convention, (00 =1

Définition 2.2. On appelle polynome en les indéterminées x4, ..., x, toute combinaison
linéaire (finie) a coefficient dans K de monomes en les indéterminées 1, ..., x,. Un po-

lynome f s’écrit
o § o
f - ApT,
«

ou la somme est indexée par un nombre fini de n-uplets « et les a,, sont des scalaires de K.

Proposition 2.1. L’ensemble des polynomes en les indéterminées x4, . . ., x, muni de [’ad-
dition et la multiplication forme un anneau commutatif noté Kz, ..., x,].
Démonstration. Soient f, g et h trois polynomes de Klzy,...,z,]|. Alors on montre que

- (f+g) +h=[+(g+h),

- frg=9+/

- (fg)h = f(gh),
- flg+h)=Fg+fh,
— le polynome 0 est ’élément neutre de ’addition,

—sif =), aux% alors —f =37 (—a,) 2%,

— le polynome 1 est 1’élément neutre de la multiplication,
— deplus, fg=gf.

Définition 2.3. Soit f = ) a,z® un polynome de K[z, ..., z,),
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— le scalaire a, est appelé coefficient du monoéme z¢,
— si ay # 0, alors on dit que a,z® est un terme de f.

Exemple 2.1. Soit f = 2222 + y2* — 1 un polynome de Rz, y, z|, alors 22°z est un terme
de f, 2z est un mondme, de coefficient 2 et de degré total 3.

2.1.2 Idéaux de Klzy,...,x,]

Définition 2.4. On dit qu'un sous-ensemble I de K[xq,...,x,] est un idéal si :
— 0 est élément de I,
— pour tous polynémes f et g de I, f + g est un polynéme de [.
— pour tout polynéme f de I, pour tout polynéme g de Kzy,...,z,], fg est un po-
lynome de [

Définition 2.5. Soient fi,..., fs des polynomes de Kz, ..., z,]|, 'ensemble

<f1>--'afs>:{zhifi|1§i§36t hi € K[y, ..., 2,)}

i=1
est appelé 'idéal engendré par les polynomes fi, ..., fs.

On remarque immédiatement que l'idéal engendré par une famille de polynoémes est
effectivement un idéal.

Définition 2.6. On dit qu'un idéal [ de Klzy,...,x,] est finiment engendré ou de type
fini, 8’1l existe un ensemble fini {fi,..., fs} de polynomes de K[zy,...,z,] tels que

I = <fl>"7fs>-

Ces définitions amenent a se poser plusieurs questions. Nous allons nous intéresser en
particulier au probleme de I'appartenance a un idéal ; étant donné I = (fi, ..., fs) un idéal
de K[z1,...,z,] et un polynéme f de K[z,...,x,], comment déterminer si f appartient
a I? Avant de rendre ce probleme décidable, il nous faut introduire la notion de division
euclidienne en plusieurs indéterminées.

Nous connaissons déja la division euclidienne dans K[z]. Etant donné deux polynomes
f et g de K[z], il suffit en fait de diviser le terme de plus haut degré de f par celui de g
puis de soustraire a f le résultat obtenu multiplié par g, puis de répéter ces instructions
jusqu’a obtenir un polynome, appelé reste, dont le degré est inférieur au degré de g ou qui
est nul.

Dans le cas des polynomes a plusieurs indéterminées, il nous manque la notion de terme
de plus haut degré. En effet, méme si on regarde le degré total de chaque monome d’un
polynome, on peut trouver deux monomes différents de méme degré total. Par exemple,
2%y et 23y? ont pour degré total 5. Cette notion ne convient donc pas pour ordonner de
maniere totale tous les mondémes d’un polynome.



2.1.3 Ordres monomiaux

Par la suite, on notera

Mz, ... x,) = {2%| a € N"}

I’ensemble des monomes en les indéterminées x4, ..., x,.
Définition 2.7. Un ordre monomial sur M(xy, ..., xz,) est une relation < sur M(xq,...,z,)
telle que :

— < est un ordre total,

— pour tous monomes z, 2%, 27 de M(xy,...,x,),si 2% < 2, alors 297 < 2727,

— pour tout monome x® de M(xq,...,x,) distinct de 1, 1 < z°.

Exemple 2.2 (L’ordre lexicographique). On définit d’abord un ordre sur I'ensemble des
indéterminées, généralement ’'ordre alphabétique défini par z,, < ... < x5 < 1. On définit
'ordre lexicographique en posant ¢ <., 2, si le premier coefficient non nul du n-uplet
B — « est positif.

Par exemple, dans M(z,y, 2), 3y*z <ier 23y?*2* puisque (3,4,1) — (3,2,4) = (0,2, —3)
et 2> 0.

On peut démontrer que 'ordre lexicographique est un ordre monomial.

Exemple 2.3 (L’ordre lexicographique par degré). On le définit en posant 2% <y, 27 si

n n n n
ZO"' < Zﬁi ou (Zai = Zﬁi et 2% <jex xﬁ).
i=1 i=1 i=1 i=1

Ainsi, dans M(z,y, 2), 2%y* <grer 22y%2* puisque 3+4+0 <2+ 3 +4.
L’ordre du degré lexicographique est aussi un ordre monomial.

Proposition 2.2. Soit < un ordre monomial sur M(z1,...,x,). Soient x* et 2° deuz
monomes de M(x1,...,x,), on a

si x® divise 2°, alors ® < z°

Démonstration. En effet, si 2% divise 2, alors il existe un monéme z7 de M(x1,...,x,)
tel que 2? = z®27. Or, par définition, 1 < 27 d’ott 2%.1 < 2*.27. Donc z® < z°. O

Proposition 2.3. Tout ordre monomial est un bon ordre.

Définition 2.8. Soit < un ordre monomial sur M(z,...,x,). Soit f un polynome de
K[z, ..., z,]. Le polynome f peut s’écrire sous la forme

f=a1 x4+ ...+ ax"

ou ay,...,a, sont des scalaires de K et ... 2% sont des monomes de M(xy,...,x,),
tels que x* < ... < z%. On dit que :
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— le n-uplet oy est le multidegré de f, que nous noterons mulitdeg(f),

— le coefficient a; est le coefficient dominant de f, que nous noterons LC(f),

— le mondme z®! est le monome dominant de f, que nous noterons LM (f),

— le terme a2 est le terme dominant de f, que nous noterons LT (f) = LC(f)LM(f).

Exemple 2.4. On considere 'ordre lexicographique, avec I'ordre alphabétique z < y < .
Le polynome

f =2z — 2y’ + 2yt
a pour multidegré (2,2,1), pour coefficient dominant 1, pour monoéme dominant z?y?z

et pour terme dominant x%y%z. Si on considére 'ordre lexicographique par degré, alors
multideg(f) = (0,4,4), LO(f) =2, LM(f) = y*2* et LT(f) = 2y*2*.

2.1.4 Algorithme de division en plusieurs indéterminées

Théoreme 2.1. Soient < un ordre monomial sur M(xy,...,x,) et F' = (f1,..., fs) un
s-uplet de polynomes de K[z, ..., x,]. Alors tout polynome f de K[z, ..., x,] peut s’écrire
sous la forme

f=afi+.. . +asfs+r

ot a; et r sont des polynomes de K[zy, ..., x,] et soit r =0 soit aucun des mondmes de r
n’est divisible par LT (f1), ..., LT(fs).
On dit alors que r est le reste de la division de f par ' et on écrit
f L
De plus, si a;f; # 0, alors multideg(f) > multideg(a; f;).

Il existe un algorithme qui retourne, pour un polynome donné f et une famille donnée
F' de polynomes, les polynomes a; et 7 du théoreme précédent. Cet algorithme termine en
un nombre fini d’étapes. On dit alors qu’on effectue la division euclidienne du polynome f
par la famille de polynomes F'.

11



ALGORITHME DE DIVISION EN PLUSIEURS INDETERMINEES

Entrées : f1,...,fs, f

Sorties : ay,...,a,,T
a;:=0;...5as :=0;7 :=0;
p=f;
tant que p # 0 faire

1= 1;

div := faux;
tant que i < s ET div=fauzr faire

si LT(f;)|LT (p) alors
a; ;= a; + LT (p)/ LT (f3);
p:=p— (LT (p)/LT(f))fs;
div = vrai;
sinon
‘ 1:=1+4+1;
fin
si div = faux alors
r:=r+ LT(p);
p=p— LT(p);

fin

A présent, nous possédons un test de divisibilité des polynomes ; on dit qu’un polynome
f est divisible par une famille ' de polynome si le reste de la division de f par F' est le
polynome nul. On en déduit immédiatement 'implication suivante :

si (fi,..., fs) divise f, alors f est un polynome de (f1,..., fs)-

Toutefois, on ne peut toujours pas résoudre le probleme de I'appartenance a un idéal.
Il nous manque en effet la réciproque car le résultat de I’algorithme dépend de I'ordre des
polynomes données dans F'.

Exemple 2.5. Soit F' = (2?y—1, zy*+y) un couple de polynomes de K[z, y]. On considere
I'ordre lexicographique avec y < x. On souhaite effectuer la division euclidienne du po-
lynome f = 2%y* + xy de K[z, y| par F.

22y? 4+ 2y 22y —1
2yt — vy y
Yy —y

12



Le polynéme zy —y n’est pas divisible par zy? +y. Il s’agit donc du reste de la division
de f par F. Par ailleurs, f = 2%y + 2y = x(zy? + ), donc le reste de la division de f par
F' = (zy? + y, 2%y — 1) est nul. D’ou, f est dans I'idéal (x?y — 1, 2y* + y).

2.2 Le probleme de ’appartenance a un idéal
2.2.1 Idéaux monomiaux

Définition 2.9. Un idéal I de K[zy,...,x,] est dit monomial s’il est engendré par une
famille de monomes, autrement dit s’il existe une partie A de N” telle que

I=(2"|aeA).

Proposition 2.4. Soit I un idéal monomial de Klzy,...,x,], soit f un polynome de
K[zq,...,x,]. Les assertions suivantes sont équivalentes :
— (i) le polynéome f appartient a I,
— (ii) tout terme du polynome f est dans I,
— (i1i) le polynome f est une combinaison linéaire (a coefficients dans K) de
monomes de 1.

Démonstration. On montre (iii) = (ii) = (i) de maniere immédiate. Montrons (i) = (ii).
Supposons (7) et notons [ = (z® | a« € A), ou A est une partie de N™. Alors

F = o, 7 + ..+ hg o™

ou pour tout ¢ de {1,...,s}, hs, est un polynome de K|zy,...,z,] et a; appartient a A. Il
suffit a présent de décomposer chaque h,, en combinaison linéaire de monémes en x4, ..., z,
puis de développer I'expression de f. Ainsi f vérifie (iii). O

Proposition 2.5. Soit I = (z* | a € A) un idéal monomial de K|xy, ..., xz,|, ou A est une
partie de N™. Alors, 2° est un monéme de I si, et seulement si, il existe o dans A, tel que
x® divise z°.

Théoréeme 2.2 (Le lemme de Dickson). Soit I = (x%|a € A) un idéal monomial de
Klzq,...,x,], ot A est une partie de N". Alors il existe des n-uplets oy, ..., a5 de A tels
que I = (x™, ... z%).

Autrement dit, tout idéal monomial possede une base finie. Ce théoreme est démontré
dans [Cox 1997].
2.2.2 Le théoréme de la base de Hilbert

Définition 2.10. Soit [ un idéal de Kz1, ..., z,],
— onnote LT(I) :={LT(f) | f € I},
— on note (LT(I)) I'idéal engendré par les éléments de LT(1).
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On remarque que si I = (fy,..., fs) est un idéal de Kz, ..., xz,], alors

Démonstration. Soit f un polynome de Uidéal (LT(f1),...,LT(fs)). Alors, il existe des
polynomes g1, ..., g, tels que

f= Zgi LT(f:).
i=1
Or les termes LT'(f1), ..., LT(fs) appartiennent a LT'(I) donc a (LT(I)). D’ou le polynome
f est dans (LT'(I)). O
Cette inclusion est stricte en général

Exemple 2.6. Soient deux polynomes f = xzy—1 et g = zy+x de K[z, y]. Soient [ = (f, g)
l'idéal de K[z, y] engendré par f et g. On a bien

(LT(f), LT(g)) = (xy) € (LT(I)).

A-t-on égalité entre les deux idéaux ? Le polynome x + 1 = g — f appartient a I'idéal a I.
Ainsi, le monéme x est dans LT (I), donc dans (LT(I)). Mais le monoéme x n’appartient
pas a (xy). Ainsi I'inclusion est stricte.

Proposition 2.6. Soit [ = (z* | a € A) un idéal monomial de Klxy, ..., x,], ot A est une
partie de N", alors

— lidéal (LT(I)) est monomial,

— il existe des polynémes gy, ..., g; tels que (LT(I)) = (LT (q1),- .-, LT (g¢)).

Le théoreme suivant est fondamental. Il est énoncé et montré dans [Cox 1997].

Théoréme 2.3 (Théoreme de la base de Hilbert). Soit I un idéal de K[z, ..., x,]. Alors

il existe des polynomes gy, ...,q; de I tels que
I={(g1, -, 9)
Autrement dit, tout idéal de K[z, ..., x,] possede un nombre fini de générateurs.

2.2.3 Les bases de Grobner

Définition 2.11. Etant donné un ordre monomial fixé, un sous-ensemble G = {g1,--,9¢}
d’un idéal I de K[z, ..., x,] est appelé base de Grobner de I si

(LT(I)) = (LT(91),- -, LT(g1)) -

Proposition 2.7. Etant donné un ordre monomial fizé, tout idéal non nul I de K|z, ..., z,]
posséde une base de Grobner. De plus, toute base de Grobner de I est une base de I.
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Cette proposition est montré dans [ref...].

Proposition 2.8. Soient I idéal de K[zy,...,x,], G = {g1,...,9:} une base de Grébner de
I et f un polynome de K|xy, ..., xz,|. Alors, il existe un unique polynome r de K[z, ..., x,]
vérifiant :

— les termes de r ne sont pas divisibles par LT (q1), ..., LT (q;),

— 1l existe un polynome g de I tel que f =g+ r.
En particulier, r est le reste de la division de f par G, quelque soit ['ordre des éléments
de G.

Proposition 2.9. Soient I un idéal de K[z,...,x,] et G une base de Grébner de I. Un
polynome f de K[z, ..., x,] est un polynome de I si, et seulement si, le reste de la division
de f par G est nul.

Ainsi, en connaissant une base de Grobner d'un idéal de K|z, ..., z,], on peut résoudre
le probleme de I'appartenance a un idéal. Il nous faut a présent trouver un moyen de la
calculer pour tout idéal de K[z1, ..., z,).

2.2.4 L’algorithme de Buchberger

Définition 2.12. Soient deux polynomes f et g de K[xy,. .., z,]. On note

(a1, ..., 0) = multideg(f) et (B1, ..., Bn) = multideg(g).

On pose v = (71, ..,7vs) Ou pour tout ¢ dans {1,...,n},
vi = maz (o, B;).

— Le mondme x7 est appelé le plus petit commun multiple de LM (f) et LM (g). Nous
le noterons PPCM (LM (f), LM(g)).
— On appelle S-polynome de f et g le polynome

S(f.9) = o ]~ o
yg) = )T -9

LT(f) " LT(g)
Exemple 2.7. On considere 'anneau K|z, y] muni de l'ordre lexicographique, avec y < x.
Soient f = x3y* — 2%y + z et g = 32ty + 2.

4,2
x 1 1

?i g=a? — 2P - ah? — P =~y — oy o
3xty 3 3

$4y2

f_

ZL’3y2 ’

On notera que
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Proposition 2.10. Soient fi,..., fs des polynémes de K[z, ..., x,] et c1,...,cs des sca-
laires de K. Notons f = ci1f1 + ... + csfs. Supposons que pour tout i dans {1,...,s},
multideg(f;) = 6 € N". Si multideg(f) < 9, alors :
— le polynome f est une combinaison linéaire a coefficient dans K de S(f;, fr), ot j et
k sont dans {1, ..., s},
— de plus, pour tous j et k dans {1,...,s}, multideg(S(f;, fr)) <9

Cette proposition est montrée dans [Cox 1997].

Théoréme 2.4 (Critere de Buchberger). Soit I un idéal de Klxy,...,x,]. Une base
G ={g1,...,q:} de I est une base de Gribner si, et seulement si, pour tous i et j de
{1,...,t}, on a
G
S(gi, gj) — 0.

Démonstration. Soit G = {g1,...,g:} une base d’'un idéal I de K[xq,...,z,]. Si G est une

base de Grébner de I, alors tout S-polynoéme S(g;, g;) est dans I. D’out S(g;, g;) 0.
Montrons la réciproque. Supposons que pour tout couple (i,j), avec i # j, on ait

S(gi, 95) %5 0. T1 faut montrer & présent que G est une base de Grobner de [, i.e.,

(LT(I)) = (LT (1), - .-, LT(g1)) -

Soit f un polynoéme de I. Il suffit de montrer que LT(f) est dans l'idéal monomial
(LT(¢1),...,LT(g;)). Il existe une décomposition f = hyg; + ...+ hyg, ou les h; sont
des polynomes de Klzy,...,z,]. Posons § = maxz{multideg(hiq1),...,multideg(hig:)}.
On a multideg(f) < 0.

Il existe plusieurs décomposition de f. Pour chaque décomposition, on a un 6 de N".
On considere une décomposition de f telle que § soit minimal, selon un ordre monomial.

Montrons par I'absurde que multideg(f) = ¢. Supposons multideg(f) < §. En posant
m(i) = multideg(h;g;), on a une décomposition

f= Z hig; + Z hig; = Z LT (hi)g; + Z (hi — LT'(h:))g: + Z hig;.
m(i)=4 <6 (i)<$

m(z) m(i)=0 m(i)=4

Les deux dernieres sommes sont de degré strictement inférieur a 6. Comme par hy-
pothese multideg(f) < ¢, alors on a

multideg ( Z LT(hi)gi> <0
m(i)=9

En posant LT (h;) = c;z®®", avec ¢; dans K et a(i) dans N*, on a

Z LT(hZ)gz: Z Cil’a(i)gi.
m(i)=4

m(i)=4
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Comme pour tout i tel que m(z) = 4, on amultideg(LT'(h;)g;) = d,lasomme Y, s c;z®W g
satisfait aux hypotheses de la proposition 2.10. Cette somme se décompose alors en com-

binaison linéaire & coefficients dans K de S-polynomes S(z*g;, 2°®)g,) :
Z Cz‘xa(i)gi = Z CJkS( gja a(k)gk)
m(i)=6 .k
ou ¢;, € K. Or
, P , P
S(xoz(J)gj7 2% g) = mxa(ﬁgj _ TT(gk)xa(mgk
5

T

= PPOM(LM{g,). LM(gn) % %)

On obtient ainsi une décomposition

1,5
Z LT (h;)g; = ;CJkPPCM( (j)’LM(gk))S(gj,gk).

Or, par hypothese, pour tous 7, k,
a
S(gi, gj) — 0.

Ainsi, le S-polynome S(g;, gx) peut s’écrire sous la forme

gjagk Z kzjkgzv

ou les k;;;, sont des polynémes de K[zy,...,z,| qui satisfont pour tous i, j et k &
multideg(kijrg;) > multideg(S(g;, gx))-

On a alors
P

‘T Zl
PPCM(LM( g;), LM (gy)) S(95, 9) ik i

29

PPCM (LM (g;),LM(g))

avec ljj, = kiji. On a donc

l‘6

PPCM<LM(gj),LM(gk))S<gj’gk)> < 0.

multideg(l;jrg;) < multz’deg(
D’ou,

¢ ¢
Z LT(hi)g; = chk<zlijkgi) = Z h; gi.
ik =1 =1
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Les polynomes h} vérifient
multideg(h g;) < é.

Ainsi le multidegré de Zm(i):é LT(h;)g; est strictement inférieur a ¢§, par suite dans la
décomposition, tous les termes ont un multidegré strictement inférieur a ¢. Ceci contredit
I'hypothese sur la minimalité de 6, par suite, multideg(f) = §. Donc, il existe un ¢ dans
{1,...,t}, tel que multideg(f) = multideg(h;g;). D’on, LT(f) est divisible par LT(g;).
Donc, LT(f) appartient a l'idéal (LT (g1), ..., LT (g:))- O

Grace a ce théoreme, le mathématicien Buchberger a pu définir un algorithme qui
complete une base de Grobner avec de nouveaux générateurs, de maniere a ce que chaque
S-polynome se réduise en 0, et sans modifier I'idéal engendré par la base. Il s’agit donc d'une
boucle qui pour chaque S-polynome, ajoute un générateur si nécessaire. Cet algorithme est
publié dans [Buchberger 1965].

ALGORITHME DE BUCHBERGER

Entrées : F = {fi,..., fs,} base d'un idéal I C K[xzy,...,x,]
Sorties : G base de Grobner de I telle que F' C G

G:=F;
répéter
G =G,
pour chaque paire {p,q} C G faire
S(p.q) < 5
si S #0alors G :=GU{S}
fin

jusqu’a G = G';

Cet algorithme termine toujours avec succes. Il permet donc de résoudre le probleme
de 'appartenance a un idéal.

3 Les systemes de réécriture

3.1 Réductions et regles de réécriture
3.1.1 Présentations de monoides

Définition 3.1. Soit ¥ un ensemble. Le monoide libre >* engendré par I’ensemble 3 est
I’ensemble des mots formés avec les éléments de X, muni de la concaténation u,v — uwv.
L’ensemble X est alors appelé alphabet. Le monoide libre ¥* = {ajas ... ap | aq,. .., €
¥} a pour unité le mot vide, que nous noterons 1.
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Soit R C ¥* x ¥* une relation binaire sur ¥*. La congruence <+—7% engendrée par R
est définie par :

— uzv < uyv, si u et v sont dans X* et ((z,y) € R ou (y,z) € R),

X A—R Y, SLT =R . R Y.

Une présentation (par générateurs et relations) d’'un monoide M est la donnée d’un
alphabet ¥ et d'une relation binaire R sur »* tels que M soit isomorphe au quotient de
Y* par la congruence <—}, :

M2

.
/%

Exemple 3.1. On cherche une présentation par générateurs et relations du monoide N2,
Ce monoide est le monoide abélien libre a deux générateurs.

Prenons ¥ = {a, b} et R = {(ba, ab)}, alors N* = E>k/<—>;;. En effet,

X = {a"™|(n,m) € N2},

car si w est un mot de X*, alors il existe deux entiers n et m de N tels que w <—% a"b™.
Les entiers n et m sont en fait respectivement le nombre d’occurences de a et de b dans le
mot w.

De plus, Papplication p : N? — =/« (n,m) — a™b™ est un isomorphisme de
monoide.

Exemple 3.2. Soient un alphabet ¥ = {a} et une relation R = {(aa, a)}. Alors

2 = {1,a}.

On a donc une présentation d’'un monoide a deux éléments.

3.1.2 Les systemes de réécriture

Définition 3.2. La donnée (3, R), ou ¥ est un ensemble et R est un sous-ensemble de
7 X X* est appelé un systéme de réécriture.
— Sip=(z,y) € R, on dit que x 5 y est une régle de rééeriture, avec x pour source
et y pour cible.
— Une réduction élémentaire est une réécriture de la forme uzv —= uyv, ol u et v sont
des mots de ©* et  — y est une regle. On note alors

UTV —>R UYV.

, . T . . T T T
— Une réduction x — y est une suite finie z = g — 7 —> ... —= 2, = y de
réductions élémentaires ;. On note alors

r—R Y.
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On a ainsi défini deux relations sur ¥* engendrées par R : une relation de réduction
élémentaire — 5 et une relation de réduction composée —% qui est la cloture réflezive
et transitive de —g.

. , . * , . s
Si z — y et y — z sont des réductions, on note x —» z la réduction composée
r—sy -2
Il existe aussi une réduction vide x —— z, pour tout mot x.

De plus, pour toute réduction 2 —s y, pour tout mot «, on peut définir deux réductions
ur — uy et xu R Yu.

Exemple 3.3. Soient I'alphabet ¥ = {a, b, ¢} et la regle ab —2+ ca. On a alors par exemple

apbc acpc N
aabbc — acabc — accac. D’ou acabc —% accac.
Un systeme de réécriture est un ensemble de regles.

Définition 3.3. Soit (X,R) un systeme de réécriture. On dit qu'un mot = de ¥* est
réductible s’il existe un mot y de X* tel que ©+ — % y. Dans le cas contraire, on dit que x
est irréductible, réduit ou en forme normale. Si x —x y et y est irréductible, alors on dit
que y est une forme normale de .

3.2 Les propriétés de terminaison et de confluence
3.2.1 Les systemes de réécriture noethériens

Définition 3.4. On dit qu’'un systeme de réécriture (3, R) est noethérien si on a la pro-
priété de terminaison : il n’existe aucune réduction infinie

Ug 7R UL R -+ 7R Uy —R - .-
Dans les exemples suivants, on prend pour alphabet ¥ = {a, b}.

Exemple 3.4. Le systeme formé de 'unique regle a — ab n’est pas noetherien, car il existe
une chaine infinie a — ab — abb — . ..

Exemple 3.5. Le systeme formé des deux regles a — b et b — a n’est pas noetherien, car
il existe une chaine infiniea -b —a —b — ...

Exemple 3.6. Le systeme formé de I'unique regle ab — a est noetherien, car la longueur
d’un mot diminue a chaque étape de réécriture.
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Exemple 3.7. Le systeme formé de 'unique regle ab — caa est noetherien, car le nombre
d’occurences de b diminue a chaque étape.

Définition 3.5. Soit (3,R) un systeme de réécriture. On dit qu'une propriété P est
R-héréditaire si :

Vo e X* (Vy EX L —rYy = P(y)) = P(x).

En particulier, une telle propriété s’applique a tous les mots réduits.

Proposition 3.1. Soit (X,R) un systéeme de réécriture. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
— (i) Terminaison : il n'existe pas de réduction infinie

Ug 7R UL 7R - PR Up —R -+,

— (i) Ordre de terminaison : il existe un bon ordre > (appelé ordre de terminaison)
compatible avec le produit sur X, tel que pour tous mots x ety de X%,

r —r y implique x >y,

— (ii1) Principe de récurence noethérienne : toute propriété R-héréditaire s’applique a
tout mot de X*.

On trouve la preuve de ce théoreme dans ||

Ainsi, la propriété de terminaison se démontre de maniere générale en construisant un
ordre de terminaison. En effet, dans I'’exemple 3.6, on a implicitement construit un ordre
de terminaison de la maniere suivante : x > y si le mot x est plus long que le mot y. Dans
I’exemple 3.7 on peut définir un ordre de terminaison de la maniére suivante : x > y si le
nombre d’occurences de b dans le mot x est strictement supérieur au nombre d’occurences
de b dans le mot y.

Le principe de récurrence noethérienne sera nécessaire dans la partie suivante.

3.2.2 Systemes de réécriture convergents

Définition 3.6. On dit qu'un systeme de réécriture (X, R) est confluent, si pour tous mots
x, y et z de X*, lorsqu’on suppose

r—nyetr =% 2,
alors, il existe un mot ¢ de X* tel que

Yy —ptetz =5t

21



Dans les exemples suivants, on prend pour alphabet ¥ = {a, b}.

Exemple 3.8. Le systeme formé des deux regles ab — a et ba — b n’est pas confluent,
car on a :

aba\
ab
aa clL

or aa et a sont en forme normale.

Exemple 3.9. Le systeme formé des deux regles ab — 1 et ba — 1 est confluent. Pour le
démontrer, nous allons utiliser la proposition suivante.

Proposition 3.2. Soit (X, R) un systeme de réécriture noethérien, alors les propositions
suivantes sont équivalentes :
— (i) Unicité de la forme réduite :

(x —R y et v —% 2, tels que y et z sont réduits ) = (y = 2)

T T

A=A

z

— (i) Propriété de Church-Rosser :

(x +—% y) = (il existe un mot z de X" tel que x —3 z et y —3 2)
r<~—>y
— =/
NS

(x — R y et v —% z) = (il existe un mot t de X tel que y — 5 t et z — 3 1)

VAYRAN
\/

— (i) Confluence :
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— (iv) Confluence locale :

(x —r y et x —g 2) = (il existe un mot t de X tel que y —5 t et z — 3 t)

VANNRVAN
\/

En particulier, I'implication (iv) = (ii7) dans le cas noetherien est connue sous le nom
de lemme de Newman ou lemme du diamant.

Théoréme 3.1 (Lemme de Newman). Si un systéme de réécriture est noethérien et loca-
lement confluent, alors il est confluent.

Démonstration. Soit un systeme de réécriture noethérien (3, R).
Pour tout mot = de ¥*, notons C'(z) la propriété de confluence en x et Cl(x) la propriété
de confluence locale en x :

C(z) : < Pour tous mots y et z de ¥,

(x —% y et ¥ —% z) = (il existe un mot ¢ de X" tel que y —x t et z — % t) >

Cl(z) : < Pour tous mots y et z de 3*,

(x — g y et £ —>x z) = (il existe un mot ¢t de X* tel que y —5 tet z —51 t) >

Supposons que l'on ait Cl(z), pour tout mot x de X*. Puisque le systeme de réécriture
est noethérien, il suffit, grace au principe de récurrence noethérienne, de montrer que la
propriété C' est R-héréditaire.

Soit x un mot de X*, supposons, pour tout mot y de ¥*, 'implication

r—ry = C(y).
Soient y et z deux mots de X*, chacun distinct de x, tels que
T —pyetr —p5 2.

Il existe des mots yg et zg de X* tels que

T —R Yo —rYetr —r 20 —r 2.

23



Or, on a Cl(x), donc il existe un mot t, de 3* tel que
Yo — to et 29 —>% to.
Par hypothese, on a C(yg) et C(2p). Ainsi il existe des mots y; et z; de 3* tels que
Y —% Y1, to — R Y1, to —r 21 et 2 —>% 21.
De la méme maniere, puisque © —%5 to, on a C(ty), d’ou il existe un mot ¢ de ¥* tel que
y1 —p tetzy —n L.

On remarque alors que y —% t et z — % t, d’ou la propriété C(x). Ainsi, la propriété de
confluence est R-héréditaire si on suppose la confluence locale pour tout mot. Et comme
la présentation est noethérienne, on a C(z), pour tout mot = de ¥*, d’apres le principe de
récurrence noethérienne.

VAN
VAVAS

z

\/\/
\/

]

Si (X, R) est un systéme de réécriture convergent, on note & la forme normale de x, qui
est I'unique mot irréductible tel que x —% 2.
Par la propriété de Church-Rosser et par I'unicité de la forme normale, on a

A

(z =R y) = (T =

9)
Proposition 3.3. Si un systéeme de réécriture (X, R) est fini et convergent, alors la
congruence <5 est une relation décidable.

Démonstration. En effet, dans le cas d’'un systeme de réécriture convergent, pour trouver
la forme réduite d’un mot, il suffit de lui appliquer des réductions jusqu’a arriver a une
forme normale.

Puisque la présentation est noethérienne, le nombre de réduction que ’on peut appliquer
a un mot est toujours finie, et puisque la présentation est confluente, cette forme normale
est unique. De plus, I’hypothese finie permet de dire qu’un mot est en forme normale. Ainsi,
la relation x «—7% y est équivalente a I’égalité des formes normales de x et de y. ]
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Si %, est une relation décidable et si (X, R) est une présentation du monoide M, on
dit que M a un probleme du mot décidable.

La méthode vue dans la preuve pour décider du probleme du mot est appelée algorithme
de la forme normale.

3.3 Le probleme du mot

Un probleme de décision est une question mathématiquement définie demandant une
réponse par oui ou non. Un probleme de décision est dit décidable, s’il existe un algorithme
qui termine en un nombre fini d’étapes et qui le décide, c¢’est-a-dire qui réponde par oui
ou par non a la question posée. S’il n’existe pas de tels algorithmes, le probleme est dit
indécidable.

En particulier, le probleme du mot est un probleme de décision. La question posée par
le probleme du mot dans une présentation (X, R) d’'un monoide M est : étant donnés deux
mots u et v de ¥*, a-t-on u = v dans le monoide M 7

Dans le cas général, le probleme est indécidable. Toutefois nous savons a présent qu’il est
décidable dans le cas d’une présentation convergente finie. Comment savoir si un systeme
de réécriture fini noethérien est convergent ? La notion de paire critique nous permettra de
répondre a cette question.

3.3.1 Paires critiques

Une paire de source x est une paire p = (r,s) de réductions élémentaires dont z est la

source commune.
i
Yy z

On dit qu’une telle paire est confluente, s’il existe un mot t de ¥* tel que
Yy —ptet z—%t.

— Si w est un mot est p = (7, s) une paire confluente, alors les paires up = (ur, us) et
pu = (ru, su) le sont aussi.

uyY /uz YU /zu
ut tu

. T ’ . ’7 2 . .
— Si & — y est une réduction élémentaire, alors p = (r,r) est une paire confluente.
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~Siz 5 yet z =5 tsont des réductions élémentaires, alors p = (rz,zs) est

/\
\/

On dit alors que les réductions rz et xs sont disjointes.

Définition 3.7. Une paire est critique si elle n’est pas de la forme up ou pu (ou p est une
paire et u est un mot non vide) et ses réductions ne sont ni égales ni disjointes.

Donc une paire critique est nécessairement d’une de ces deux formes :
< P o N
— Un chevauchement (pv,uo) ot ux — y et v — z sont des regles et u, z,v # 1.

UL
,V XT
Yyv uz

— Une inclusion (upv,o) ou x 5 y et uzv 25 z sont des régles et uz, zv # 1

uxrv

2N

Uy

Proposition 3.4. Si toutes les paires critiques d’un systeme de réécriture sont confluentes,
alors toutes les paires le sont.

Démonstration. Soit (X, R) un systeme de réécriture dont toutes les paires critiques sont
confluentes. Soit p = (r, s) une paire.
D’apres la définition 3.7, la paire p entre forcément dans un des cas de figure suivants :
— Si la paire p est critique, alors, par hypothese, elle est confluente.
— Si les réductions r et s sont égales, on a vu que la paire p = (r,r) est confluente.
— Si les réductions r et s sont disjointes, on a vu que la paire p = (r, s) est confluente.
— Si p est de la forme up’ ou p'u, ou p’ est une paire et v un mot différent de 1, on
peut supposer que la paire p’ n’est pas de la forme vp” ou p”v, ou p” est une paire
et v un mot non vide. Donc la paire p’ entre forcément dans un des cas de figure vu
précédemment. Ainsi, la paire p’ est confluente. Alors, on a vu que les paires up’ et
p'u sont confluentes aussi. Donc, la paire p est confluente.
Ainsi, la paire p est confluente. Donc, toutes les paires du systeme de réécriture (X, R)
sont confluentes. [
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Corollaire 3.1. Si un systéme de réécriture est noethérien et si toutes ses paires critiques
sont confluentes, alors elle est convergente.

Démonstration. En effet, si toutes les paires critiques d’un systeme de réécriture noethérien
sont confluentes, alors, d’apres la proposition 3.4, toutes les paires le sont. Ainsi, le systeme
est confluent, donc, convergent. O

Revenons & l'exemple 3.9. On a les deux regles ab — 1 et ba — 1. On a donc deux
paires critiques :

aba et bab

AT

a a b=—=5>

Ces paires critiques sont localement confluentes. Comme le systeme est noethérien, elles
sont confluentes, donc le systeme de réécriture est confluent.

3.3.2 L’algorithme de Knuth-Bendix

Proposition 3.5. La convergence est une propriété décidable pour tout systeme de réécriture
noethérien fini.

Démonstration. En effet, d’apres le corollaire 3.1, il suffit de vérifier la confluence de toutes
les paires critiques, qui sont forcément en nombre fini dans ce cas. O

L’algorithme de Knuth-Bendix consiste a transformer un systeme de réécriture noethérien
en un systeme de réécriture convergent. Il s’agit d'une procédure de complétion, qui pour
chaque paire critique, regarde si elle conflue, et dans le cas ou elle ne conflue pas, rajoute
une regle permettant la confluence.

Cet algorithme est publié dans [Knuth-Bendix 1970].

Si R est un ensemble de regles, on notera PC(R) ’ensemble des paires critiques formées
a partir des regles de R.
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ALGORITHME DE KNUTH-BENDIX

Entrées : Une présentation noethérienne (¥, R) d’un monoide M et un ordre de
terminaison <.

Sorties : Une présentation convergente (X, R') du méme monoide M, si la
procédure termine avec succes, < Echec > si la procédure échoue.

Initialisation :

si il existe un couple (u,v) € R tel que u # v, u £ v et v £ u alors terminer et

retourner < Echec >,

sinon i :=0 et Ry :={u — v | (u,v) € R et v < u};

répéter

Riy1:=R;

pour chaque paire {x — y,x — 2z} € PC(R) faire

— Réduire y et z a des formes normales ¢ et Z;

- sig#2z, 9y<£2ZetZz<£y alors terminer et retourner < Echec

—siz<galors Ry : =Ry U{y — 2}

—sig< zalors Riy1 =R U{Z =0}

=1+ 1;

fin
jusqu’a R; = R;_1;
Retourner R;;

Exemple 3.10. Soit un monoide M avec pour présentation 'alphabet > = {a,b,c} et
les regles aba — bab et ab — c. Cette présentation est noethérienne mais elle n’est
pas confluente. Nous allons tenter grace a l'algorithme de Knuth-Bendix de trouver une
présentation convergente pour M. Nous avons une premiere paire critique :

/aba\
bab ca
bsl
be

On rajoute donc la regle ca — bc au systeme de réécriture. Nous avons une autre paire
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critique :

abab
y abs
babb abe
bsbj Lsc
beb cc

On rajoute alors la regle beb — cc. Cette nouvelle régle forme une nouvelle paire critique
non confluente :

abeb
ceb

Il faut rajouter la régle ccb — acc. Vérifions & présent si les paires critiques restantes sont
confluents :

cab ababa caba
tf/ \3‘5 aly ya tb% Xr‘
beh —= cc abbab babba beba cbab
sbabl jbsba 'Uzal lcbs
cbab beba cca —E— che
cbsl ]ua
che<— cea
cebeb bebeb
U(y ucb/
acch cccb beu
acacc cacc — L beee

atcc

abcece =~ ccce

On obtient une nouvelle présentation, convergente, du méme monoide. On peut donc
résoudre le probleme du mot dans ce monoide.
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4 Lien entre réécriture et bases de Grobner

4.1 Etude des idéaux de polynomes en terme de réécriture

Le but de cette partie est d’aborder une étude des polyndémes a plusieurs indéterminées
sous un autre angle, celui de la réécriture. Cette nouvelle approche permettra de créer des
liens entre ces deux domaines de 'algebre et d’avoir une nouvelle approche des bases de
Grobner et notamment de leur construction algorithmique.

4.1.1 Systéme de réécriture dans K[z, ..., x,]

Soit un ordre monomial fixé et soit f un polynome de K[zy,...,z,]. On associe a f la
regle de réécriture

Lr(f) L orip) - 1.

Pourquoi ce choix ? Il permet en fait de procéder a la division euclidienne d’un polynome
f par une famille de polynémes (fi,..., f,) de K[xy,...,z,]. En effet si on réduit f grace
a une réduction élémentaire, apres avoir défini les regles fi,..., f,, cela revient a exécuter
une étape de division de I'algorithme de division vu dans le premier chapitre.

Exemple 4.1. On se place dans K]z, y] et on considere 1'ordre lexicographique. Soient
trois polynomes f = 2%y +xy?> + 2, fi = xy — 1l et fo = y*> — 1 de K[z, y]. On cherche a
calculer le reste de la division de f par (f1, f2).

On dispose des deux regles zxy LI " y> S 1. On remarque que le terme

LT(f)) = wy divise LT(f) = z%y, donc on peut appliquer la réduction générée par f
a LT(f):

%y KZEN
On peut meme 'appliquer directement a f :

2 2
f zfi+zy’+y x+xy2+y2.
Pour simplifier les notations, on écrit f ELIgS + xy* +y?. Puis on continue jusqu’a obtenir
un polyndéme < en forme normale >, c’est-a-dire sur lequel on ne peut appliquer ni la
regle T nila regle P2, Cela signifie qu’aucun des termes de ce polynoémes n’est divisible

par fi, fa, ce qui est bien la définition d’un reste. Voici les deux résultats obtenus selon
I'ordre des polynomes f; et fy dans la division :
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x + zy? + o Py -+t
1 f2
x+y+y? 2y +ax+1
f2 fi
r+y+1 2r +1
Pour trois polynomes f, g, h € K[z, ..., x,], on dit que g se réduit en h, par la réduction
élémentaire f, si LM (f) divise un terme non nul X de f et que h = f — %(g)g. On note
alors
g Ny

Exemple 4.2. Dans K|z, v, 2], avec I'ordre lexicographique, soient f = z3y%2% — 2%z + 23
et g = x*2* — 32%y*2° + 2 deux polynomes. On obtient la régle

f
w3y = 2ty — 295
Puis, comme le terme 233223 divise le terme 23y*2°, on a la réduction

g R 3y — 2y%) + o = ozt — 3022 6y 4o

Ainsi, a chaque idéal I = (fy,..., f;) de K[z1,...,z,], on peut associer un systeme de
réécriture fini (X, R) ou

Y= {xh v >xn} et R = {(LT(fl)aLT(fl) - fl): tt (LT(ft)aLT(ft) - ft)}

Toutefois, on ne travaille pas sur I'ensemble des mots commutatifs ¥* = M(zy,...,x,)
mais sur ’ensemble des polynoémes K[zy,...,x,], qui est muni en plus d’une structure
additive.

4.1.2 Equivalence entre les bases de Grobner et les relations de réductions

Théoréme 4.1. Une base G = {g1,...,9:} d’un idéal I est une base de Grébner de I si,

. . . . G
et seulement si, la relation de réduction — est confluente.

31



Démonstration. Soient f et g deux polynomes distincts de G. On note
7 = PPCM(LM(f),LM(g)).
Alors, il existe deux monomes u et v de M(zq,...,x,), tels que
Y =ulT(f)= LT(g)v.

Six¥ # LT(f)LT(g), alors (f, g) est une paire critique dont z7 est la source, et on a

f/ x/y \g
w(LT () = f) (17(9) = g)v
A (LT(f) = f) (LT(9) - 9) 75
I I
P #Zf)f 7 — #@)9

La paire est confluente si, et seulement si, on a

x7 — il g Gy a7 — il
LT(g) LT(f)

: z” z” G

ie., LT(f)f_ LT(g)g — 0

ie., S(f,9) -Z5 0

Or -5 est confluente si, et seulement si, toutes les paires critiques confluents. On a
démontré que c’est vrai si, et seulement si, pour tous polynomes distincts f et g de G,

S(f,q9) <, 0, ce qui, d’apres le critere de Buchberger, signifie que la base GG est une base
de Grobner. n

Cette preuve met en évidence que les paires critiques d’une famille de regles engendrées
par des polynomes, correspondent aux plus petits < chevauchements > des paires de monomes
de plus haut degré non disjoints, qui sont en fait ce qu’on appelle les plus petits communs
multiples. On a donc un lien évident entre la notion de paires critiques et de PPCM. C’est
pourquoi les S-polynomes, qui correspondent a la différence entre deux réductions d'une
paire critique, se réduisent en 0 si, et seulement si, la paire est confluente.

Ce théoreme fondamental est le plus important de ce mémoire, car il est la justification
de ce travail de rapprochement des deux domaines. Il synthétise beaucoup de connections
possibles entre I’anneau des polynomes et les systemes de réécriture.

Ainsi I'algorithme de Knuth-Bendix, appliqué a une base d’un idéal de K[zy, ..., x,],
est similaire a ’algorithme de Buchberger, dans le sens ou il procede aux mémes calculs,
aux meémes complétions.
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4.2 Le probleme de I’égalité de deux idéaux

Lorsque 1'on construit une base de Grobner ou une présentation convergente, on re-
marque qu’elle n’est pas unique et qu’elle peut contenir des générateurs ou des regles
inutiles. Existe-t-il des bases de Grobner plus < intéressantes > que d’autres pour un idéal
donné ? Quelles sont leurs équivalents en terme de systemes de réécriture? On verra que
la réponse a ces questions résout le probleme de 1’égalité de deux idéaux qui est de savoir
si deux bases données génerent le méme idéal.

4.2.1 Bases de Grobner réduites

Définition 4.1. Une base de Grobner minimale d’'un idéal I est une base de Grobner G

de I, telle que, pour tout polynoéme p de G,
- LC(p) =1,
— LT (p) n’appartient pas a (LT (G — {p})).

Lemme 4.1. Soit G une base de Grobner d’un idéal I. Soit p un polynome de G tel que
LT (p) est dans (LT (G — {p})). Alors G — {p} est aussi une base de Gréobner de I.

Démonstration. Si LT (p) € (LT (G — {p})), alors
(LT(G = A{p})) = (LT(G)) = (LT(1)) .
Donc G — {p} est aussi une base de Grobner de I. O

On peut donc construire une base de Grobner minimale d’un idéal donné I a partir d’'une
base de Grobner de I en éliminant tous les générateurs < inutiles >, puis en multipliant
chaque générateur restant de maniere a ce que son coefficient dominant soit égal a 1.

Exemple 4.3. Soient cinq polynomes de K|z, y]
fi =% =2y,
fo=a%y =2 +x,
J3= —IQ,
Ja=—2zy
fs = —2y* + .

Si on considere 'ordre lexicographique par degré, on montre que les polynomes forment
une base de Grobner de 'idéal I = (f1, fa, f3, fa, f5) qu'ils engendrent.

On remarque que LT(f1) = 2® = —xLT(f3) et LT(fy) = 2*y = —(1/2)xLT(f4). Donc
d’apres le lemme 4.1, on peut éliminer f; et fo. Ce sont les seuls générateurs dont le terme
dominant est divisible par le terme dominant d’un autre générateur. A présent, on multiplie
par un scalaire les polynomes restants afin que leurs coefficients dominants valent 1. Ainsi
on obtient une base de Grobner minimale pour [ :

fi=2" fi=wzy, fi=y"—(1/2).
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Il est facile de vérifier que pour tout scalaire a de K, les polynomes

fs=a’+ary, fi=wmy, fi=v"—(1/2
forment aussi une base de Grobner minimale pour .

Comme vient de le montrer cet exemple, une base de Grobner minimal pour un idéal
n’est pas unique. On ne peut peut donc pas encore décider le probleme de 1’égalité de deux
idéaux.

Définition 4.2. Une base de Grobner réduite d'un idéal I est une base de Grobner G de
I telle que pour tout polynome p dans G :

- LC(p) = 1;

— aucun mondme de p n’appartient a (LT(G — {p})).

On construit une base de Grobner réduite d’un idéal I a partir d’une base de Grobner
minimale de I. A chaque générateur de cette base de Grobner minimal, on enleve les termes
qui sont divisibles par le terme dominant d'un autre générateur. La base modifiée reste
une base de Grobner puisque la modification n’influe pas sur 'égalité (LT(G)) = (LT(1)).

Exemple 4.4. Revenons a l'exemple 4.3. Parmi les bases de Grobner minimales

{xQ + ary,ry, y2 - (1/2)1’),
pour a dans K, seule celle avec a = 0 est réduite.

Proposition 4.1. Soit I # {0} un idéal de K|xy, ..., xz,]. Alors, pour un ordre monomial
donné, I posséde une unique base de Grobner réduite.

On retrouvera cette proposition avec sa démonstration dans [Cox 1997].

Grace a sa propriété d’unicité, cette notion de base de Grobner réduite rend décidable
le probleme de 1’égalité de deux idéaux. Il suffit en effet de comparer leur base de Grobner
réduite.

4.2.2 Présentations convergentes réduites

Définition 4.3. On dit qu'un systéme de réécriture convergent (X, R) est réduit, si tout
générateur o de X est réduit et si pour toute régle z — y, la source x est réductible
uniquement par p et la cible y est réduite.

On peut alors identifier toute regle a sa source. De plus, toutes les paires critiques
sont alors des chevauchements et sont déterminées par leur source. On peut donc aussi les
identifier a leurs sources.

Au-dela des commodités syntaxiques, cette notion de présentation réduite présente
I’avantage de son existence, puisque pour toute présentation convergente, il en existe un
réduite, sans symbole ni regle supplémentaire. Calculer une base de Grobner réduite revient
a supprimer pour chaque paire critique sous la forme d’une inclusion (upv, o) la régle o.
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On se pose a présent la question du lien entre la notion de base de Grobner réduite
et de présentation convergente réduite. Soit G = {fi,..., fi} une base de Grobner d’un
idéal I et (X,R) le systeme de réécriture associé. Comme G est une base de Grobner, la
présentation est convergente. Supposons G réduite et montrons que la présentation 1’est
aussi.

Soit f un polynéme de G. La régle f a pour source LT(f). Supposons par I’absurde
qu’il existe un générateur g dans G tel que LT(f) soit réductible par la régle g. Alors par
définition LT'(f) est divisible par LT(g), d’ou LT(f) appartient a (LT(G — {f}), ce qui
contredit I’hypothese de minimalité de G. Donc pour toute regle f de R, la source est
réductible uniquement par f. Par définition, (X, R) est réduite.

A présent, si nous supposons le systeme de réécriture (X, R) réduit, on peut aisément
démontrer que G est alors minimale. En fait, une base de Grobner est minimale (et
non réduite), si, et seulement si, le systeme de réécriture associé est réduit. En effet une
présentation réduite n’est pas unique.

5 En guise de conclusion

On a étudié les présentations convergentes finies et constaté qu’elles rendaient le probleme
du mot décidable grace a I'algorithme de la forme normale. On peut donc se demander s’il
existe une présentation convergente finie pour chaque monoide de type finie. La réponse
a cette question a été donnée par le mathématicien Squier en 1987 a travers le théoreme
suivant démontré dans [Squier 1987].

Théoréeme 5.1. [ existe des monoides de type fini et décidables (i.e., qui ont un probléme
du mot décidable) qui ne possédent pas de présentations convergentes finies.

Par conséquent, dans de tels monoide, on ne peut pas décider le probleme du mot avec
I’algorithme de la forme normale.

Pourtant, tout idéal de K[z, ..., x,] possede une base de Grobner. En effet, ’algorithme
de Buchberger termine toujours avec succes. Mais, en ce qui concerne les systemes de
réécriture, si M est un monoide, il ne possede pas toujours de présentation convergente
finie. En effet 'algorithme de Knuth-Bendix ne termine pas toujours sur une présentation
convergente finie.

Exemple 5.1. On considere le systeme de réécriture (X, R), ou
Y ={a,b,c,d} et R = {ab "> a,da — ac}

Le systeme est noethérien puisque le nombre d’occurrences de b et de d diminue a chaque
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réduction. Il existe une paire critique :

dab
2N
da
ac/

ach

. \ T N . s . .
Donc, on ajoute la régle ach — ac. Le systéme est toujours noethérien, mais on a une
nouvelle paire critique :
dach

27N
/dac

acc

accb

. \ 72 . s 7 . oy . .
Dongc, on ajoute la regle acch — acc, ce qui créé une nouvelle paire critique, et ainsi de
suite. En continuant ainsi, on obtient en fait une présentation convergente infinie :

R = {ac"b = ac™ | n € N} U {da — ac}

De plus, 'algorithme de Knuth-Bendix ne garantit pas la conservation de la propriété
de terminaison du systeme et peut donc échouer.

Pourquoi l'algorithme de Buchberger termine-t-il toujours tandis que son homologue
dans les systeme de réécriture, ’algorithme de Knuth-Bendix, ne réussit pas toujours?

Si, pour une présentation (33, R) d’un monoide M, I’algorithme de Knuth-Bendix échoue,
cela ne signifie pas qu’il n’existe pas de présentation convergente finie pour le monoide M.
En effet, Diekert a prouvé, dans [Diekert 1986], le théoréme suivant :

Théoreme 5.2. Tout monoide commutatif de type fini possede une présentation conver-
gente finie.

Démonstration. Nous allons démontrer ce théoreme en utilisant les liens que nous connais-
sons avec 'anneau de polynomes a plusieurs indéterminées. Soit (X, R) une présentation
d’un monoide commutatif fini.

E:{$17...,In} etRz{szngG{l,...,t}, fk,ngE*}.

Comme M est commutatif, on a, pour tous i et j de {1,...,n}, z;2; = z;z;. On remarque
alors que ¥* = M(xy,...,x,). Considérons a présent I'idéal I = (fy —gr | k € {1,...,t}).
Pour tout &k dans {1,...,t}, fx — gx est bien un polynéme de K[z, ..., z,], donc les fr — g
forment bien une base d'un idéal. On peut donc appliquer 'algorithme de Buchberger
afin de trouver une base de Grobner G de I. On peut montrer que les polynomes de la
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base de Grobner trouvée possedent tous deux termes et que leurs coefficients sont égaux
a 1. On obtient une nouvelle présentation (3, R’) ot les regles de R’ s’obtiennent a partir
des générateurs de G. La présentation est noethérienne puisqu’il suffit de prendre 1'ordre
monomial utilisé dans 'algorithme de Buchberger, comme ordre de terminaison. De plus,
d’apres le théoréme 4.1, la présentation est confluente. Donc (X, R’) est une présentation
convergente du monoide M. ]

Ainsi nous avons redémontré un théoreme de réécriture grace aux bases de Grobner.
Cette preuve repose notamment sur le fait que si G est une base de Grobner d’un idéal I,

alors la relation de réduction — = est toujours noethérienne. En effet, dans K[z, ..., x,],
on peut poser un ordre < défini par f < g si multideg(f) <o multideg(g), ou < est I'ordre
monomial préalablement fixé. Donc, par définition, pour tout polynome f de K[z, ..., z,],

f=LT(f) < LT(f).

Or on montre facilement que < est un bon ordre. De plus, si G est une base d’un idéal I,
, . G . , : G L
pour toute réduction x — y, on a y < z. Donc la relation de réduction — termine, i.e.,
la présentation (X, R) associée est noethérienne.
Ainsi, ’analogie des bases de Grobner avec les présentation convergentes finies se situe
dans le cas particulier des monoides commutatifs.
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