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� Q(t1; � � � ; tN )
� � �

�
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� �

�
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f =
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�

� � �

�
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�

‚ † �
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 † � � � �

t1; � � � ; tN
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� “ “ � � � � � �
€

�
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� � � ‚ ‘ � † � �
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� � ” � � � � † � � � � � � �
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� � ” ‚ � � † �
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� f (t1; � � � ; tN ) � � � � 
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� � � �

�

” � � 
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�

� � ‘ ' (1) = 0
€ +

� ” ‚ � † �

� �

‘ � † � �

' (n) = 0 ” �

�

� � �

�

� n 2 Z � 0
€
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�

† ‘ � �

— ™ # › #

k = ( k1; k2; � � � ; kN )
—

ki 2 Z � 0
� � “ ‚ � � � ‚ � † � � tk ” �

�

� “ � 
 � �  
 �

tk1
1 � � � tkN

N
€

�

† P � � �

�

� ” � “ � �  
 � � � � �

�

“

�

� Z � 0 [t1; � � � ; tN ]
—

� � ” �

�

� � ‘ � † � � �

P =
X

k2 K

ak tk ; ak 2 Z � 0; K ” ‚ � � † � , � † �

�

� ZN
� 0

‚ “ � � � ' (P) � � � ” ‚ �

�

‚ † � � 
 � � �

�

� � � � 
 † � � � �

' (P) = min(� N
i =1 ki pi ; (k1; � � � ; kN ) 2 K )

�

† S � � �

�

� ‚

�

� � � ” � “ � �  
 � � � � �

�

“

�

� Z � 0 [t1; � � � ; tN ]
—

�

�

� “

�

� � � ‘ � † � �

S =
X

l2 L

bl t l ; bl 2 Z � 0; L ” ‚ � � † � , � † �

�

� ZN
� 0

‚ “ � � � � � � � � �

� �

� � �

€

	 � � � ‚ � † � � �

' (P + S) = min(� N
i =1 ki pi ; � N

i =1 l i pi ; k 2 K; l 2 L )

= min(min(� N
i =1 ki pi ; k 2 K ); min(� N

i =1 l i pi ; l 2 L ))

= min( ' (P); ' (S))

� � � � � � � �

� �

� � �

€

� � � � ‚ � † � � �

' (PS) = min(� N
i =1 (ki + l i )pi ; k � l 2 K � L )

= min(� N
i =1 ki pi ; k 2 K ) + min(� N

i =1 l i pi ; l 2 L )

= ' (P) + ' (S)

� �

€

� �

�

† f 2 Q> 0(t1; � � � ; tN )
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� � ” �

�

� � ‘ � † � � �

f =
P
Q

; ‚ � � ‘ P; Q 2 Z � 0 [t1; � � � ; tN ] n f 0g
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� ‚ “ � � � ' (f ) � � � ” ‚ �
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 � � �
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� � � � 
 † � � � �

' (f ) = ' (
P
Q
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S
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PS = RQ �

‚ � � Z � 0 [t1; � � � ; tN ] � � ” ‚ � � �

€

� � � � ‚ ‚ “ � � � �

' (P) + ' (S) = ' (R) + ' (Q)
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� f � � �
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� � � � ” � � � � † � � � ‚ � † � � � � “ “ � � ‚ � � � † � � � 
 � † � �

—

‘ ‚ � �

f (t1; t2) =
t3
1 + t3

2

t1 + t2
‚ “ � � �

—

[f ] � � (t1; t2) = min(3 t1; 3t2) � min( t1; t2) = min(2 t1; 2t2)

� �

� “ � 
 � � � f � � � ‚ ” ” � “ � � � “ � � � � � � 
 � � � † �

�

�

�

� “
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� � ” � � � � † � � [f ]
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� � � � � �
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�

�

† g � � �

�

� ” � “ � �  
 �

�

� Z> 0[t1; � � � ; tN ] � � � ” � � ‘ �

�

� ” ‚ � � � ‘

�

� � � � ‘ � �

�

�

“ � � � 
 � � �

�

� 
 � �  
 � �

�

‚ � � g
€

$ � � ‘ � † � g = P + Q
€

 “ � � �

—

� � �

� � ” ‚ � � �

g(f 1; f 2; :::; f N ) = P(f 1; f 2; :::; f N ) + Q(f 1; f 2; :::; f N ) � �
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� �
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� �
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� �
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� �
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� ¶ ¥ · ��� ¸ ��� § ¢ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢
C�(� 0)¢ ¼ ¤ § ©¦ £ ¤ ¢ · ¼ ¢ ¿ ¤ ¦ ½ £ ¨ » ¿ Ã £ ¢

C� ¢ ¤ ¨ » ¿ Ã £ ¢ ¥ × £ ¢ ¥�¥ £ ¤ ¬ ½ » · ¾ À » ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ Ô
8
>>>><

>>>>:

t1 � t2 + 2 t3 � t4 � 1 (~� 1)

t2 � 2t3 + 2 t4 � 1 (~� 2)

t3 � t4 � 1 (~� 3)

t4 � 1 (~� 4)

Y ½ ¤ ½ £ ¼
� i

¸ · ¢ ¼ ¬ � ~� i
¸ § ¥ W ¥ ¿ ¢ ¨ » ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢

C�(� 0)
¨ ¾ ¤ ¢ · « ¦ £ ¾ ¢ ¬ ¥ · § ©¦ £ ¾ º ¥ § ¦ ¤ ¾

(� i )
¸ · ¢ ¼ ¬ �

( ~� i )
�

Á ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¨ ¢ ¨ · ¥ ¬ ¢ ¥ » ª
G=B

¨ ¾ º ¾ £ Ø · ¢ ¢ £ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ ¥ »
¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢

C�(� 0)
� Á ¢ ¼ ¼ ½ » ¼�¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼

X �
w

¨ ¾ º ¾ £ Ø · ¢ £ ¤ ¢ £ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼ ½ » ¼ ¢ « ¦�
¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼ À » ¦ ¼ ½ £ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ ¼ d ¨ ¢ ¼ W ¥ ¿ ¢ ¼ ½ » » £ ¦ ½ £ ¨ ¢ W ¥ ¿ ¢ ¼ ¨ ¢ ¿ ¢ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ � Ù £
¢ £ ¨ ¾ ¿ · ¦ ¤ À » ¢ § À » ¢ ¼ » £ ¢ ¼ �

Á ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾
X s1s2s1

¢ ¼ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ d § ¥ W ¥ ¿ ¢
� 4

� � ©¢ ¼ ¤ » £ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ ¨ ¢ ¨ ¦ « ¢ £�
¼ ¦ ½ £ V ¸ ¨ ½ £ ¤ § ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ ¼ ½ £ ¤

f (0; 0; 0; 0)
¸

(0; 1; 0; 0)
¸

(1; 0; 0; 0)
¸

(0; 3; 1; 0)
¸

(2; 1; 0; 0)
¸

(2; 3; 1; 0)
¸

(0; 1; 1; 0)g
� �§ ¢ ¼ ¤ · ¢ ¬ · ¾ ¼ ¢ £ ¤ ¾ ¹ º » · ¢ � � � � � Á ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾

X s1s2s1
¢ ¼ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ ¥ » ª W ¥ ¿ ¢ ¼ ~� 2 [ ~� 4

�   ¤ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾
X s1s2s1

s1s2s1

¢ ¼ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢
d § ¥ W ¥ ¿ ¢

� 4 \ ~� 2
� � ©¢ ¼ ¤ » £ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ ¨ ¢ ¨ ¦ « ¢ £ ¼ ¦ ½ £ � ¸ ¨ ½ £ ¤ § ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ ¼ ½ £ ¤

f (0; 1; 0; 0)
¸
(2; 1; 0; 0)

¸
(2; 3; 1; 0)

¸
(0; 3; 1; 0)g r¿ ©¢ ¼ ¤ § ¥ W ¥ ¿ ¢ ���� ¨ ¢ § ¥ ¹ º » · ¢



� �� 
 �� �� �� 	� 	 �
����	 � 	� �� �
����	 ��

��

� ��

� �� �

� �� �

�	


 
� �

�

A B

C

D

E

F
G

� ‰ � � � � � � � � ¾ º ¾ £ ¾ · ¢ ¼ ¿ ¢ £ ¿ ¢ ¨ ¢
X s1s2s1

� � � � s �
Á ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾

X s1s2

¢ ¼ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ d § ¥ W ¥ ¿ ¢
� 3 \ � 4

� � ©¢ ¼ ¤ » £ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ ¬ § ¥ £ ¨ ½ £ ¤
§ ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ ¼ ½ £ ¤

f (0; 0; 0; 0)
¸
(0; 1; 0; 0)

¸
(2; 1; 0; 0)

¸
(1; 0; 0; 0)g rW ¥ ¿ ¢ �   `� ¨ ¢

§ ¥ ¹ º » · ¢ � � � � s � � ¥ £ ¼ ¿ ¢ ¿ ¥ ¼ § ¥ ¨ ¾ º ¾ £ ¾ · ¢ ¼ ¿ ¢ £ ¿ ¢ ¢ ¼ ¤ ¤ · ¦ ¡ ¦ ¥ § ¢ r§ ©¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¢ ¼ ¤ § ¢ « b « ¢
À » ¢ ¿ ¢ § » ¦ ¨ ¢ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¤ ½ · ¦ À » ¢

X s2s1

¨ ¢ ¤�¬ ¢ �
2

s � Á ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾
X s1s2

¢ ¼ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢
d § ¥ W ¥ ¿ ¢ ~� 2 \ ~� 3

� � ©¢ ¼ ¤ » £ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ ¬ § ¥ £ ¨ ½ £ ¤ § ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ ¼ ½ £ ¤
f (1; 3; 2; 1)

¸
(2; 3; 1; 0)

¸
(0; 3; 1; 0)

¸
(0; 3; 2; 1)g

�



� ³ � � � � ‰ � � � � 	 
 �� �� �� 	� 	 �
����	 �	 �������	 � � �� �� �	
�



�������� �

	
������� ��� ����� �� ������

�¢ ¿ Ö ¥ ¬ ¦ ¤ · ¢ ¢ ¼ ¤ » £ § ¥ · º ¢ · ¾ ¼ » « ¾ ¨ ¢ § ©¥ · ¤ ¦ ¿ § ¢ � _ e i ^ ` e a ^ j c jd % b `� a ^� f j c _ ¸
¾ ¿ · ¦ ¤ ¢ £ ¿ ½ § § ¥ Â ½ · ¥ ¤ ¦ ½ £ ¥ ¡ ¢ ¿ ¶ Ö ¦ § ¦ ¬ ¬ ¢ � ¥ § ¨ ¢ · ½ ¢ ¤ � ½ Â ¢ · ¤ � ¥ · ¼ Ö � ¶ ½ » · ¬ § » ¼ ¨ ¢
¬ · ¾ ¿ ¦ ¼ ¦ ½ £ ¼ ½ » ¬ ½ » · § ¢ ¨ ¾ ¤ ¥ ¦ § ¨ ¢ ¼ ¬ · ¢ » ¡ ¢ ¼ ¡ ½ ¦ · ���� �

Á ¥ ¬ · ¢ « ¦ Ø · ¢ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢ ¦ £ ¤ · ½ ¨ » ¦ ¤ § ¢ ¼ ¿ Ã £ ¢ ¼ ¨ ¢ Á » ¼�¤ ¦ º � Á ¥ ¨ ¢ » ª ¦ Ø « ¢ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢
¦ £ ¤ · ½ ¨ » ¦ ¤ § ¥ £ ½ ¤ ¦ ½ £ ¨ ©¥ § º Ø Â · ¢ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¢ ¤ ¬ · ¾ ¼ ¢ £ ¤ ¢ ¨ ¢ ¼ ¥ § º Ø Â · ¢ ¼ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¼ ¨ ¦ ¤ ¢ ¼
¼ ¤ ¥ £ ¨ ¥ · ¨ ¢ ¤ ¼ ¤ ¥ £ ¨ ¥ · ¨ ¤ ½ · ¨ » ¢ ¼ � � £ ¢ ¥ § º Ø Â · ¢ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¥ ¬ ½ » · Â ¥ ¼ ¢ » £ ¢ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢
¨ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ � � ¥ £ ¼ § ¥ ¤ · ½ ¦ ¼ ¦ Ø « ¢ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢ ¸ ½ £ ¿ ¥ § ¿ » § ¢ § ¢ ¼ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ ¼ ¢ £
¿ ½ · ¨ ¢ ¼ ¨ ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¨ ©» £ ¢ ¥ § º Ø Â · ¢ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¼ ¤ ¥ £ ¨ ¥ · ¨ ¤ ½ · ¨ » ¢ ¬ ¥ ·

§ ©¦ £ ¡ ½ § » ¤ ¦ ½ £ ¨ ¢ �¿ Ö�¤�¢ £ Â ¢ · º ¢ · � �¢ ¼ ¿ ¥ § ¿ » § ¼ » ¤ ¦ § ¦ ¼ ¢ £ ¤ § ¢ ¼ · ¾ ¼ » § ¤ ¥ ¤ ¼ ½ Â ¤ ¢ £ » ¼ ¥ »
¿ Ö ¥ ¬ ¦ ¤ · ¢ V � Ù £ « ½ £ ¤ · ¢ ¥ § ½ · ¼ À » ¢ § ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢ ¿ ¢ ¼ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ ¼ ¢ ¼ ¤ » £ ¿ Ã £ ¢ ¨ ¢
Á » ¼�¤ ¦ º � Ù £ ½ Â ¤ ¦ ¢ £ ¤ ¥ ¦ £ ¼ ¦ ¨ ¢ ¼ º ¾ £ ¾ · ¥ ¤ ¢ » · ¼ ¢ ª ¬ § ¦ ¿ ¦ ¤ ¢ ¼ ¬ ½ » · § ¢ ¼ ¿ Ã £ ¢ ¼ ¨ ¢ Á » ¼�¤ ¦ º ¸
½ £ ¢ £ ¨ ¾ ¨ » ¦ ¤ À » ¢ ¿ ¢ ¼ ¿ Ã £ ¢ ¼ ¼ ½ £ ¤ ¼ ¦ « ¬ § ¦ ¿ ¦ ¥ » ª �

� �� � ��� !� "$�# "� $
L %

� ���� & ��'� "� �"����
  £ º ¾ £ ¾ · ¥ § ¸ ¦ § £ ©� ¥ ¬ ¥ ¼ ¨ ¢ « ¥ £ ¦ Ø · ¢ ¼ ¦ « ¬ § ¢ ¨ ©¢ ª ¬ · ¦ « ¢ · § ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢ § ¥

Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢
B

¢ £ ¤ ¢ · « ¢ ¼ ¨ ¢ ¼ º ¾ £ ¾ · ¥ ¤ ¢ » · ¼ £ ¥ ¤ » · ¢ § ¼
F1

¸
F2; � � � Fn

¨ ¢
Uq(n� )

�
� ¥ £ ¼ ¨ ¢ · ¥ · ¢ ¼ ¿ ¥ ¼ ½ £ ¥ ¨ ¢ ¼ ¢ ª ¬ · ¢ ¼ ¼ ¦ ½ £ ¼ ¼ ¦ « ¬ § ¢ ¼ � ¿ ¥ ¼ (

1
¸ (

2
���� ¸ (

3
�V�� ¸ �

2���� � Á ¢ ¼ ¿ ¥ § ¿ » § ¼ ¼ ©¥ ¡ ¾ · ¢ £ ¤ ¢ ª ¤ · b « ¢ « ¢ £ ¤ ¿ ½ « ¬ § ¦ À » ¾ ¼ ¢ £ º ¾ £ ¾ · ¥ § � �¢ ¬ ¢ £ ¨ ¥ £ ¤ ¸
¿ ¢ · ¤ ¥ ¦ £ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢

B
¼ ½ £ ¤ ¨ ¢ ¼ « ½ £ Ã « ¢ ¼ ¢ £

F1
¸
F2; � � � Fn

�
` ¦ ª ½ £ ¼ » £ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ È

= ( i1; i2; � � � ; iN )
¨ ¢

w0
� �½ ¦ ¤

(t1; t2; � � � ; tN ) 2 ZN
� 0

¸
§ ¢ « ½ £ Ã « ¢ Ô

F (t1 )
i 1

F (t2 )
i 2

� � � F (tN )
i N¢ ¼ ¤ ¨ ¦ ¤ ` _ k k q ¸ ¼ ¦ ¿ ©¢ ¼ ¤ » £ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¨ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢

B
� � ¥ £ ¼ ���� ¸ Á » ¼�¤ ¦ º

¨ ½ £ £ ¢ » £ ¢ « ¾ ¤ Ö ½ ¨ ¢ À » ¦ ¬ ¢ · « ¢ ¤ ¨ ¢ ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¦ · ¢ ¨ ¢ ¼ « ½ £ Ã « ¢ ¼ ¼ ¢ · · ¾ ¼ � Õ ¿ Ö ¥ À » ¢
« ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ È ¸ ¦ § ¦ £ ¤ · ½ ¨ » ¦ ¤ » £ ¿ Ã £ ¢

L � � ZN
� 0

¢ ¤ « ½ £ ¤ · ¢ À » ¢ ¸ ¨ ¥ £ ¼ § ¢ ¼ ¿ ¥ ¼ (
1

¸
(

2
¸ (

3
¸ § ¢ « ½ £ Ã « ¢

F (t1 )
i 1

F (t2 )
i 2

� � � F (tN )
i N

¢ ¼ ¤ ¼ ¢ · · ¾ ¬ ½ » · ¤ ½ » ¤
(t1; t2; � � � ; tN ) 2 L � �

�¢ ¤ ¤ ¢ ¿ ½ £ ¨ ¦ ¤ ¦ ½ £ ¢ ¼ ¤ ¾ º ¥ § ¢ « ¢ £ ¤ ¼ » × ¼ ¥ £ ¤ ¢ ¢ £ ¤�¬ ¢ (
4

�V �� ¢ ¤ ¢ £ ¤�¬ ¢ �
2

���� ¸ ¢ £
· ¢ ¡ ¥ £ ¿ Ö ¢ ¢ § § ¢ £ ¢ § ©¢ ¼ ¤ ¬ § » ¼ ¢ £ ¤�¬ ¢ (

5
�V �� �

��



� _ � � � � ‰ � � � � 	 � ����	� ��
� �	 �� 	 � � �	� ���

� ���� � �������� �� �'�" �" '������

�½ ¦ ¤ È
= ( i1; i2; � � � ; iN )

» £ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ ¨ ¢
w0

� Á ¢ ¿ Ã £ ¢ ¨ ¢ Á » ¼�¤ ¦ º
L � ¢ ¼ ¤

§ ¢ ¼ ½ » ¼�¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢
ZN

� 0
¨ ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼

(t1; t2; � � � ; tN )
¼ ¥ ¤ ¦ ¼ W ¥ ¦ ¼ ¥ £ ¤ Ô ¬ ½ » · ¤ ½ » ¤ ¢

¬ ¥ ¦ · ¢ ¨ ©¦ £ ¨ ¦ ¿ ¢ ¼
p < p0 ¨ ¥ £ ¼

f 1; : : : ; N g
¤ ¢ § § ¢ À » ¢

ip = ip0 = i
¢ ¤

iq 6= i
¬ ½ » ·

¤ ½ » ¤
p < q < p 0 Ô
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p3 = min( t3 + 2 t4; t1 + 2 t2; t1 + 2 t4; t1 + t2 + t4) � min( t1 + t2; t1 + t4; t3 + t4);

p4 = t1 + 2 t2 + t3 � min( t3 + 2 t4; t1 + 2 t2; t1 + 2 t4; t1 + t2 + t4) ;



� �� ��� ��� ��
� 	 R �0� ��

r� s t�¬ ¢
C2 Ô È

= 1212
¸ È0 = 2121

¸
(p1; p2; p3; p4) = ~R �0� (t1; t2; t3; t4)

¸

p1 = t2 + 2 t3 + t4 � min(2t1 + t2; 2t1 + t4; t1 + t2 + t3; 2t3 + t4);

p2 = min(2 t1 + t2; 2t1 + t4; t1 + t2 + t3; 2t3 + t4) � min( t1 + t2; t1 + t4; t3 + t4);

p3 = 2 min( t1 + t2; t1 + t4; t3 + t4) � min(2t1 + t2; 2t1 + t4; t1 + t2 + t3; 2t3 + t4);

p4 = t1 + t2 + t3 � min( t1 + t2; t1 + t4; t3 + t4)
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