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Les exercices ci-dessous sont indépendants et peuvent être traités dans l’ordre de
votre choix. L’utilisation de documents de toute nature et de calculettes n’est pas
autorisée. La qualité de la rédaction est un élément d’appréciation significatif.

Exercice 1
A. L’espace vectoriel R3 est muni de sa base canonique B := (e1, e2, e3). On considère
l’endomorphisme φ de R3 donnée par

φ(e1) = e1, φ(e2) = e1 + 2e2, φ(e3) = −e1 + e2 + 3e3.

1) Soit A la matrice de φ dans la base B. Explicitez la matrice A.
2) On considère la famille B′ = (e′1, e

′
2, e

′
3) donnée par

e′1 = e1, e′2 = e1 + e2, e′3 = e2 + e3.

Montrer que B′ est une base de R3.
3) Donner la matrice de passage P de la base B vers la base B′. Calculer son inverse
P−1.
4) Donner la matrice de l’endomorphisme φ dans la base B′.

B. Soit B la matrice 
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
1 0 0 1


1) Trouver une relation de liaison entre les colonnes de B.
2) La matrice B est elle inversible?
3) Donner le rang de B (on pourra se servir de A 3)).

Exercice 2
1) Montrer que le reste de la division euclidienne de Xn par X − 1 est 1.
2) En déduire le reste de la division euclidienne de X6n par X6 − 1.
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Exercice 3
1) Factoriser le polynôme X6 − 1 sur C.
2) En déduire une factorisation du polynôme X6 − 1 sur R.
3) Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle

1

X6 − 1
.
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