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1 Introduction

Un semi-conducteur (comme par exemple le silicium ou le germanium) est un ma-
tériau dont la conductivité électrique est intermédiaire entre celle des métaux (conduc-
teurs) et celle des isolants. Dans [8|, P. Markowich expose les propriétés basiques des
semi-conducteurs. Quand le niveau d’énergie d’'un matériau semi-conducteur est légeére-
ment augmenté, par exemple par application d’un champ électrique ou par augmentation
de la température, un certain nombre d’électrons de valence deviennent des électrons de
conduction. Chaque électron changeant ainsi d’état laisse un« trou »dans la structure
du matériau, qui sera considéré comme une charge positive. Le mouvement des trous et
des électrons crée un champ électrique. Au cours de la fabrication d’un semi-conducteur,
on implante des impuretés dans le matériau. Ce processus augmente la conductivité, et
permet de controler les propriétés électriques du cristal. La préconcentration en électrons
ou en trous est appelée dopage et notée C. Dans les régions ou la préconcentration en
électrons domine (régions P), C' est négatif, et dans les régions on la préconcentration
en trous domine (régions N), C est positif. Un appareil semi-conducteur est un as-

semblage de matériaux semi-conducteurs de types« région P »et« région N »(exemple : la
diode PN).

Il existe deux grandes catégories de modeéles pour les semi-conducteurs :

— les modéles cinétiques, qui se placent a I’échelle de I’électron (par exemple 1’équa-
tion de Boltzmann pour les semi-conducteurs)

— les modéles fluides, ou quasi-hydrodynamiques, qui assimilent 1’ensemble des
porteurs de charges a un fluide (par exemple le modéle hydrodynamique, le modéle
de transport d’énergie, les modéles de dérive-diffusion).

Une hiérarchie de ces modéles est présentée dans [6].

Nous nous intéresserons ici au modéle de dérive-diffusion.

1.1 Le modéle de dérive-diffusion pour les semi-conducteurs

Le systéme évolutif

N — div(Vr(N) = NVV)=0 si (z,t)€Qx(0,7)
0P — div(Vr(P)+ PVV)=0 si (x,t)€Qx(0,T)
NAV=N-P-C si (x,t)eQx(0,T)

Q2 étant un ouvert borné de R™, T > 0.

Ce systéme est composé de deux équations paraboliques pour la densité d’électrons N et
la densité de trous P, et d’une équation elliptique de type Poisson pour le potentiel élec-
trostatique V. C est le dopage du semi-conducteur, fonction connue. A\? est une constante,
appelée longueur de Debye; elle provient de I'adimensionnement du modeéle physique. La
fonction r représente la pression des électrons et des trous qui se comportent comme un



gaz (le modéle dérive-diffusion est un modele fluide).
Les conditions aux limites sont de deux types :
— Dirichlet pour les contacts ohmiques,
— Neumann pour les parties isolées.
On décompose donc la frontiére I' de € en deux parties disjointes, I'” et I'V, et on note
v la normale & I' extérieure a ).
Les conditions aux limites s’écrivent :

N=NP, P=PP, V=V" sur TPx(0,T)
Vr(N)v=Vr(P)v=VVr=0 sur I'Vx(0,7).

D’autre part, comme il s’agit d’un systéme évolutif, on le compléte par les conditions
initiales suivantes :
{ N(xz,0)=N%z) si xze€Q
P(z,0)=P%°%z) si x€.
Hypothéses :
— 7 est de la forme 7(s) = s® , o > 1. @ = 1 correspond au modéle isotherme et o = 2

w

au modéle isentropique.
—~ N° P°sont & valeurs positives.
— Il existe des constantes m > 0, M > 0 telles que :

m < N°z), P'(2) <M ,z2€Q
m < NP(z), PP(z) <M,z €TP.

L’existence de solutions au systéme évolutif est prouvé dans [4], ainsi que I'unicité dans
certains cas.

Le systéme stationnaire Le systéme dérive-diffusion stationnaire s’écrit :

—div(Vr(N) = NVV)=0 si z€(
—div(Vr(P)+PVV)=0 si z2€Q
NAV=N-P-C si z€Q

avec les mémes conditions au bord que pour le systéme évolutif.
On introduit la fonction enthalpie A définie par :

h@y—lﬁiﬂm (1)

-
et 'inverse généralisé g de h défini par :

[ RTY(s) st B(0Y) <s< oo
“@_{ 0 si s<h(0h)

Un cas particulier d’état stationnaire est I’équilibre thermique. C’est ’état pour lequel
les courants d’électrons et de trous (Vr(N) — NVV) et (Vr(P) + PVV) s’annulent. Si
les conditions au bord satisfont :



h(NP) — VP = ay et h(PP)+ VP = ap sur I'P,
I’équilibre thermique est défini par :

N(z)=glay +V(x))siz €
P(x)=glap—V(z))sixz €

AV =glay+V)—glap—V)—-Csiz e
V() =VP(x)sur TP, VV.uw=0sur 'V

Le comportement asymptotique des solutions du modéle dérive-diffusion a été étudié dans
[5]. Iy est prouvé que la solution du systéme évolutif converge vers la solution a I’équilibre
thermique quand ¢ — oo si les conditions au bord sont a 1’équilibre thermique.

Dans toute la suite, on s’intéressera uniquement au probléme en une dimension d’espace,
sur 'ouvert (0, 1), avec conditions au bord de Dirichlet :

N — 0,(0,r(N) = NO,V)=0 si (z,t)€(0,1)x(0,7)
0P — 0,(0,7(P)+ PO, V)=0 si (a,t)€(0,1)x(0,T) (2)
NPV =N-P-C si (xt)€(0,1)x(0,7T),
N@O,t) = NP, N1,t)=NP  te(0,7)
P(0,t) = B?, P(1,)=PP te(0,T) (3)
V(,6) =V, V(Lt)=VP te(0,T).

L’équilibre thermique correspondant est défini par :

N(z)=glay +V(x)) si z€(0,1)
P(z)=glap—V(z)) si z€(0,1)
R2V=glay+V)—glap—V)—=C si x€(0,1)
Vi) =VP si ze€{0,1}.

1.2 Schémas numériques
1.2.1 Discrétisation de (0,1) x (0,7)

On définit un maillage de (0,1) de la maniére suivante : on se donne L intervalles
x,_1+T

i+
(Ky)i1....1 tels que K; :]xi_%,xH%[ avec 7; = — 22 et

Ozxozx%<x1<x%<...<xi_%<xi<xi+%<...<:rL<xL+%:xL+1:1.
On pose :

hi =x;, — Tl pour 1 << L

1
3
hip1 = ipr — i pour 1 <7 < L

Ar = max; hl

On note At le pas de temps. On pose t" = nAt. Une discrétisation de |0, 7 est alors
donnée par la suite (t")o<n<prr, o0t My = E(T/At).



1.2.2 Schéma pour le probléme & I’équilibre thermique

Le schéma correspondant au systéme stationnaire (4) s’écrit de la maniére suivante :

pour i € [1, L],
NV, — dVi_y) = hilglar — Vi) — glaw + Vi) = C) (5)
avec
Vb VE) ) VL—H ‘GD7
a-tfe
Vil =V
dVH%:WpourZ—O L,
et
Ni=glan +Vi) , P, = glap = V). (6)

Ce schéma conduit & un systéme d’équations non-linéaires. L’existence et I'unicité
d’une solution & ce schéma numérique sont prouvées dans [2].

1.2.3 Schémas pour le systéme évolutif

De maniére générale, un schéma numérique pour le modéle dérive-diffusion (2) avec
conditions au bord de Dirichlet s’écrit :
— Schéma pour N

hi

At(]\/”+1 N+ (Fh—Fl) =0, 1<i<L,nz0 (7)
NHL=NP, n>0 (8)
N = No(xl-), i=0,.,L+1 (10)

— Schéma pour P

P B @y -G =0, 1<i<Liaz0 (D
Pt =PRY, n=0 (12)
P =Pl oz (13
P =Px;), i=0,..,L+1 (14)

— Schéma pour V

)\Q(dVi’jr% —dVy) =h(N' = P'=Cj), 1<i<L,n=0 (15)
V=V, n>0 (16)
Vi, =VP  n>0 (17)



Différents schémas peuvent étre ainsi définis, selon le choix que I'on fait pour les flux

numériques F;, 1 et G, 1. De plus, la discrétisation en temps peut s’effectuer de plusieurs
2 2

maniéres :

Explicite : les termes intervenant dans les flux numériques sont pris a l'instant n dans
(7)-(11)-(15). Ainsi, on a une expression explicite de N"*! P"*! en fonction de
N™ P". La limite d’une telle discrétisation est due au fait qu’on a une condition
de stabilité en % (il s’agit d’un probléme parabolique), qui peut donc étre trés

contraignante.

Semi-implicite : on discrétise les équations sur N et P de maniére implicite, en gardant
les termes en V' & l'instant n, ce qui permet de découpler le systéme d’équations
non-linéaires a résoudre. On peut espérer avoir plus de stabilité qu’avec un schéma
explicite.

Implicite : les termes intervenant dans les flux sont pris a I'instant n 4+ 1. Pour calculer
Nt prtl oy partir de N™, P", on est donc amené 3 résoudre un systéme d’équa-
tions non-linéaires, ce qui peut vite alourdir les calculs. L’avantage d’un tel schéma
est qu’il est inconditionnellement stable.

On présente ici différents flux numériques possibles, en considérant une discrétisation
semi-implicite.

Le schéma décentré amont : on introduit les notations
rt =max(x,0), 2~ =—min(z,0), VzecR.

Pour : =0,..., L et n > 0, les flux numériques sont définis par :

iy = —dr(N™) Ly 4 @V ) NI — (V)N (18)
Gi,y = —dr(P™ ),y + (dV], )P = (V)P (19)

Le schéma décentré avec discrétisation non-linéaire de la partie diffusive : ce
schéma est présenté dans [2|. En utilisant le fait que le systéme (2) se réécrit sous la
forme :

ON — 0,(NOh(N)—NO,V)=0 si (z,t)€ (0,
P — 0,(POh(P)+ PO, V) =0 si (z,t) € (0,
N0,V =N—P—C si (x,t) €0,

les flux numériques de ce schéma sont donnés par :

Fy = —min(NPFL N RN o (V) NPT = @V TNEE (20)
Gy, y = —min(PPL, PEAR(P™Y) Ly + (V) )P — @V PR (21)

pour ¢ =0, ..., L et n > 0.



Le schéma centré : pouri=0,...,L et n > 0, les flux numériques sont définis par :

NnJrl _'_Nn+1

() n+1 n 2 i+1
j—“H% = —dr(N"* )¢+% + dVH%—2 (22)

. . . Pin+1+Pin+1
QH% = —dr(P +1)i+% —dV, - . +1 (23)

Remarque 1. L’utilisation du schéma centré se justifie car les équations que l’on consi-
dére sont supposées non-dégénérées (N, P > 0), donc on ne se trouve pas dans un contezte
hyperbolique.

Le schéma de Scharfetter-Gummel : il ne peut s’utiliser que dans le cas linéaire
(r(s) = s). Ce schéma est donné par (7)-(11)-(15), avec pour flux numériques :

B(=hiyy V7N = BlhyydVy NG

fﬁéz : il 0<i<L,n>0 (24)
B(h; 1dV" )P — B(=h, 1dV" )P

n o +35 itg/ 8 +35 it+3 i+1 .

Gy = hrl 0<i<Ln>0 (25

ol B est la fonction de Bernoulli, définie sur R par :

B(x) = ’ 1 pour z # 0, B(0) =1
er —

Propriétés de B :
VeeR B(z)>0et B(x)— B(—z) = —x.

On remarque que :
— le schéma décentré amont dans le cas linéaire s’écrit sous cette forme, avec B(z) =
1+ 27, et cette fonction vérifie les mémes propriétés que la fonction de Bernoulli;
— le schéma centré dans le cas linéaire s’écrit sous cette forme, avec B(z) = 1 — 5 ;
on a B(0) =1, B(z) — B(—z) = —x, mais B(x) < 0 dés que = > 2. Pour avoir la
positivité de B, on doit donc remplir une condition sur Az.

La solution approchée (Ns, Ps, V5) du probléme (2) est la fonction constante par mor-
ceaux définie par :

Ns(t,x) = N1 Ps(t,z) = P, Vs(t,z) = Vit (o) € [t ") x K;,  (26)
ou {(N, P" V),i=0,...,L+1,0<n < Mp+ 1} est solution du schéma (7),(11), (15).

1.3 Reésultats

La convergence du schéma décentré amont a été prouvée dans [1] pour A\* = 1. Concer-
nant le comportement asymptotique, il est prouvé dans [2] que pour A\? = 1 et At < SVeL
la solution du schéma décentré avec discrétisation non-linéaire de la partie diffusive tend
vers la solution du probléme stationnaire discret (5), (6) quand n — oo.



Les objectifs de ce stage étaient dans un premier temps de mettre en évidence la dé-
pendance en \? de la stabilité des schémas semi-implicites, et dans un second temps de
mettre au point des schémas numériques :

— restant valables pour des valeurs de \? différentes de 1, en particulier pour des
valeurs trés petites,

— donnant des solutions ayant un comportement asymptotique cohérent, i.e. qui convergent
vers la solution du probléme stationnaire discret.

Dans toute la suite, on se place dans le cas d’'un dopage nul (C' = 0). Aprés avoir mis en
évidence dans un premier temps les limites des schémas numériques semi-implicites pour
des valeurs de A\ proches de 0, on s’intéresse a une discrétisation entiérement implicite du
probléme.

Plus précisément, on étudie le schéma décentré amont, dont les flux sont donnés par (18)-
(19). On montre lexistence et la stabilité L> des solutions a ce schéma.

On s’intéresse ensuite au comportement en temps long des solutions numériques. Le but
est d’obtenir une solution approchée (Ng, Ps, Vi) qui converge vers la solution du schéma
pour le probléme stationnaire (6) quand ¢ — +o00. On obtient un résultat partiel dans le
cas linéaire a une espéce (P = 0). En considérant le schéma décentré avec discrétisation
non-linéaire de la diffusion , donné par (20)-(21), on obtient un résultat plus général.
Enfin, on présente des résultats numeériques obtenus avec les différents schémas numériques
présentés précédemment.

2 Dépendance par rapport a \> du schéma décentré
semi-implicite

On utilise dans cette partie des résultats d’algébre linéaire rappelés en annexe.
La proposition suivante met en évidence une condition sur At pour avoir la stabilité L
du schéma décentré amont semi-implicite :

Proposition 1. On se place sous les hypothéses énoncées dans ['introduction.

Alors le schéma (7)-(11)-(15) décentré amont, dont les flur sont donnés par (18)-(19),
admet une unique solution {(N]*, P V"),0<n < Mpr+1,1<i<L}.

Si de plus le pas de temps est tel que

/\2
At < — 27
<2 1)
alors on a :
O0<N"P'"<M, Vi=0,.,L+1, Vn>0. (28)

Preuve. Nous allons faire la preuve dans le cas linéaire (r(s) = s). Le schéma s’écrit alors :

hi n+1 n n+1 n+1>
AV ) TN = (V) TNER = (V) NI 4 (dV )TN =0



h.

i prt1 _ pny _ (dP,“tl — dP,“ﬁl) 30
At( ; ) e i1 (30)
+(dVQL)_P¢nH - (dv;il)-'-Pﬁ:’il — @V ) P+ (dV )PP =0

et le schéma pour I’équation sur V' est encore donné par (15).
Pour n > 0, (30) s’écrit sous forme matricielle de la maniére suivante :

KN = §n (31)
BT+ (7 + @V NG
hy
At™'2
avec Nt = (N]H1 . NPT € RE, SR =

h —1' n

h 12t Vi D

BN+ (el + V)

et K% € M (R) tridiagonale telle que :

h; 1 n "o
(KN )iz = IR T @V )"+ (dV,)
it+3 i—3 2 2
1 o\
(KN )i+ = Th (dViii)
1
(KR )ii-1 = R (dVi2 )"

On constate que :

— K7}, est une matrice a diagonale strictement dominante par rapport a ses colonnes,

— les coeflicients diagonaux de K7}, sont strictement positifs, et ses autres coeflicients
sont négatifs ou nuls.

Donc par la proposition 4, Ky, est une M-matrice.
On en déduit que :

— puisque K% est inversible, N"*! existe, et est défini de maniére unique,

— comme de plus (K%)™' > 0 (au sens ot tous les coefficients de la matrice (K%)™!
sont positifs), si on a N™ > 0, alors S% > 0 puisque par hypothése les conditions
au bord sont positives, et donc N**' > 0. Puisque la condition initiale N° est
supposée positive, on montre par une récurrence immeédiate que N" est positif pour
tout n > 0.

On prouve de la méme maniére que P™ est bien défini pour tout n > 0 et que P™ est
positif pour tout n > 0.

Montrons maintenant par récurrence que sous la condition (27), N*, P* < M Vn > 0,
Vi=0,..L+1.
Le cas n = 0 est clair par hypothése sur les conditions initiales.
Soit n > 0. Supposons que N* < M et P < M, pour tout ¢ =0, ..., L+ 1.
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Notons M = (M, ..., M) € RL.
Comme (K%)~! > 0, si on montre que Ky (N"*1 — M) < 0, on aura N""! < M.
Calculons KM :

hy

1
. B h L n \+ T
(KRM) = M+ Mh1+% + Mh% +M(dVY' )" + M(dVT) Mh1+§
h 1
=t v, )
2

pour i1 =2,....L — 1,

hy 1
KiM), = M-~ +M M
(KZM); AT hi+%+ s

2

+ MV )T+ M(dv" )"
2 2

1
—M— — M(dV}}1)” = M— — M(dV;",)"
1 3 hi_1 2
+3 13
hi n n
= ME +MdV, — Mdv;",
= ME + ME(NZ. P™)
n . hL n n +
(KRM) = M+ MhH% — MaVy , + M(dV},,)

En écrivant N/' — P = (N* — M) — (P* — M), on obtient :

(2

h 1 h 1
n n+l _ _1 n - n\+ D e - n n\—
(Ky(N M)), AtN1+(hé+(dV1))N0 MAt Mh% MdVH% M(dV%)
h n 1 n n
< VT = M) 4 o= (NS = M)+ M(dV] = dV, )
2
hl n 1 D M n n
< EU\G —M)+E(No —M)+§(P1 - NY)
< 0,
pour¢t =2, .., L—1,
h; h;
K2 (N _M)), = —LN"_— M-~
hi n
—MEH((NY = M) = (P! = M)
h; h; h;
= (L~ MLY(NP = M)+ M=L(Pr — M
(S = Mp) (N7 = M) + M3(P! = M)

0 d’apreés la condition (27)

IN

11
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et enfin, en procédant comme pour (K% (N™"™ — M)),,
(KR(N™ — M), < 0.
]

Remarque 2. Pour la démonstration dans le cas non-linéaire, on écrit le schéma (7) sous
la forme d’une systéeme d’équations non-linéaires f(N™1) = Fy, ou f est une application
de RY dans RY et Fy € RE. Comme dans [1], on démontre lunicité et la stabilité de la
solution en appliquant les propositions 5 et 6 a la jacobienne J de f. Quant a la preuve
de existence, elle utilise un argument de degré topologique.

On a donc la stabilité L>° du schéma dés que At < ’\MQ Pour \? < 1, cette condition
sur le pas de temps est trés restrictive.
On va donc s’intéresser a une discrétisation entiérement implicite, qui nous permettra de
ne pas avoir une telle contrainte sur At.

3 Schéma décentré amont implicite

3.1 Présentation du schéma

On s’intéresse dans cette partie au schéma suivant, ot tous les termes sont discrétisés
de maniére implicite :

TN = NP = (dr(NEED) = dr(NE ) + (V) N (32)

—(dVIA) TN = (dVE) TN 4 (V) TN =0
2 2 2

(P Py = (dr (P — dr(PE)) + @V P (39)

(VY P = (V)RR 4 (V) P = 0
2 2 2

SNV, — V] ) = h(NF - P) (34)

2 7

3.2 Estimations a priori

Proposition 2. On se place sous les hypothéses énoncées dans l'introduction.
S’il existe une solution {(N*, P, V;"),0 <n < My +1,0 <i< L+ 1} au schéma (32),
(33), (34), alors on a :

O<m<N'P'<M,V0<i<L+1,Vn>0.

12



Preuve. Cette preuve est une adaptation dans le cadre discret de la preuve faite dans [7].
On procéde par récurrence sur n > 0.

n =0 : on a bien le résultat par hypothése sur les conditions initiales.

Soit n > 0 : supposons que m < N, P* < M et montrons que m < N*+1 pPrtl < \f,
En multipliant (32) par —(N/** — m)~, en sommant sur i et en utilisant le fait que
m < NP, NP (ce qui annule les termes de bord lors des intégrations par parties discrétes),
on obtient :

L

L

hi _
D ap(Vit = Z Nit = m)(N[™ —m)
1=0

th+1dr N™)d((N™ = m) )

=0

N[

D iy (VI NT (N —m) )

2

+Zhi+%(d\/ﬁgl) NPAYA((N™FY —m) ™)

2

Or, (N —m) (Nt —m)~ > 0 pour tout i (car N —m > 0 par hypothése de récurrence),

donc ZAt —m)(N —m)~ > 0.

2

On a aussi Zhi+%dT(Nn+l)i+%d((Nn+l —m)7 )1 = 0.

En effet : par la formule de Taylor, pour tout i, il existe #; compris entre Nt et N'4?

i+1
tel que r(N/AY) — r(NY) = 2/(0;) (N — NPT, Done

L

_Zhi-s-%dr(NnH)i-s-%d((NnH —m)7 ),
0
L

=2 () (N = m) = (N —m) d((N"™ = m)7),,
0
L

_ZT' +ad( N™ — )i+%d((Nn+1 —m)7 ),
0
L

= ' (6;) ( (N1 — m))H;)QzO.

0

N[

Ainsi, on obtient :

13



avec

L
Ay = _thdr%(dvﬁgl)JrN?Hd((NnH —m)7 )1

+Zm+ (V) NN = m) ),

2

_ _thJr Vn—i—l Nn—H m)d((Nn-i-l - m)_)iJr

—mZhH%(dv;zgl)*d((N”“ —m) )i
0

L
+Zhi+%<d‘/£jl) (N7 = m)d(N" —m) ),
0

2

L
+m2hi+% (dv;i—gl)_d((]vnﬂ —m)” )L
0

Or, on a :
_(Nz‘nH - m)d((NnH - m)_)i+
et de méme

(N = m)d(N"+! — m)*)H% < —%d (N — m)7)2)H .

Donc

AN

IN

—ZhHldV"“d (Nn+1 - m)—)Q)H_

N

—mZhHldV”Hd (N" —m)7), 1.

1
2

En effectuant une intégration par parties discréte, on obtient :

Ay < __Z VZ:L_—iIl Vn—gl)((NirL—l—l_m)—)Q

Z(dvntl — VMDY (NPT — )
5 +5 =3

En utilisant le schéma (34), on obtient finalement :

L
1 n+1 n+1 n+1 —\2
Ay < _Wio:hi(]vi = PN =m)7)
L
m mn T n —
+ﬁzhi(Ni o P +1)<Ni - m)”.

0
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Alinsi,
L h
> A (Nt —m)7)? < (35)
0

_%Zhi(NiHJrl . Pin+1> (%((Nin+l . m)_)2 . m(NZ-"H . m)_) _

En procédant de la méme maniére pour P, on obtient :
Loy
P ) )2 < 36
Do R(BrT =) < (36)
L

SN = ) (P =) = (B =) )

Sommons (35) et (36) :
. hi N7t —\2 - hi prtl -2 <
>N = DG )

L
Sa RN = P (NI — F(P)
0

avec
1 o B
fls) = (s —m)7)? —mls —m)
1
= —5(5 —m)~ (s +m).
Puisque = — = = —min(0, z) est décroissante, f est croissante. Donc

L h. L h.
SN =)+ SR —m) ) <0,
0 0

d’ou N**' > m et P"*' > m pour tout i. Pour montrer que N/'™ < M et P < M,
on procéde exactement de la méme maniére, mais en multipliant par (N — M)* et
(Pin+1 _ M)-i-

O

Remarque 3. On constate que la solution numérique (si elle existe) est inconditionnel-
lement stable (on n'a plus de contrainte sur At en fonction de \?).

Remarque 4. Il semble qu’on peut obtenir un résultat analogue pour le schéma de
Scharfetter-Gummel.
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3.3 Existence

Théoréme 1. On se place sous les hypothéses énoncées dans ['introduction.
Alors il existe une solution {(N', P",V"),0 < n < Mr+1,0 <i < L+ 1} au schéma

(32), (33), (34).

Preuve. La preuve est basée sur I'utilisation du théoréme de Brouwer. Elle s’effectue par
récurrence sur n > 0.

Soit n > 1. Supposons avoir montré I'existence de (N"~!, P"=1 V=1 et montrons celle
de (N™, P™, V™).

Soit o > 0 un réel fixé.

Notons ¢ : R**+* — R**2 Papplication définie par ¢(N, P) = V avec \*(dV;,1 —dV;_1) =
hi(N; — B) et Vo = VP, Vi = VP V sobtient a partir de (N, P) par résolution du

.....

1

diagonale telle que A;; = - = ﬁ, Aiiy1 = ﬁ, Ajio1= 5 1 - La matrice A étant
it i—% it i—

inversible, V' est uniquement défini. Donc 'application ¢ est bien définie, et de plus elle

h
est continue.

Notons T I'application de R**** dans R?2+4 telle que T(N, P) = (N, P) ou

% (1+ %) N = (dr(Niyy) = dr(N,_y)
+ (AO, Py M= (A6, P))riy) Nia -
(6N, PY)icy) Moot + (d(G(N, P,y i =
NNp RS, (37)
Ny = NP, Npyi = Ni
et
(e g) B (ar(Py) — ar(Py)
+ (AP y) P (0N, P))isy) Pt —
(¥, PY)icy) Pros+ (AN, P))iy) Pim
R 2P (38)

Py=PP P, =PP.

L’application T est bien définie, i.e. si (N, P) est donné, il existe un unique couple (]\7, P)
vérifiant (37)-(38). Pour le montrer, on procéde comme dans la preuve de la proposition
1, en suivant [1].
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Stabilité On montre maintenant que T([ ML)y [0, M]*EH. Pour simplifier les

notations, on pose désormais ¢(N,P) = V. (37) s’écrit : f(N) = Fy, avec Fy =

D

KNP+ ) + (V)N + 42
(NG + 3 N,)

oY A (N[ %"’ wNL-1)
n= — r(NP
(N + AQNL) (AVy1) NP + 100

L+3

pourt=2,..,L—1,

GO = 2 (14 55) B (g — (W),

At ey ’ 3 3
+(d‘/;+%)+Nz - (dvz-s-%)_Ni-H
_(d‘/i—%)+ ~Z—1 + (de—%)_ Nz

et

5 hy

(F(V), = r(N)

1 )N
(1 5) Mot hoos

AV 1) "N = (dVy_1) "Ny oy + (dVy_1) N1,

+dT(]\~])L_%

La fonction f est de classe C'. Notons J(N) sa matrice jacobienne en N. J(N) €
My (R) est tridiagonale :
hi a ' (N;)

(FW)is = g5 (14 3g) + 5=+ = (@)™ + (Vi)
(J(N>>z i+1 T;f]\j_ _) (dV ) <0
(J(N))jim1 = —T;S]i _) (d‘/;,%ﬁ <0.

J (]\7 ) étant & diagonale strictement dominante par rapport a ses colonnes, c¢’est donc une
M-matrice.

De plus, puisque f(0) = 0 et f(N) = Fy > 0 (car N*' > 0et N >0 ), on a
f(N) = £(0) >0, donc en apphquant les propositions 5 et 6, on obtient N > 0.
Montrons maintenant que N < M. Pour cela, montrons que f(N)— f(M) < 0, et utilisons
a nouveau les propositions 5 et 6 pour en déduire le résultat.
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Onapouri=2,..,L—1:

(F(R) = FM)) = RE(NI™ = M)+ Mos(P,— M) +
hz‘ «
b () -0
et
(F(R) = FOM)) = AL (NF= = M)+ RSy — )
+H(dV) "Ny = (dVi)™M — dVi, 1 M
= (r(NP) = ()
< h—lt(Nln—l M)+ M%(Pl M)+ % (A% . M) (N, — M)
4 (r(VP) = r(31)
~ hL n—1 hL hL (0%
(FN) = D)L < FE(NET = M)+ Mg (P = M) + 55 (55— M) (N, — M)
g (VD) = ()

Or, on sait que N;— M < 0, P,—M < 0et N""'—M < 0. On adonc f(N)—f(M) <0
dés que At < 33, et comme « est arbitrairement grand, on peut toujours le choisir de
sorte que cette condition soit vérifiée.

Bilan T est une application continue, et on a vu que T'([0, M]*£+4) C [0, M]*.2+4. Par le
théoréme de point fixe de Brouwer, T" admet donc un point fixe. Ceci prouve 'existence

de (N, P") € [0, MJ2E+4,
]

Remarque 5. L’unicité de (N™, P", V") satisfaisant (32), (33), (34) n’est pas claire.

Remarque 6. La clé de la preuve du théoreme 1 réside dans [’étude du schéma découplé
(semi-implicite) :
— Dexistence et l'unicité d’une solution a ce schéma assurent la bonne définition de
Uapplication T,
— on déduit de la stabilité L™ de cette solution que T stabilise [0, M]?EH4,
Ceci permet alors d’appliquer le théoréeme de Brouwer a T'.
On pourra donc a l’avenir envisager d’appliquer ceci aux autres schémas présentés dans

Uintroduction.
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Mise en oeuvre numérique Pour mettre en oeuvre le schéma entiérement implicite,
on peut soit utiliser la méthode de Newton, soit se servir de I'algorithme de point fixe
suivant, adapté de celui présenté dans [9] en éléments finis :
soit a >0et > 0.
1. Soit (N°, P°%) donné.
Pour n > 1, on pose (N™0 P0) .= (N1 P»=1) et [ = 0.

2. Pour [ > 1, on calcule (N™! P! V™) de la maniére suivante :

hi n n n n,l— n
= (1 A2) N (dr(N, L) — dr(N; vﬁ)) (VN
2
(dvnl 1) Nl+1 (d‘/zn ll 1)+N7:ﬂll + (d‘/;nll 1) Nin,l _
Bi pner O i (39)

AT AL
Nyt =N§, Niiy = NP

hi (1 + )\2> P”l _ (dr(p;;l%) _ dT(Pin_ZQD (dV”l - Pi"’l

At
—(dv;:é VPP = @V TP+ (V)P =
2 2
hi h;
B R 0
Pyl = BY, Py = PP
NV = dV = h(N — P) (41)

‘fn,l — ‘/'D ‘fn,l — ‘fD
0 0> YL+1 1
3. On arréte si

||anl dvnl 1|| + (HPnl Pn’l_ln + ||Nn,l o Nn,l—1||) S 0

on pose (N, P, V") := (N=! PmL V) et on va a 4.
Sinon, on fait [ < [+ 1 et on retourne a 2.

4. On arréte si n = M. Sinon, on fait n « n + 1 et on retourne a 1.

4 Etude du comportement asymptotique

Dans cette section, on s’intéresse a des schémas implicites. On rappelle que la fonction
S

enthalpie h a été définie par (1). On note H(s) = / h(r)dr, 0 < s.

1
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Pour tout n > 0, pour tout i = 1,..., L, on note (N, P"*1 V1) 1a solution du schéma
(7)-(11)-(15), et pour tout i = 1, ..., L, on note (Nf, Pf, V) la solution du schéma (5)-(6)
a I’équilibre thermique.
On définit pour n > 0 :

— DIénergie £"

E" = Y hi(H(N!) — H(Nf) = h(N{)(N} — Nf))
+Zh H(PF) — h(PE)(P? — PY)
+§|v"—ve\% (42)

L
ott [V} = Zh’iJr%’d‘/iJr%P;

0
— la dissipation d’énergie Z"

D hipy (min(N7, NN = V"), 10)?)

+3 oy (min(P7, PP +V"),00)?) (43)

Les résultats de cette section sont une adaptation dans le cadre discret de la preuve faite
par A. Jiingel dans [5], et utilisent des éléments donnés dans |2| pour le schéma décentré
non-linéaire semi-implicite.

4.1 Reésultats préliminaires

Le contenu de cette partie est valable pour tous les schémas implicites de la forme
(7)-(11)-(15) présentés dans I'introduction.

Lemme 1. Sous les hypothéses énoncées dans l'introduction, on a pour tout n >0 :
EMl &M < Ty + Ty + Ty, (44)

ou

n = Zh NP — ay = V(N — N7
T, = Zh Pn+1 Oép—i-‘/inJrl)(F)inJrl . Rn)
T, — h VnJrl — Ve N-n+1 — N™— PnJrl pr
3 Z 2 (( i i )( % % % + z >)
n+1 e 2 )\2 n e 2
+th+ V -V )er%) - ?(d(V -V )z+%) .
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Preuve. Soit n > 0.
gt =€ = N hi ((H(N]™Y) — H(N)) — h(N)(NFH = N

+ D b ((H(PY) = H(P) = h(PO)(P = PY)

+ Zh% > ( AV = V) = @V = V) ).
En utilisant la convexité de la fonction H, on obtient :
grt—gn < Zh h(NF™) = h(ND)) (NI = N7
L
+ > hi(h(PMTY) = (PO (P — P

0
L

b b 5 (Vv ) = (@ V),,0?)
Par (6),

gn+1 _&n

IN

Zh Nn+1 ‘/;e)(sz+1 _ Nzn)

L
+ N h(h(PHY) = ap + V(P - PP
0

+ th+ 2 (@™ = v ) = @V = V).

2

et ainsi on a :
EMl —E"< T+ Th+ T

en écrivant

h(N{L—H) —ay = V¢ = h(N'") —ay — ‘/;n—l—l n Vi”“ e

(2

h(ﬂnJrl) — ap 4 ‘/;-6 — h<PZn+1) —ap 4 ‘/in+1 . ‘/in+1 + ‘/ie.

Lemme 2. En reprenant les notations du lemme 1, on a T3 < 0.

Preuve. En utilisant le schéma (15), on trouve :

L
SN V) (vt = avy, — @it - avyy))
i i i+s5 i+3 =3 2

+Zhl+ o ( AVt — Ve)i+%)2 —(d(V" - Ve)H%)Q) '
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En faisant une intégration par parties discréte et en utilisant le fait que V& = V! = VP
et Ve, = Vi = VP (ce qui annule les termes de bord), on en déduit :

L
T, = Z)\th_i_%d(vn—i-l _ Ve)i_’_%d(vn-&—l _ Vn)H_%
0

2

L
)\2 n e n €
Y iy (V= V) )2 = @V = V), )?)
0
. n+1 n 2
- Ty hH%(dVHE —d‘/;.+%) :
Donc T35 < 0. ]

4.2 Comportement asymptotique du schéma décentré avec diffu-
sion non-linéaire

On s’intéresse dans cette partie & la version entiérement implicite du schéma étudié
dans [2]|. Les flux numériques sont donnés par :

7

Gl = —min(Py Y, PEEAR(P™ )y + AV TP - @V TP (46)

= —min( NP NI RNy @V N @) N (49)

L’étude de ce schéma (existence d’une solution, stabilité,...) reste a faire. On supposera
donc dans ce qui suit qu’il existe une solution {(N, P, V"),0 <n < Mpr+1,0 <i <
L + 1} et qu’elle vérifie I’estimation suivante :

0<m< N P"<M. (47)
Proposition 3. Sous les hypothéses ci-dessus,
0<E<E” Vn>0.
Plus précisément, on a pour tout n >0 :
0 <& 4 Atz < g (48)

Preuve. D’apres le lemme 1, "M — £" < Ty + Ty + T3 (toujours en utilisant les mémes
notations), et d’apres le lemme 2, puisque 73 < 0, on a E"™ — €™ < Ty + T. En utilisant
le schéma (7), on a :

T, =-T, — T;

avec
L
Ty = =AY (min(NF+ NE)AR(N™),.
0
— min(NL N RN (V) = a = Vi)

7 3
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et
L
T5 = AtZ((d‘/li-gl)-i-Nln-i-l _ (d‘/;j_zl) Nﬁ:il
0
= (V)N (@V)TNT D (N = = V.
On fait une intégration par parties discréte de T}, en utilisant la définition de o pour

annuler les termes de bord :

L
= AchH% min(N; NI RN 1 d(h (N = V)
0

et de méme
_ _AchH_ < Vn-i—l Nin+1 . (dv;j_-zl) Nﬁ:f) d(h(Nn+1) _ Vn—H)i—i-%
On pose
AchHI min( N+ N[ff)dV”“d(h(N”“) V"

Montrons que 75 > 17 :
Ty — AchHID
avec
D; = ((dV"+1)+N7L+1 _ (an+1) N::LJEI
—m1n(N”+1 N”“)dV”“)d(h(N”“) Vel

i+1 %

— dh(N"*l)i+§(d1/;El) ( N.n+1 min( NP N
BN (V) (NI — min(N7H NEE)
—dVI AV TN — min(NP NTER)
+dv;1§1(dvi1+%1) (N — min(N]H NEEY).
Comme la fonction h est croissante, les deux premiers termes de D; sont négatifs, et par
définition des fonctions z +— " et  +— 27, les deux derniers termes de D; sont eux aussi

négatifs.
Ainsi, T5 > T3, d’ou Ty < =T, — T, ce qui s’écrit encore :

L
2
Ty < —A1Y hy, o min(NPFL N (d(h(N"“) - V”“)H%) . (49)
0
En faisant exactement le méme raisonnement sur 75 que sur 77, on obtient :
L
2
Ty < ~AtY hyps min(PrH, PR (d(h(P”“) + vn“)%) . (50)
0
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Ainsi, on a :
EM—&" < T+ Ty =—At7"!

donc finalement
0< & 4 ATV < gn.

]

Le théoréme suivant nous renseigne sur le comportement asymptotique de la solution
du schéma décentré avec diffusion non-linéaire :

Théoréme 2. Sous les hypothéses ci-dessus, la solution (N, Ps, Vs) donnée par le schéma
volume fini (7)-(11)-(15) de flux (45)-(46) satisfait pour tout i = 0,..., L+ 1 :

(N, P") — (N¢, Pf) quand n — oo
V' — Ve quand n — oo

o (N§, P, V) est une approzimation de la solution du systéme stationnaire donnée par
(5)-(6).

Preuve. En utilisant (48), on obtient que pour tout n > 0,

0< e 4 AtZI’““ < &n.
0

La série ZI’““ est donc bornée, et ZF+1 > 0, donc
k

7" — 0 quand k — oco. (51)

Soit & > 0.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

v

5 L 1 L
izh”Nin—H _ Nie|2 + %Zhl|h<N’z’l+l) _ ‘/;n—i-l _ 05N|2
0 0

D=
NI

Vv

L L
(Zhi|Nin+l _ Nﬂ2> (Zhi’h(NiTL+l) _ V;n—H _ aN|2>
0 0

L
D RN = NE)(R(NPH) = Vi — a)
0

L
= > hi(NPH = NP (R(NPH) = R(ND) 4+ Vi = V)
0

par définition de ay.
Il existe ¢ > 0 tel que pour tous z,y € [m, M] :

(z = y)(h(z) = h(y)) = c(z — y)*.
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En appliquant cette inégalité, on aboutit finalement & :

5 & 1<
SD BN = NER S hlh(NE) = Vi = a2
0 0

L L
e hNIH = NP+ hi(NT = N (V= V), (52)
0 0
En faisant la méme chose pour P, on obtient :

5 1 &
§ZhZ’Pzn+1 o Pie|2 + 2_5th’h(ljln+l) + V;n—i—l . Oép‘z >
0 0

L L
Y i PP = PP = (BT = POV = V), (53)
0 0
Sommons (52) et (53) :

5 n+1 e|2 n+1 e|2
(c=3) Somazst = e 4 jprt = by

D MV = VI NI = NE = P )
1 n+1 n+1 2 nt1 n+1 9
< g5 2 b (NI = Vit — P o (PP + Vi —apl?)
Or, d’apreés les schémas (15) et (5) et par intégration par parties discréte :
Zhi(vie _ ‘/in+1)<Nl71+1 _ Nie _ Pin—l—l + Pf) _

=Y NPT = VAV = dV = dVE L+ dVE ) =
g ¢ +3 i—3 +3 =5

XS (d(V”“ - ve)%)2 .

Donc

5 n+1 e|l2 n—+1 e|l2
(c=3) Somazst = e 4 |t — PPy

N e (dVTT V) (54)
1
< %Zhiﬂh(]\]in-‘rl) o VinH . OéN|2 4 |h(H”+1) + ‘/in—i-l o ap]2).

On a l'inégalité de Poincaré discréte suivante : il existe une constante Cj telle que pour

Zhﬂ}zz S Co|?}‘%

En appliquant cette inégalité au second membre de (54), on obtient :
5 n+1 e|2 n—+1 e|2
(c=5) Sohlinest = N P2t - P
+ )‘QZhH%(d(VnH - Ve)i+%)2

C n n n n
53 D i (V™) = V), (P V) ).

tout vecteur v = (v;)io... 141,

IN

25



Enfin, en utilisant (47), on a :
T > mY b (AN = V)42 (™) V)L ) > 0. (55)

Comme Z""' — 0 quand n — oo, on en déduit que
S ey (A(AN™1) = V)4 P AP 4 V), ) = 0
et finalement que pour tout ¢ = 0,...,L + 1, N' — N, P — Pf et V" — V¢ quand

(2 (2

n — Q.

]

Remarque 7. Pour le schéma semi-implicite, on a besoin de la condition At < {fz pour
montrer la convergence en temps long vers l’équilibre thermique. Ici, ['utilisation d’une

discrétisation entierement implicite nous permet d’obtenir un résultat inconditionnel en
At.

4.3 Le cas du schéma décentré amont

On voudrait montrer un résultat analogue au théoréme 2 pour le schéma décentré
amont, de flux (18)-(19). Si on établit que I'inégalité (48) est vraie pour ce schéma, la
preuve du comportement asymptotique sera exactement la méme que pour le schéma
décentré a diffusion non-linéaire.

Etude dans le cas linéaire 4 une espéce On se place sous les hypothéses suivantes :
— r(s) = s, donc h(s) = log(s),
- P"=0 Vn>0,
- 0<m<Nt*<M VYn>0.
Le schéma s’écrit donc :
E(Ni NP — (dNi:%l — dNZ,_*%l) (56)
AV N = (V)TN = (V)N 4 (@) TN = 0

N AV}, —dVy) = W (57)

On a par les lemmes 1 et 2

gt —en < Ti= h(log(N/™") = V" — an) (N[ = NP).

En multipliant (56) par At(log(N/™' — V:"*! — ay) et en sommant sur i = 0, ..., L, on
obtient
T1 — —T4 - T5 (58)
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avec
T, = —Atz dN”“ - dNﬁgl)(log(Nfﬂ) — VP _ay),
T = A% ( (AVE VNI — AV TN, = (VNI (V)TN
(log(NZ””“) =V —ay).

On effectue une intégration par parties sur T (les termes de bord sont nuls par définition
de ay) :
- Achi+%de+§d(log(N"+l) — Vi

Par la formule de Taylor, pour tout i = 0, ..., L, il existe tiy1 € (0,1) tel que :

1 (NnJrl) 1 (Nn+1> NZT-L&-—‘il Nn+1 (59)
O O . g
B B tin NP (1=t ) N

Donc

T, = Atzhi—k%d(log(Nn—}—l))i—i-%(ti+%NZL+1+(1_t )NzTil)d(IOg(NnH)_Vn+1)i+% (60)

On effectue ensuite une intégration par partie de 75 :

Ts = _AchH_ ( dvn-l—l +Nn+1 (dv;j_—gl) NZ:T) d(log(Nn—I—l) _ Vn—l—l)ﬂ_%

Posons

Ty = —AchH%(tH%NZ."H +(1- ti+%)Nﬁtl)d‘/;Jr%d(log(N”H) - Vn+1)i+%

On voudrait étudier le signe de T — T7.

T -1 =T+ 17 (61)
avec
To = A3y dlog(N" )y (VA = N7 (@0 = tyy) = @75 iy )
T, — _AchHldv (NIAL = NP+ ((dvgglﬁa ~ty1) - (dvizgl)—tHQ .
Puisque la fonction log est croissante et que ti+% € (0,1), on a clairement que Tg > 0. 11
nous reste maintenant a étudier le signe de T%. Si on parvient & montrer que 7% est positif,

on aura alors " — €7 < AtI™.

Cependant, cette étude n’a a ce jour pas encore abouti.
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5 Reésultats numériques

Dans toute cette partie, on utilise les données suivantes :
-T=15
— h; = Az = 0.05 (maillage & pas constant)
— Conditions initiales :
NO(z) =0.1+0.8\/x
P%(x) =0.9—0.8/1
— Conditions au bord de Dirichlet :

NP(0) =0.1, NP(1) = 0.9
PP(0) =0.9, PP(1) =0.1
V2(0) = 3 (h(NP(0)) = A(PP(0))), VP(1) = 5 (A(NP(1)) = h(PP(1)))

5.1 Stabilité

On choisit pour les tests de ce paragraphe At = 0.01. On s’intéresse a la stabilité
du schéma décentré amont semi-implicite dont les flux sont donnés par (18)-(19). Sur la
figure 1, N est représenté au temps 7' = 1.5 pour différentes valeurs de A2 : 1, 0.04, 0.008.
Conformément au résultat de la proposition 1, on a bien stabilité dans les deux premiers
cas, quand At < A\2. Dans le troisiéme cas At > A2, et on constate que N prend des
valeurs extérieures a [0.1,0.9].

Comme on peut le voir sur la figure 2, ce probléme ne se pose plus si on utilise le schéma
entiérement implicite.

En fait, on voit en comparant les figures 1 et 2 que dés la valeur A\? = 0.04, méme si la
solution obtenue avec le schéma semi-implicite reste comprise dans I'intervalle [0.1,0.9],
elle ne nous fournit pas une approximation satisfaisante de la solution de (2).

5.2 Comportement asymptotique

Tous les schémas considérés dans cette partie sont entiérement implicites.

5.2.1 Le cas linéaire

Dans tout ce paragraphe, on s’intéresse au cas linéaire : r(s) = s. On a alors h(s) =
log(s). On choisit A? =0.008.

Schéma décentré amont : Les résultats obtenus avec le schéma (32), (33), (34) sont
représentés sur la figure 3. On a pris At = 0.01. On constate une décroissance de ’énergie
E™ et de la dissipation d’énergie 7", mais la convergence vers 0 de ces quantités ne semble
pas claire.
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(c) A2 =0.008

FIGURE 1 — Schéma décentré amont semi-implicite : N au temps T = 1.5 pour
A2 =1,0.04,0.008 .
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(c) A2 = 0.008

FIGURE 2 — Schéma décentré amont implicite : N au temps 7" = 1.5 pour A\? =0.008.

10° T 10° ¢ T T
— Energie E(n) : — Dissipation I(n)
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0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5

FIGURE 3 — Schéma décentré amont : évolution de I’énergie £" et de sa dissipation
AR
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= Energie E(n) f ‘ — Dissipation I(n)
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FIGURE 4 — Schéma décentré avec diffusion non-linéaire : évolution de I’énergie £,
de sa dissipation Z", et des densités N et P, pour n > 1.

Schéma décentré avec discrétisation non-linéaire de la partie diffusive : on
s’intéresse ici au schéma dont les flux sont donnés par (45)-(46). On prend At = 107%. Le
comportement asymptotique observé sur la figure 4 est conforme au théoréme 2 : la solu-
tion numérique converge bien vers la solution a 1’équilibre thermique, et on a décroissance
vers 0 de I'énergie.

Schéma de Scharfetter-Gummel : On choisit At = 0.01. Comme annoncé dans la
remarque 4, la solution numeérique est stable (bien que At > A2?). On constate de plus
numériquement que la solution converge en temps long vers la solution du probléme a
I'équilibre thermique (5)-(6). Comme on peut 'observer sur la figure 5, on a bien conver-
gence vers 0 de £" et 7" quand n — +oo.

Schéma centré : Les résultats obtenus pour ce schéma avec At = 0.01 sont présentés
sur la figure 6. Il semble que la solution converge en temps long vers la solution du
probléme a 1’équilibre thermique (5)-(6). Il pourrait donc étre intéressant d’étudier plus
précisément les propriétés de ce schéma.
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— Energie E(n) — Dissipation I(n)
10° g
10° + g
107 1
107" 107" . .
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5

FIGURE 5 — Schéma de Scharfetter-Gummel : évolution de 1’énergie £" et de sa
dissipation Z™.
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FIGURE 6 — Schéma centré : évolution de 'énergie £" et de sa dissipation Z".
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= Energie E(n) ‘ — Dissipation I(n)

0 0.5 1 1.5 0.5 1 1.5

FIGURE 7 — Schéma décentré amont : évolution de I’énergie £" et de sa dissipation
AR

5.2.2 Le cas non-linéaire

Dans toute cette partie, on prend 7(s) = s*. On a alors h(s) = 2s.

Sur les figures 7 et 8, on présente les résultats obtenus avec respectivement le schéma
décentré amont pour At = 0.01 et le schéma décentré a diffusion non-linéaire pour At =
10~*. Les constatations sont les mémes que dans le cas linéaire.
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= Energie E(n) ‘ — Dissipation I(n)
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FIGURE 8 - Schéma décentré avec diffusion non-linéaire : évolution de I’énergie £,
de sa dissipation Z", et des densités N et P, pour n > 1.
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6 Conclusion

Durant ce stage, on a mis au point des schémas remplissant partiellement nos objectifs.

D’une part, on a prouvé que le schéma décentré amont implicite restait valable pour des
valeurs de A\? méme trés petites. Cependant, il ne semble pour I'instant pas absolument
clair que la solution obtenue converge en temps long vers la solution du probléme sta-
tionnaire discret, méme si cette conjecture parait se vérifier numériquement. On essaiera
donc a l'avenir de valider théoriquement ce comportement asymptotique.

D’autre part, on a montré que la solution du schéma décentré avec diffusion non-linéaire
a un comportement asymptotique cohérent, et ce fait a bien été vérifié numériquement.
L’étude de ce schéma (existence d’une solution stable, convergence) reste a faire et on
pourra pour cela essayer d’adapter les démonstrations obtenues dans le cas du schéma
décentré amont classique.

Enfin, vu les résultats numériques obtenus dans le cas linéaire avec le schéma de
Scharfetter-Gummel, il semblerait pertinent de s’intéresser plus précisément a son étude.
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Annexe : quelques résultats d’algébre linéaire

On rappelle ici quelques définitions et résultats d’algébre linéaire . La preuve des
propositions 4, 5, 6 peuvent se trouver dans [10] et [3].

Définition 1. Pour x = (x1,...,2,), vy = (Y1, yn) € R", on dit que x < y si x; <
y; pour tout 1 < i < n.

Pour A = (A;j)1<i<n, 1<j<ps B = (Bij)i<i<n, 1<j<p, on dit que A < B si A, ; < B, ; pour
tous 1 <i1<n,1 <75 <p.

Une matrice A € M,, ,(R) est positive si A > 0.

Définition 2. Une matrice A € M,,,(R) est une M-matrice si A est inversible, A= >0
et A;j <0 pour tous (i,5), i # j.

La proposition suivante donne une caractérisation des M-matrices.

Proposition 4. Soit A € M,,,(R) une matrice & diagonale strictement dominante (i.e.
|A;i| > 22 Aij| ou |Aiil > X2]Aj.]), et supposons que A; ; < 0 pour tous (i,7), i # J,
et que A;; > 0 pour tout 1 <1i < n.

Alors A est une M-matrice.

On utilise aussi les deux propositions suivantes :

Proposition 5. Soit A:x € R" — A(x) € M, ,(R) une fonction continue satisfaisant :
pour tout x € R™, A(x) est une M-matrice. Alors :

Va,b e R” fol A(a+t(b—a))dt est une M-matrice.
Proposition 6. Soit f : R" — R" une fonction continument différentiable, de matrice
Jacobienne J f(x) pour x € R™. Soient a,b € R". Si
fol Jf(a+t(b—a))dt est inversible et d’inverse positive
alors

(a) — f(b) >0=a>b,

f
fla) = f(b) 0= a<b.
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