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Préface

L’analyse complexe est 1’étude des nombres complexes, manipulations et autres
propriétés. L’analyse complexe est un outil extrémement puissant et nombreuses
sont les applications pratiques destinées a la résolution de problémes physiques.
L’intégration sur un contour, par exemple, fournit une méthode de calcul d’inté-
grales difficiles.

Ce livre est un recueil d’exercices et de problemes mathématiques d’analyse com-
plexe. Il est le fruit d’un enseignement de mathématiques a I’université de Tlemcen.
Nous avons privilégier d’exposer 1’application des méthodes de calcul (théorémes,
propositions,..) sans énoncer quoi que ce soit. Notre but est d’offrir aux lecteurs
des exercices avec des solutions détaillées et quelques exercices supplémentaires
donnés sans solutions pour examiner les capacités des lecteurs. Nous les invitons
cependant a chercher eux méme les résolutions.

Dans ce livre, nous fournissons une introduction a 1’analyse complexe qui est la
théorie des fonctions complexes d’une variable complexe. Le premier chapitre rap-
pelle les nombres complexes et les différentes régions du plan complexe telles que
le cercle, disque et autres. Le second chapitre initie le lecteur aux fonctions a va-
riable complexe en se focalisant principalement sur la notion d’holomorphie (dé-
rivabilité) de ces fonctions. Le troisieme chapitre est consacré aux intgrales curvi-
lignes et aux formules intgrales de Cauchy. Le chapitre quatre est reservé aux séries
de Laurent, classification des singularités et théorie des résidus. Le dernier chapitre
établie quelques applications sur les résidus sous forme des intégrales impropres.
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Chapitre 1

Nombres complexes
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1.1 Exercices corrigés

Exercice 1.1. Ecrivez les nombres complexes suivants sous la forme algé-
brique
(1 +)° 1+ ai

: R.
A=y ¢ Zat(-n “F

1/ Nous réécrivons la fraction sous cette forme

M:(lﬂ'ﬁ(lﬂ)?.

—_
|
<

Ce qui implique que

(1414)°
(1—4)7

Par conséquent,

w(E) s« m(i)-

2/ Nous avons

(1+49)(1 +i)r _ 527 _
2

:(1+i)2[

1+ o i(—i+a)

200+ (a2 —1)i  i(—2ai+a?2—1)
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On obtient donc
14+ a1 _ (a—1) B 1

2a+ (a2 —1)i  (a—1i)2 a—i

Par conséquent,

1+ os o+ o 1

20+ (a2 —1)i  a+i(a —1i) _a2—|—1+2a2+1'

Exercice 1.2. Mettre sous la forme trigonométrique les nombres complexes
suivants 3
1+ 12v/3
— 1

1/ Soit z = 1 — i+/3. La forme trigonométrique est donnée par
z = r(cos(d) + isin(h)) = re?,
avec r := |z|, ce qui donne

r=y12+(-V3)2 =2,

et 0 := arg(z) vérifiant

R 1 I —V3
cos(f) = e(z) =— et sin(f) = mg(2) = l
r 2 r 2
Par conséquent,
. .
z:2xexp<—§z+2km), keZ.
2/ Soit
C1+iV3
Co1—d
Nous pouvons raisonner directement comme ca
" 1+4iv3] 2
Zl = —_— = —,
=i V2
et
7
arg(z) = arg(1 4+ iv/3) —arg(l — i) = % + % = 1—; + 2kmi, kelZ.
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Exercice 1.3. Ecrire sous la forme exponentielle les nombres complexes sui-
vants :

z1=1—14, 2z9=>5i, 2z23=—4, 24 =sin(x)+ icos(x), z € R.

Le module de z; est donné par

1] = V12 + (-1)2 = V2.

L’argument satisfait

1 1
cos(f) = —, sin(f) = ———.
() 7 (0) 7
Donc, § = —7 /4. Ainsi, ‘
21 = V2e /A,
De la méme facon on trouve
zp = 5e'™/2,
et ‘
z3 = 4e” ",

Soit maintenant z4 = sin(x) + i cos(z), = € R. Nous utilisons le fait que
™
sin (5 - :1;) = cos(z),
et
m .
cos <§ — a:) = sin(x).
On obtient donc

Z4 = exp ([g - m]z) .

Exercice 1.4. Déterminer la forme algébrique du nombre complexe suivant

(V3 +14)°.




4 Nombres complexes

C’est plus pratique de passer par la forme trigonométrique, c’est-a-dire, pour z €
C,

z = |z| exp (iarg(2)) .
Donc, la puissance se traduit comme suit

2% = |z|*

exp (aiarg(2)), acR.

Nous avons
V3 i = 2¢/6,

Donc,
(V34 i)0 = 20¢™ = —64.

Exercice 1.5. Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants

i 5 + 12i.

1/ Soit z = a + ib (dans notre cas, a et b sont supposés étre a = O et b = 1). On
pose w = = +1y avec x,y € R qui désigne les racines de z. Nous avons la relation
suivante

Ce qui implique que
(z +1iy)* = a + ib.

Ceci, nous ramene au systéme suivant

2?2 —y?=aq,
2 +y* = Va? + b2,

2zy = b.
Apres calcul, les racines carrées de ¢ sont

V2 V2 V2 V2
-t et - — =i
2 2 2 2

2/ De 1la méme facon, en appliquant le méme raisonnement, nous obtenons
3+ 2i et -3 — 2i.

comme racines carrées de 5 + 121.
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Exercice 1.6. On considére la fonction f de C dans C définie par
z—2

Vz€eC, z# —1i, f(z)= L

Déterminer I’ensemble des points tels que f(z) € R puis déterminer I’en-
semble des points tels que f(z) € iR.

Nous allons essayer d’écrire f sous sa forme algébrique. Pour cela, on pose z =
x + 1y avec x,y € R. Ainsi, nous obtenons, pour z # —i,

z—2 x+iy—2 x—2+1y

z)= - = - - = - .
/() z+i  xc4iy+i r+i(y+1)

En multipliant par le conjugué du dénominateur, on obtient

(r—=241dy)(z —i(y+ 1))

Z) =
/) z? + (y +1)?
Apres calcul, nous aurons
2 2
¢ —-2x+y“+vy 2 —x + 2
Re(f(z)) = et Im(f(2) = 5———.
(7(2)) 22 + (y +1)? (2) 22+ (y+1)?

Dans ce cas, I’ensemble des points vérifiant f(z) € R implique forcement

2y —z+2=0.

Par conséquent, I’ensemble des points est la droite y = %
(0,—1).

L’ensemble des points tel que f(z) € iR vérifie

x — 1 privée du point

=204+ y* +y=0.

Cette équation doit étre réécrite comme suite

2 =2+ 1+y* +y+ - =1+

4 4
Ce qui donne 1I’équation du cercle privée du point (0, —1) suivante (centre (1, —0.5)
et du rayon é)

(m—1)2+<y+;>2:i.
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Exercice 1.7. Résoudre I’équation

22—241—4=0.

Pour résoudre cette équation du second degré, on calcule le discriminant
A=0—dac=(-1)?—4x1x(1—-1i)=(1+20)%
Automatiquement les solutions sont données par la formule

-b+ VA
20

21,2

A noter qu’ici v/ A refléte deux valeurs. Nous obtenons donc

1— (142
a:a;'”:_%

o 1+ (142
@:+ﬂ;‘ﬂzl+i

Exercice 1.8. Montrer que

1
ﬂﬂ:letz#lﬁéic+&>€R
z—

fz+1
w =1 .
z—1

Nous allons vérifier que w = w et dans ce cas forcément w € R. On a

_ (zZ+1
W= —1
z—1

En utilisant le fait que |z| = 1, on obtient

_ . ;—1_1 .(2—1-1)
W=—i| 42— | =i = w.

Posant, pour z # 1,

z—1
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Donc,
w=w.

Ceci implique que, pour |z| = let z # 1,

1
i<z+ >€]R.
z—1

Exercice 1.9. Soit & € R et considérons un nombre complexe
z = cos?(0) + isin(0) cos(6).

1) Déterminer 6 tel que z = 0.
2) Si z # 0, calculer 2~ en fonction de 6.

1/ Déterminons 6 tel que z = 0, c’est-a-dire,
cos?(6) + isin(f) cos(f) = 0.

Autrement dit,
cos(0)[cos(f) + isin(f)] = 0.

Puisque cos(6) + isin(f) = e # 0, alors

cos(0) =0 = e:gwm, keZ.

2/ Si z # 0, calculant z~!. On a
it
cos(6)

271 = [cos(h)e?] 7 = =1—itan(0).

Exercice 1.10. Soit z un nombre complexe vérifiant |z| = 1. Montrer que

si Img(z) > 0,

z—1 ’
()|
-l - si Img(z) < 0.
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Onpose z =z + iy pour x,y € R.On a

z—1 xz—-1+iy (v—1+4idy)(z+1—1y)
z+1 z+l+iy (r+1+dy)(z+1—1y)

Apres calcul, on trouve

z—1 242 -1 ) 2y
= i )
241 (x+1)2+y? (x4 1)2 + 2

En utilisant le fait que |z| = 1, alors
z? + y2 =1.

Par conséquent,
z—1 2y
=1 .
z+1 (x +1)2 4 y2

Ainsi, ce complexe est purement imaginaire. Il est donc clair que

s .
L1 5 si Im(2) =y > 0,
- si Im(2) =y < 0.

Exercice 1.11. Monter que, pour tout z € C*,

N
N | =
~~_
Il
N| | =

Pour tout z € C*,on a

Puisque Zz = |z|?, alors

Par conséquent,
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Exercice 1.12. 1) Résoudre dans C, I’équation suivante
2z + 1z = 3.
2) En utilisant le logarithme complexe, résoudre dans C, I’équation suivante

e* 1 = —jed.

1) Soient z = = + iy et Z = x — iy, alors I’équation 2z + ¢z = 3 devient
204+ 2wy +ix +y =3,

= 2x+y+iRy+z)=3.

Par identification, on a
2r +y =3, T =2,
=
2y +z =0, = —1.

e*~ = —jed.

2)On a

En utilisant le logarithme complexe, nous avons
In(e* 1) = In(—ie3),

qui implique que
z—1=1In(—i) + In(e?).

Sachant que
In(z) = In(|z|) + iarg(z) + i2kw, k€ Z,

alors nous obtenons In(—4) = In(1) — 5 + i2kn. Ainsi,

z—lz—ig+i2k7r—l—3 - z:—ig+i2k7r+4, keZ.

Exercice 1.13. Trouver tous les nombres complexes z vérifiant :

z! = 1.
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Nous avons d’un coté

2t = ¢llos? et 1=¢e'2

Donc, I’équation 2 = i peut s’écrire

, .

el logz __ e's .

Ainsi,

m

log z = 5 + 2km, k€ Z,

d’ou

z=e2t?k" L e,

Exercice 1.14. 1. Résoudre I’équation suivante

2zt —i=0, z €C.

2. Trouver les solutions de I’équation suivante :

e —ie " =1, z € C.

1/ La résolution de I’équation se ramene au calcul de la racine quatrieme du nombre
complexe ¢. Les racines sont données, pour k = 0,1, 2, 3, par

wp = V1 [cos (W) + isin (W)] .

Par conséquent,

et
137 L 137
= |cos | — S — ).
w3 3 isin | —2
2/ L’équation est équivalente a

i(e"®)? — e —i =0, z e C.
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On pose X = e'* et on obtient
iX2—-X—-i=0, X eC.
On calcule le discriminant
A =1—4i(—i) = -3 = 3.

Les solution sont données par

1—14v3 1+14v3
X1 = Z\f et Xo = i
21 21
Une réécriture conduit a
—i—/3 —1 3
Xi = ! 5 \/> et X H2\/>

La résolution en terme de la variable z donne

1 —i—/3 1 —i+3
z1=-In| —— et z=-In| ———— | .
7 2 7 2

Exercice 1.15. Résoudre dans C, I’équation suivante :

2cos(z) — e ¥ =1 + 2i.

Par définition, nous avons

eiz +e—z’z

cos(z) = —s

Par conséquent,
) 1z —iz )
2cos(z) —e T =1+2 = 2% — e =1+ 2.
On obtient '
e =1+ 2i.

Ce qui implique que

e?=1+2 = iz=Ilog(l+ 2i),
1 1
= z= Elog(l +2i) = n (ln(\/g) + iarctan(2) + ka') , keZ,
= 2= —iln(V/5) + arctan(2) + 2kw, k€ Z.
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Exercice 1.16. Résoudre dans C, I’équation suivante

cos z = 3 + 2%,

On a I’équation suivante,
cosz = 3 + 2e*%.

Nous avons

6ZZ + e—ZZ

5 =342 = P4 =644 = 3e?*+6e%—-1=0.

On pose X = €%, alors on a
3X?+6X —1=0.
Les solutions de cette équation sont
X1 =-14+12/3, Xo=-1-/2/3.
Ainsi,
e = —14/2/3, €2 =-1-./2/3,

= iz1 = In(—1+ +/2/3), izg = In(—1—+/2/3),
= iz = In|—14+/2/3| vint2nki, iz = ln|—1—+/2/3|int2nki, kK € Z.

Exercice 1.17. Monter que pour tout 21, 22 € C,ona

ez1+zz — e*le?2,

Pour monter cette égalité, on suppose que z; = x1 + 1y; et zo = T3 + 1y2. Nous

obtenons
A1tz — T +xati(yr1ty2) P12 ei(y1 +y2) _

Ce qui donne

ef1tz2 — T1 %2

" [cos(y1 + y2) +isin(y1 +y2)] .
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En utilisant, la formule trigonométrique associée, on obtient
etz = e"e” [ cos(y1) cos(yz) — sin(yr) sin(ye)
+isin(y1) cos(y2) + i cos(y1) sin(yQ)] )
On peut observer qu’on a
e?1 %2 = €™ | cos(y1) + isin(y1)] [ cos(y2) + isin(ys)].
Enfin, on a obtenu

g1tz — 7172

Exercice 1.18. Déterminer I’ensemble des points M dont I’affixe z vérifie

1|z —i|=|z4+id], 2.[(V3+i)z—-1—i|=4

1/ Le module |z — i| traduit la distance entre z et le point . Encore,
distance entre z et le point —:. Donc,

z 4| estla

|z —i| = |z + 1]

permet de conclure que le point z se situe & la méme distance entre (0, 1) et (0, —1),
c’est-a-dire z parcoure la médiatrice (Droite perpendiculaire a un segment de droite
en son milieu) du segment reliant (0,1) et (0, —1). On peut remarquer que cette
médiatrice est tout simplement 1’axe réel, donc z décrit tout les réels.

2/ Rappelons que I’équation du cercle de centre zg et de rayon 12 est donnée par
‘Z — Zo’ = R.

Essayons d’écrire
(V3 +i)z —1—i| =4,

sous une forme convenable (équation d’un cercle). Nous réécrivons 1’expression
ci-dessus et nous obtenons

1414
V3 +i)| x |z — = 4.
(VB4 x |2 =
Ceci implique que
V3+1l  V3-1
|z — 20| =2 avec zp = + .

1 'y
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Par conséquent, I’ensemble des points est le cercle de centre z; et de rayon 2.

Exercice 1.19. Trouver les points z du plan complexe vérifiant :

1) |z —1| = |z +1|.

2) 2|z| = |z —2|.

1) Soit z = z + iy avec € R ety € R. Nous avons,

lz—1l=[z+i] & [(z—1)+yi|l=]z+(y+ 1),
& (@ —1) +yif =+ (y+ il
& (z-12+y*=2"+(y+1)%
& z+y=0.

Par conséquent, I’ensemble de points est la droite d’équation y = —x.
2) Soit z = z + iy avec x € R ety € R. Nous avons,

21z =z —2| & 2lz+yi|l=|(z—2)+yil,
& Az +yi)* =|(z —2) +yil]*,
& 4@ +y7) = ( -2+
& 322 +4x+ 3% =4,
=

2\* , 16
JJ+§ —i—y:

|

?7

W

= — .
z 4+ 3

3

Par conséquent, I’ensemble de points est le cercle de centre (— %, 0) et de rayon %.

Exercice 1.20. Etablir I’identité suivante

1— zn+1

1—|—z—|—z2—|—...—|—zn=? (z #1),

puis Dutiliser pour montrer ’identité trigonométrique de Lagrange :

1
1+cosB—|—cos20—|—...+cosn0=——l——zo, (0 < 6 < 2m).
2 2sin§
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On fixe z # 1, et calculons
I—2)(1+z+...42").
Nous avons
(1-2)A+z4... 42" =1424+... 42" (z4+224+.. . +2"T) =11,

Donc, nous avons I’égalité suivante

l_szrl
l+z4+224.. . +2"= T, (7L
n+1 z=1.

Nous passons maintenant 2 la deuxiéme partie de la question. Posons z = €', ou

0 < 6 < 27, ainsi z # 1. Donc
1— ei(n+1)9

1 — et(n+1)0
—ei0/2(ci02 — g=i0/2)’
_e*i9/2(1 _ ez'(n+l)9)

14 e 420 4 4 e

2isin(6/2) ’
i(e—w/z _ ei(nJr%)O)
- 2sin(0/2)
1 sin(n+3)0  cos(/2) — cos(n + 1)6)
= 27 2sm(ej2) 25in(6/2)

Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient

1 s )0
1+cos€+cos29+...+cosn9:2+812ns(i7:1(—|0_/22)),
cos(0/2) — cos(n + 3)0

2sin(0/2)

sinf@ +sin20 + ...+ sinnf =
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1.2 Exercices supplémentaires

Exercice 1 - On considere les nombres complexes suivants

11— 1+4]%
074 A\ 22: 9
i9(1 + 24) V2

zZ1 =

Ecrire z; et zo sous forme algébrique.

Exercice 2 - 1) Calculer les racines quatriemes de 1.

2) Calculer v/i + v/3.

Exercice 3 - Développer le nombre complexe
(V3 — )3,
Résoudre I’équation 22 = —5 + 12i.
Exercice 4 - Résoudre dans C les deux équations suivantes

22 —i=0 puis 2cos(z) — e = —V2 +iV2.

Exercice 5 - Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z € C tel que

z+7%=|z)%

Exercice 6 - 1. Calculer la racine carrée du nombre complexe w = .
2. En posant z = x + iy, résoudre dans C 1’équation suivante :

1+

z—1| =
| | 7

Re(z —1).

Exercice 7 - Résoudre dans C I’équation

22— 22—142i=0.

Exercice 8 - Résoudre dans C, 1’équation suivante

cosz = 3 4 2¢%%.



1.2. Exercices supplémentaires 17

Exercice 9 - Résoudre dans C I’équation suivante

22 —1=—1.

Exercice 10 - Résoudre dans C I’équation

Exercice 11 - En posant z = x + iy résoudre dans C 1’équations suivante

|z +1=2(z +1).

Exercice 12 - On considere les nombres complexes suivants

z
21=1+4iV3, 2z=1+1i, 232;;.

1) Ecrire z3 sous forme algébrique.
2) Ecrire z3 sous forme trigonométrique.
3) En déduire les valeurs exactes de cos(

i

5) etsin({5).

—

Exercice 13 - Soit le point M d’affixe z différent de —i. On pose

1-=2
w= ,
1—iz
1) Déterminer I’ensemble des points M tels que Re(w) = 0.
2) Déterminer I’ensemble des points M tels que Im(w) = 0.
Exercice 14 - 1) Montrer les formules suivantes
o cos(iz) = ch(z) o sin(iz) = ish(z) o 1 th2(z) = —
ch?(z)

2) Trouver les parties réelles et imaginaires de sin(z) et cos(z).

Exercice 15 - 1) Démontrer que

2

1+ 61’71'/5 + ei27r/5 + 61'371'/5 + 61'47r/5 _ .
1 — ein/5
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2) En déduire les valeurs des sommes

Exercice 16 - Résoudre dans C, les équations suivantes

D224 (1 —i)z—3i =0, 2)22 +2+1=0.

Exercice 17 - Résoudre dans C, les équations suivantes

e* =5 — bi, e — (1+i)e =i et cos(z) = 2.

Exercice 18 - Calculer les racines cubiques de

z = —8.

Exercice 19 - Trouver les lieux géométriques suivants

1) 0 < Re(iz) < 1, 2) Re(z) + Im(z) < 1,
Nz—4+il =1, 4) Re(1 —z) < 3,
5) |z — 2i| <3, 6) Re (2) =c, Im(2) =,
7)1 < |z <3, 8) z =t2+itt, teR.
Exercice 20 - Soient z; et zo deux nombres complexes tels que z1Z2 # 1. On pose
-2
1— 212y

Montrer que
|zl =1<|z1/=1 ou |z]=1

Exercice 21 - Trouver I’image de 1’ensemble

A={zeC,|z| <1}
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par les applications suivantes

1) f(2) = 22 +1, 9)f(2) = -

Exercice 22 - Calculer
1) sin(1—4d), 2) In(=1), 3) (=3)¥", 4) In(1+1i),

5) i, 6) arcsin(i), 7) (cos(i))’,  8) (=1)V2

Exercice 23 - 1) Déterminer les nombres complexes solutions de z* = 1.
2) Déterminer sous forme trigonométrique les solutions de I’équation

2 =8(1 —iV3).

3) Soit
V6—v2  V6+V2
a = 5 +1 5 .

Vérifier que a* = 8(1 — i1/3) et en déduire sous forme algébrique les résultats du
2).

11 11
4) En déduire les valeurs exactes de cos (1;) et sin (127r> .

Exercice 24 - 1) Résoudre 1’équation 23 = 1 en utilisant la forme exponentielle.
2) On note j la solution complexe de partie imaginaire positive.

a) Vérifier que ;2 est aussi solution.

b) Montrer que j2 = % =3

¢) Calculer 1 + j + j52.
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2.1 Exercices corrigés

Exercice 2.1. Soit la fonction f définie par

z2 20

— z
F(z) =1 lzI’ ’

0, z=0.

Montrer que f est continue partout dans C mais n’est pas analytique en aucu
point sur C.

. _ . 72 . .
Puisque Z et | z| sont continues sur C*, £ est continu sur C*. Par conséquent, f est
||
continue sur C*. Pour voir qu’elle est continue en 0, il suffit de montrer que

2

. .z
/B =1 =0=/0
Cela découle de
2 ‘2’2
lim || = lim — = lim |z| = 0.
z—0 ’z‘ z—0 |z’ z—0
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Par conséquent, f est continue partout sur C.
Pour montrer que f n’est nulle part analytique, il suffit de montrer que les
relations de Cauchy-Riemann ne sont pas vérifiées sur C.

Ona ) ) )
z e — —2x
flz) =2 = Y 4 y_
|z /22 + 42 /22 4 42
Posons U(z,y) = \;% etV(z,y) = \/%, nous avons le calcul suivant
Te+y reTy
ouv 2x (:1:2 — y2) x
ox R /122 +y2 (:1;2 _{_g/2)3/27
o -2z n 22y
8y /xZ _|_y2 ((L‘Q +y2)3/27
et
o =y (z* = 9%y
oy /2242 (a2 +y2>3/2’
9% —2y 212y

ox /22 42 (22 +y2)3/2

Ainsi, pour tout z # 0,

oU v
dx 7 Oy’
oU oV
oy " o

Par conséquent, f n’est pas analytique sur C.

Exercice 2.2. Soit g : C\{0} — C définie par

.Y
— 1 .
2 +y? x?+y?

g(x +iy) =

La fonction g est-elle holomorphe sur C\ {0} ?

Soit g : C\{0} — C définie par

.Y
242 2

g(x +iy) =
Posons
T

U(.’L’,y) = 22 + y2’
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et
_ -y
22 4+ g2

v(z,y)
Les dérivées partielles de u et v sont données par

ou —z% + y?

B @1
ov —x? + 92

[ Oy (@2 +y?)?

et
87u 2wy
oy~ @y
v 2xy

( 0z (22 +y2)?

Nous remarquons que les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites sur C\{0},
c’est a dire,

ou  0Ov
ox Oy’
ou v
dy Oz

Ce qui implique que, pour tout z € C\{0}, la fonction f est holomorphe.

Exercice 2.3. Soit g : C — C définie par
g(z + iy) = €*® [cos(2y) + isin(2y)] — iy + =.

La fonction g est-elle holomorphe ?

Posons u(z,y) = €2 [cos(2y)] + z et v(z,y) = €** [sin(2y)] — y. Les dérivées
partielles de u et v sont données par

gz = 2¢*" [cos(2y)] + 1,
g: = 2627 [cos(2y)] — 1,
gz = —2¢% [sin(2y)],
gz = 2¢** [sin(2y)] .
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Nous remarquons que les conditions de Cauchy-Riemann, c’est a dire,

ou  Ov
ox Oy’
ou v
dy o

ne sont pas satisfaites, pour tout x et . Ce qui implique que la fonction f est n’est
pas holomorphe.

Exercice 2.4. Soit z = x + iy ou x et y sont deux réels et soit la fonction

f(z) = (—€e®siny + 3) + i(e®* cosy + 5).

Montrer que f est analytique (holomorphe) dans C

Soit f(z) = (—e”siny + 3) + i(e” cosy + 5). Posons
u=—e"siny + 3, v=e"cosy + 5.

En utilisant les conditions de Cauchy-Riemann, on obtient

ou ov

— = —e"siny = — = —e"sin
ou . v -

- = —e’cosy = ——— = e" cosy.
y 4 oz 4

Ainsi, f est holomorphe dans C.

Exercice 2.5. Soit z = = + iy ou x et y sont deux réels et soit la fonction

f(z) = e~V cos(2xy) + ie®’ v sin(2zy).

Montrer que f est analytique (holomorphe) dans C.

Pour z € C, prenant f(z) = e =v* cos 2zy) + ie®~¥” sin 2xy). Posons
P

u(z,y) = ™’ v cos(2zy) et v(z,y) = e’ v sin(2zy).
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Les dérivées partielles de u et v sont données par

0

8—u = 22" V" cos(2zy) — 2ye” Y’ sin(2zy),
T

ov 2202 22—g2

i —2ye™ 7Y sin(2zxy) + 2ze™ Y cos(2xy),
Y

8u 2_ .2 2_,2 .

90 = —2ye™ 7Y cos(2xy) — 2xe™ Y sin(2xy),
Yy

ov 2 9 . 2 .2

i 2xe™ 7Y sin(2zy) + 2ye® Y cos(2zy).

\ Oz

Nous remarquons que les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites pour tout
x,y € R, c’est a dire,

ou v
oxr Oy’
ou v
dy Oz

Ce qui implique que, pour tout z € C, la fonction f est holomorphe. Ainsi, f est
analytique sur C.

Exercice 2.6. Soit g : C — C définie par

g(x + iy) = 22 — y? — 2ixy + 2z + 2iy.

La fonction g est-elle holomorphe ?

Posons u(z,y) = 2% — y% + 2z et v(z,y) = —2xy + 2y. Les dérivées partielles
de u et v sont données par

ou
— =2 2
9 T+ 2,
ov
— =2 2
3y T+ 2
et P
U
= _ 9
y Y
ov
— = —2y.
ox Y
Nous remarquons que les conditions de Cauchy-Riemann, c’est a dire,
ou_ o
oxr Oy’
Ou v

ay  ox
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sont satisfaites pour (x,y) = (0,0). Ce qui implique que la fonction f est holo-
morphe au point 0.

Exercice 2.7. Soient z = x + iy et V la fonction définie par

1
V:(z,y) = zy® — gm?’.

1) Montrer que V' est harmonique.
2) Trouver une fonction U telle que la fonction complexe f(z) = U(x,y) +
1V (x, y) soit holomorphe.

Soient z = x + iy et V la fonction définie par

1
V:(z,y) — zy® — §x3.

1) Remarquons que la fonction V' admet des dérivées partielles d’ordre 2 continues
dans R? et

o0*V o0*V 5
5 =2z, S5 =22
0z T 0y? ’
ce qui donne
o’V 9*v
5t 55 =0.
ox?  Oy?
Ainsi, V est harmonique.
2) Trouver une fonction U telle que la fonction complexe f(z) = U(x,y) +

iV (z,y) soit holomorphe. Si f est holomorphe alors les conditions de Cauchy-
Riemann sont vérifies, c’est a dire,

ou _ov
oxr Oy’
o _ _ov
oy  Ox’
Donc,
ov_ov
or Oy v
oU oV )
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Nous avons par intégration en x et par dérivation en y,

oUu
Y9
ax :By?
= U(z,y) = /Qxyd:c =22y + c(y),
ou

gY /
5y =)

D’apres la deuxieme condition de Cauchy-Riemann, on a

60[; =% — >
Par conséquent,
dy) = —y*=cly) = —%y?’ +c¢, ceR
D’ou,
Ulz,y) = zy — %y?’%—c, c €R,

et la fonction f prend la forme

1 1
f(z):ny—yB—i-c—i—i(ny—a:B), ceR.

3 3

Exercice 2.8. 1) Montrer que la fonction
U(z,y) =22° —6xy’ + 2® —y® —y
est harmonique.

complexe
f(z) = U(:IZ, y) + iV(.’B, y)

soit holomorphe.

2) Soit z = x + iy. Trouver toutes les fonctions V' (x, y) telle que la fonction

1) Nous remarquons que la fonction U admet des dérivées partielles d’ordre 2

continues dans R?, ce qui donne

U

Oz y

ou
= 622 — 612 + 2, — = —12zy — 2y —1,
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et,
02U 02U
Ainsi,
0’U  9*U
AU = — + —5 =0.
Ox? + Oy?

Donc, la fonction U est harmonique.

2) La fonction f est holomorphe si et seulement si
ou_ov. oU_ v
oxr Oy oy Oz’

Ainsi,

ov

T 6x% — 6y* + 2z (1)
)%

— =12 2 1 2
e zy + 2y + (2)

En utilisant (1), nous avons

Vix,y) = /(6$2 - 6y2 +2x)dy = V(x,y) = 6x2y — 2y3 + 2zy + c(x).

D’autre part,
ov
— =12z 2 d(x).
52 y+2y+c(z)
En utilisant (2), nous avons
dx)=1=c(z)=x+c ol ¢ est une constante.

Ainsi,
V(z,y) = 62y — 2y + 22y + = + c.

Exercice 2.9. Soit = = x + iy ou x et y sont deux réels et soit la fonction

f(z) = xe Y cos(x) — ye Ysin(x) + i(ye Y cos(x) + xe Y sin(x)).

Montrer que f(z) est analytique dans C.
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On pose
u(z,y) = ze Y cos(x) —ye Ysin(z) et wv(z,y) =ye Ycos(z)+ze Ysin(z).

La fonction f est holomorphe si elle vérifie les conditions de Cauchy-Riemann
suivantes

ou Ov ou ov

Ainsi, nous remarquons que

Ou = e Ycos(x) — xe Ysin(x) — ye Y cos(x).
Ox

ov _ _ o

— =e¢ Ycos(x) —ye Y cos(x) — ze Ysin(x).
dy

et

ou _ Ly o

5, = e Ycos(z) — e Ysin(x) + ye ¥ sin(x).
Y

ov o y -

5 = Ve Ysin(z) + e Y sin(x) + xe Y cos(z).
x

Ceci implique que la fonction f est bien analytique dans C.

Exercice 2.10. Soit z = x + iy ou = et y sont deux réels et soit la fonction
f(z) = ax + iy + ie®.

1) Mettre f(z) sous la forme U (x,y) + iV (xz,y).
2) Déterminer la constante a pour que la fonction f(z) soit holomorphe.

Nous avons la fonction f donnée par
f(2) = ax + iy +ie®.
Nous remplagons z = x + 1y, nous obtenons
fz +iy) = ax + iy 4+ ie® " = ax + iy + ie®(cosy + isiny).

Ainsi,
{ U(z,y) = ax — e®siny,

V(z,y) =y + " cosy.
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2) La fonction f est holomorphe si elle vérifie les conditions de Cauchy-Riemann :

ou oV
dx 9y’
ou oV
dy  Ox
Ainsi, nous avons
oU oo
9 a — e*siny,
a—v =1—¢€"siny
oy ’
et
oUu .
87y = —e®cosy,
oV .
9 = e’ cosy.

Ceci implique que @ = 1.

Exercice 2.11. Supposons que f est analytique dans un domaine 2 avec la

condition
ou ov
— + — =0 dans
ox Oy

ou u est la partie réelle de f et v est la partie imaginaire de f.
Montrer que f’ est constante dans Q2.

D’apres la premiere équation des conditions de Cauchy-Riemann,

ou Ov ou

guL Uy
ox * oy Ox ’
impliquant que u(x,y) = u(y).
Aussi, 5 5 5
u v v
LIV 9%
Ox + oy Ay ’

impliquant que v(z,y) = v(x).
D’autre part, d’apres la seconde équation des conditions de Cauchy-Riemann, on a

ou @_ ,
G =) = —5 = @),

Ainsi,
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Puisque
ou ov
/ = — | — — ) EY)
fi(z)= o —Hax 0+:iC=iC, CEeR,

alors f’ est constante dans ().

Exercice 2.12. Supposons que f soit holomorphe dans un ouvert 2. Montrer
que dans I’un des cas suivants :

(a) Re(f) est constante,

(b) Im(f) est constante,

(c) | f| est constante,

on peut conclure que f est constante.

Soit £(2) = f(2,y) = u(z,y) + iv(z,y), o 2 = z + iy.
(a) Puisque Re(f) = constante,

0
Ou g, 9u_y,
Ox oy
En utilisant les relations de Cauchy-Riemann,
0
v _ _Ou_
oz y
Donc, dans {2, 5 5 5
, f v O0v
=——=—+i—=0+0=0.
7 Oox 8x+18:c +
Ainsi, f(z) est constante.
(b) Puisque Im/(f) = constante,
0
Py, Py,
ox oy
En utilisant les relations de Cauchy-Riemann,
ou Ov
or 0Oy
Donc, dans €2,
af Ju v
"N=L =" 44— =0+0=
7 Jdxr  Ox * e +

Ainsi, f est constante.
(c) Puisque | f| = Vu? + v? est constante,

2, .2
Ozﬁ(u —i—v)_u@ ov
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En utilisant les relations de Cauchy-Riemann, nous obtenons

ov ov
i = = 2.1
u@y + v@m 0, (2.1)

ov ov
P ZZ 0. 2.2
“ax+”ay 0 2.2)

On multiplie la premiere équation par u et la seconde par v, on obtient

ov 50V
or oy

Additionnons ces deux équations, nous obtenons

0 0
u2—v+v2—v

dy dy 0,

ou encore

ov

2 2

— = 0.

(@ +7)5

Si u? 4 v? = 0 et puisque u, v sont réels alors u = v = 0, et donc f = 0 qui est
constante.

Si u? + v? = 0, donc % = 0, ainsi par (2.1), (2.2) on a % = 0, et en utilisant les

relations de Cauchy-Riemann, %Z =0.D’ou

y_0f _Ou Ov _
f—ax_8x+18x_0'

Ainsi, f est constante.
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2.2 Exercices supplémentaires

Exercice 25 - Soit la fonction complexe suivante :
f(2) = Re(z) x I'm(z).

Etudier la dérivabilité de f par deux méthodes.

Exercice 26 - Soit z = x + ¢y ol x et y sont deux réels et soit la fonction
f(2) = ax® — y* + ibxy.

Déterminer les constantes réelles a et b pour que la fonction f(z) soit holomorphe.

Exercice 27 - Soit z = x + iy ol x et y sont deux réels et soit la fonction

f(2) =z + 2ye® +i(y + y2e%).
Examiner si la fonction f est holomorphe dans C.
Exercice 28 - Soit z = x + iy ou z et y sont deux réels et soit la fonction
f(z) = 2 +sin(iz).

1) Trouver les parties réelles et imaginaires de la fonction f.
2) Montrer que f est analytique (holomorphe) dans C.

Exercice 29 - Soit f : C — C définie par f(z + iy) = x + 2ixy. La fonction f
est-elle holomorphe sur C ? Préciser I’ensemble des points de C ou f holomorphe.

Exercice 30 - Soit z = x 4 1y ol z et y sont deux réels et soit
f(2) = 2% 4 Z + cos(iz), z e C.

1 - Trouver les parties réelles et imaginaires de la fonction f.
2 - Par deux méthodes différentes, étudier la dérivabilité de la fonction f.

Exercice 31 - Ecrire la fonction complexe
f(2) = |2 + 322,

sous la forme u(z,y) + iv(zx,y) avec z = x + iy, puis étudier la dérivabilité de
cette fonction.

Exercice 32 - Soit f la fonction de la variable complexe z = x + ¢y ol x et y sont
deux réels et f(z) = u(x,y) + v(x,y). Supposons que u soit la fonction définie
dans R? par

u(z,y) =zt — 622y% + gy,
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Déterminer la fonction v telle que la fonction f soit holomorphe.
Exercice 33 - 1. Montrer que la fonction
V(z,y) =2zy —y? — 2y + 2 — 3z

est harmonique.
2. Soit 2 = x + iy, trouver une fonction U(z,y) telle que la fonction complexe
f(z) =U(z,y) +iV(z,y) soit holomorphe.

Exercice 34 - Soit z = x + iy ol z et y sont deux réels.
1 - Soit la fonction

f(2) =3z —y+5+ilax+ by —3).
Pour quelles valeurs de a et b; la fonction f est holomorphe sur C?

2 - Soit la fonction
z

g(z) = ze =

- Mettre g(z) sous la forme U (z,y) + iV (z,y).
- Vérifier que U et V vérifient les conditions de Cauchy-Riemann.

Exercice 35 - Soit la fonction complexe
fz2) =224+ 2+1.

- Calculer u et v tel que f(z) = u(z,y) + v(z,y) avec z = x + 1y.
- Montrer que f est holomorphe sur C.
- Montrer que u et v sont harmoniques.

Exercice 36 - Soit la fonction complexe
f(2) =224 alz)? +1, avec « € R.

- Calculer u et v tel que f(z) = u(z,y) + iv(z,y) avec z = x + 1y.
- Déterminer o pour que f soit holomorphe sur C.
- Pour cette valeur de o, montrer que u et v sont harmoniques.

Exercice 37 - Ecrire la fonction complexe
f(2) = 22+ R(2) + Im(2)

sous la forme u(z,y) + iv(x,y) avec z = = + iy, puis étudier la dérivabilité de
cette fonction.

Exercice 38 - Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont holomorphes

v

1) Im(z), 2)e*,  3)2°+5iz+3—14,  4)(Re(2))>
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Exercice 39 - Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont analytiques

1) z€®, 2) 722, 3) sin(3z), 4) ™’ cos(2xy) + je” v sin(2zy).

Exercice 40 - Soit z = x + iy ou z et y sont deux réels et soit la fonction
f(2) = 2% + azy + by + i(cx® + dzy + 7).

Pour quelles valeurs de a, b, c et d, 1a fonction f est holomorphe sur C?

Exercice 41 - 1) Soit v(z,y) = 22 — ¢ + .

1)Montrer que v est harmonique.
2)Trouver une fonction f holomorphe sur C dont la partie imaginaire est v.

IT) Trouver la constante a € R pour que la fonction u(z,y) = > + ax?y soit
harmonique.






Chapitre 3

Intégration complexe

3.1 Exercices corrigés

Exercice 3.1. Calculer ’intégrale complexe suivante :

/ 2Z + 5dz, avec < estlesegement: [¢ 4+ 1,1].
¥

La paramétrisation du chemin est donnée par :
Yy =(@G+1)A—-t)+1xt=1i+1—it, 0<t<1.

Clairement, on a

Par définition, nous obtenons
1
/ 2% 4 5dz — / (=20 4+ 2+ 2it + 5](—i)dt.
¥ 0
Par conséquent,

/2z+5dz = —i[-i+7=-1-Ti.
.
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Exercice 3.2. Calculer I’intégrale suivante
/ (22 + 32)dz,
~

ou
1) ~ : le segment de droite joignant les points (0, 0) et (0, 1).
2) v : le quart de cercle de centre (0, 0) joignant les points (2, 0) et (0, —2).

1) La paramétrisation du segment de droite joignant les points (0, 0) et (0, 1) est
y(t)=it, 0<t<1, avec ~'(t)=1.

Nous avons

/7(z2+3z)dz = /01 ((it)? + 3it) idt = i/ol(—t2+3it)dt = ([_f]; + 3i [tﬂ ;) .

Alors,
-3 1

/7(z2—|—3z)dz: 5 "3

2) La paramétrisation du quart de cercle de centre (0, 0) joignant les points (2, 0)
et (0, —2) est

y(t) = 2€, ¢ varie entre 0 et %ﬁ avec 7/ (t) = 2ie™.

Ainsi,

—m/2 —/2 . , :
/ (22 + 32)dz = / (462” + 6e') 2ie’dt,
0 0

—7/2 ] )
= 4i/ (2¢3 4 3% dt,
0

/2 q-T/2
— 4 |:2-€37,t:| + |:3.€22t:| ’
3t 0 21 0

A z —3mi/2 E —im
=4i <3i(€ 1)+ 21'(6 1)) ,

= 4i <32Z(z 1)+ %(—1 - 1)) :

8 44

3 3
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Exercice 3.3. Calculer I’intégrale suivante :

/ zdz, avec v = 1 U 2 est le chemin suivant
¥

- >

_________ _-_— - —

La paramétrisation des chemins est donnée par :
() =i—it, 0<t<1, y(t) = —1,

et
()=t 0<t<1, w(t)=1.

/zdz = /zdz—l—/ zdz,
Y 71 Y2

1 1
_ /O (=i + it) (—i)dt + /0 [1)(1)dt,
= —0.5405=0.

Par conséquent,

Exercice 3.4. Calculer I’intégrale curviligne suivante

/(22 + 3|z|%)dz
v

ol v = 1 U 73 est le chemin suivant :
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71

\/

~
—9 - Y2

\V]

Rappelons que v est le demi cercle de centre zy = 0 et de rayon r = 2 et 3 est le
segment reliant —2 a 2.

Donc, nous avons les deux paramétrisations (sachant que d’autres paramétrisations
sont possibles)

nt)y=2¢", 0<t<m et )=t -2<t<2

Alors, en appliquant la définition pour le calcul des intégrales complexes, nous
obtenons

/(2z+3|z|2)dz = /(2z+3!z|2)dz+/ (22 + 3|2*)dz,
Y 71 Y2
2

— / (4e™ 4+ 12) x 2ie™ dt + / (2t + 3t%) x 1 dt,
0 -2

= 4¢/ 2 + 6e'dt + 16 = 8mi — 32.
0

Remarque : Comme une deuxieme méthode, on peut paramétriser le chemin o
par
Yo(t) = =21 —t)+2t, 0<t<I1.

Le calcul découle de la méme maniere en utilisant la définition d’intégrale com-
plexe.

Exercice 3.5. En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer les in-
tégrales suivantes

2

————dz
lz—i]=1 (2 —1—3) ’

1)

ez
2 / S
) lz—1—i|=3 (2 —1— 2)?
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1/ La singularité de f est
zo =1+ 3.

Nous remarquons que i+ 3 est & I’extérieur du domaine inclus dans |z —i| = %

Autrement dit, la fonction f est holomorphe sur ce domaine. Le chemin en consi-
dération est fermé et le domaine pris est simplement connexe.

Cette intégrale vaut zéro d’apres le théoreme de Cauchy. Ainsi,

[oricton -
izt (2—i=3) 7

2/ La singularité de f est
zo =1+ 2.

Cette singularité est a I’intérieur de notre domaine. Les conditions de la formule in-
tégrale de Cauchy sont satisfaites (chemin fermé, domaine S.C, e* est holomorphe).

Ainsi, I'intégrale se calcule comme suit
eZ
I = / S —
|z—1—i|=3 (2 —i—2)?
= 2mig(i 4+ 2) = 2mie' T2,

avece
g(z) =€

Exercice 3.6. Calculer les intégrales suivantes

e+ z e+ z

1) |z|:% (Z — l)(z aF @) dz, 2) |z|=3 (Z = z)(z + ’L) dz.

1/ Les singularités de f sont
t et — .

Nous remarquons que 7 et —i sont a 1’extérieur du domaine inclus dans |z| = %.
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Autrement dit, la fonction f est holomorphe sur ce domaine. Le chemin en consi-
dération est fermé et le domaine pris est simplement connexe.

Cette intégrale vaut zéro d’apres le théoreme de Cauchy. Ainsi,

e’ +z
/|Z_411 (z—1i)(z+1)

2/ [On peut aussi utiliser le théoreme des résidus] Les deux singularités de f
{ et —1

sont a I'intérieur du domaine. On applique la formule généralisée de Cauchy pour
ramener le calcul d’intégrale au calcul de la somme des intégrales autour de chaque
singularités.

Les conditions de la formule intégrale de Cauchy sont satisfaites (chemin fermé,
domaine S.C, fonctions holomorphes). Ainsi, I’'intégrale se calcule comme suit

/Iz|3 (Z—ez';(rz:@dz N /71 (zgf)i) dz+/72 (5(_2)7;) dz,

— 2milg(—i) + h(i)]

et —1 et + i
= 2m 2
(e’ 5 + 2m 5
avec
(2) e’ +z ef+z
z) = e
g —i 2t

Exercice 3.7. En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer les in-
tégrales suivantes

iz 2
1
1) dez’ 2) / idz.
|zj=4 (2 — ) l=+21=2 2(z +1)

1/ Nous avons zp = 7 est bien a I'intérieur du cercle de centre O et de rayon 4. De
plus, la fonction g(z) = ze*® est holomorphe sur C qui est simplement connexe
(donc aussi sur le disque |z| < 4).
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Par conséquent,

/|_4(262d2’ = 2mig'(m),

z—)

= 2mi(—1— mi).

2/ Par un raisonnement similaire, nous avons cette fois-ci zp = —1 est bien a I’in-
térieur du cercle de centre —2 et de rayon 1.5.

De plus, la fonction g(z) = (22 + 1)/z est holomorphe sur le domaine de bord
~ qui est simplement connexe. Par conséquent,

2
1
/ Ldz = 2mig(—1),
|z+2|=

=3 z(z+1)
= —4m.
Exercice 3.8. Calculer I’intégrale suivante :
/ 21z dz, avec ~ estle chemin |z —i| = 2.
.y

La paramétrisation du chemin est donnée par :
y(t) =i+ 2", avec 0 <t <2m.

Par conséquent,

2Tr
/2izdz = / —i + 2e”")24e" dt,
o 0

s
= 4/ [—ie' + 2]d
0

= —4[—¢i + 212" = —16m.
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Exercice 3.9. En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer

e*
1 ——dz
)/|z—2|=1 22 — 62 ’

e
2 ———dz
)/|z_2|=3 22 — 6z ’

eZ
3) 2—dz.
|z—2|=5 2% — 62

1) Nous calculons I’intégrale suivante

z
(&
—dz
5 .
/z2|:1 2% — 6z

)

o
6
e

La fonction

ez

P
22 — 62

est holomorphe a linterieur du cercle |z — 2| = 1, alors d’apres le théoreme de

Cauchy
eZ
dz = 0.
/|2’2=1 Z2 — 6z

2) Nous avons

z z
/ 3 € dz = / eidz.
|o—2]=3 2~ — 62 z—2|=3 2(2 — 6)
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»
!

AN
i

Posons f(z) = %, alors f est holomorphe a I'intérieur du cercle |z — 2| = 3,

ainsi d’apres la formule intégrale de Cauchy, on a

z 1 ¥
/ c dz:2m'f(0):27ri—:—ﬂ.
\

2
z—2|=3 #7 — 6z

3) Soient y; un cercle de centre O et de rayon 71 et v un cercle de centre 6 et de
rayon r9 (comme dans la figure).

Ainsi, nous avons

e
7dz =
2
/|22:5 2% — 6z

avec

et
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Les fonction g et h sont holomorphes a I’intérieur de ~y; et o, respectivement.
Ainsi d’apres la formule intégrale de Cauchy on obient

eZ
dz = 2mig(0) 4 27wih(6),
/|z—2|5 22 — 62

1 €S
= Omi(—= 4 —
i 5 + 6)

ef—1 |

= i.

3

Exercice 3.10. En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer les

intégrales suivantes
2

1) / S
—' z
sl=1 (2 — 20)2

2) /| cos(mz) .

smil=2 (2 + 20)2(z — 2i)2

ez
3 dz.
) /|z|=3 z2(2%2 — 22+ 2) *

22

1) Nous remarquons que la singularité de la fonction =272 st 27 qui est a I’exté-

rieur du cercle |z| = 1.

-
N

NI

Donc la fonction est holomorphe a I’intérieur du cercle. Ainsi, par le théoreme de

Cauchy,
eZ
——=dz = 0.
/z|=1 (Z - 21)2
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2) Considérons maintenant cette intégrale

cos(7z)
/Zi:Q (z+20)%(z — 2i)2dz

Les deux singularités de la fonctions f sont —2¢ et 2¢. Le point —2¢ est a I’extérieur
du cercle |z — i| = 2 et le point 2i est a I’intérieur de cercle.

\

1 —2i

Ainsi,

cos(mz) B f(2) 3
/|z—i|2 (2 + 20)%(z — 21')2dz a A—i|2 (z — 2i>2d 7

cos(7z)
(2 +2i)2°
En utilisant la formule intégrale de Cauchy, nous avons
cos(7z) 27,
dz = — f'(2i).
R e

La dérivée de f est donnée par

avec

flz) =

—7(z + 2i)?sin(nz) — 2(z + 2i) COS(ﬂ'Z)'

f/(z) = (z+2i)4

Ainsi,

/ cos(mz) gy — —27? sinh(27) + 7 cosh(27)
smijme (2 +20)2(2 = 20)27 16 ’

3) Soit I’intégrale suivant

eZ
dz.
/|Z:3 22(22 — 22+ 2) :
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La fonction

eZ

22(22 =22+ 2)

possede 3 singularités 0, 21 := 1 + 7 et 29 := 1 — i. (Notons que le polyndome
22 — 2z + 2 = 0 posséde un A = 4i?). Nous remarquons que ces 3 singularités
sont a ’intérieur du cercle |z| = 3.

\/

Ainsi, nous avons

e* d e® d e® d
/|Z:3 22(22 =22+ 2) o7 [n 22(22 —=22+2) et /rz 22(22 =22+ 2) ©

+/ “ d
vy 22(2% =22+ 2) ?

-
- 11'2 '(0) + 2mig(z1) + 2mih(z2),
avec
/() 22 —22+42’ 9(=) 22(z — 29)’ ? 22(2 — 21)
Ainsi,

e’ d el +i i
= 2mi(1 omi | — o ‘
/Izlg 22(22 = 22+42) 2= 2mi(1) + 7iZ< 1 )—i— m( 1 )

Exercice 3.11. Calculer ’intégrale suivante

f,ﬁ zdz, avec
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A A
«1 1
Ba! Y2
Y
> -
0 0

La paramétrisation du chemin v, est donnée par

7 (t) = it, avec —1<t<1.

1
/ zZdz = / —iti dt = 0.
71 -1

D’un autre c6té, vo est donné par y2(t) = e’ avec ¢ varie de —7/2 2 —37/2. Nous
avons,

Alors, nous obtenons

_ 37

2 it )
/ zdz:/ e e dt = —im.
M -

INIE]

Exercice 3.12. Calculer les intégrales suivantes
1) f,y(z2 + 2z2)dz, ou 7 est le segment de droite [0, 2 + 7]
2) f7 423dz, ou - est le quart de cerle de centre O et de rayon 2.

1
3) i (1,244 = 9%

4) ~ mdz, ou - est le cercle de rayon 2 et de centre 1 + 2.

5)]. y Re(z)dz, ou v est un cercle de centre 0 et de rayon 1.

(1) L’intégrale est donnée par (y(t) = (2 + i)t avec 0 <t < 1)

/ (22 +22)dz = / (2P 2 D2+ it =22 1)
[0,2-+i] -1
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(2) Nous avons

/ 423dz = 4 / * 8e314¢it dt = 64 / et g — .
o 0 0

(3) La paramétrisation est donnée par
Yyt =(1—-t)+(2+it, 0<t<I1

Nous obtenons

/ L —/11“dt—[1n(1+(1+')t)]1—1n(2+')
[172+Z’}Z = 0 1+(1+Z)t N ! 0 Y-

(4) La paramétrisation est donnée par

y(t)=1+i+2e",  0<t <2

Py 2ﬂ1+’i+2€it )
. — - 2 (2ie) dt.
/mm—z)? : / (—2emp 7€)

On obtient

z i [T i it
,dZ:/ 1+4+2e")e ™ dt = 2im.
/Y (1 —+ 1 — Z>2 2 0 ( )

(5) Nous avons

= o0 it | —it
/Re(z)dz = / Zt “dz = / i(ie”) dt =im.
v y 2 0 2

Exercice 3.13. En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer I’inté-
grale suivante

dz.

/ sin(mz2) + cos(wz?)
|z|=2 (z—1)(z—2)

2

Nous remarquons que la fonction

sin(72?) + cos(mz?)

(z—1)(z—2)

posseéde deux singularités, 1 et 2.



3.1. Exercices corrigés 51

\

Ainsi, la fonction f est holomorphe a I'intérieur de |z| = % (2 n’appartient pas).
Donc,

sin(722) + cos(7z?) L
/|z|=g (z—1)(z—2) dz = 2mif(1).

avec
sin(72?%) + cos(mz?)
(z—-2)

f(z) =

Ceci implique que,

dz = 2mi.

/ sin(mz?) 4 cos(mz?)
=2 (z—1(z-2)

Exercice 3.14. En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer les
intégrales suivantes

1
Y /|z|=2 G- +2:-3)"

52
2 dz,
) lz21=2 (2 — 2)(2% + 4) ©
z+1
3 dz.
)/|z|:3 z(22 — 4iz — 4) *
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1/ Les singularités de f sont
zZ0 =1, z1=1 et 29 = —3.

Tout d’abord, nous avons

1
o= /|z=2 (z —9)(2* + 22 — 3)dz’
= L dz
=2 (2 =) (z = 1)(2+3)

Ainsi, I'intégrale se calcule comme suit

1 1
b= /71 (z —1) ! +/72 (z—-1) =
. . . 1 1
= 27i[g1(d) + g2(1)] = 27i [(i “1)(i 1 3) + 41—1)]°
avec 1 1
g1(z) = TTOGETE) et ga(z) = R

2/ Les singularités de f sont
z0 = 2, z21 =21 et z9 = —21.

Tout d’abord, nous avons

22 22
b f et < e e

Cette intégrale vaut zéro d’apres le théoreme de Cauchy. Ainsi,

22
Iy = ——————dz = 0.
2 /|z:§ z-2)2+4)"

3/ Les singularités de f sont
z0=0 et z1 = 21.

Tout d’abord, nous avons

z+1 z+1
Iy = —————dz = ——dz.
? /z|3 2(22 — 4iz — 4) : /|Z3 2(z — 21)2 :

Ainsi, I’intégrale se calcule comme suit

z+1 z+1
—92)2
L o= /(z 2i) dz+/ . ——
gt c V2 (z — 2i)

= 27i[g1(0) 4 g4(23)] = 2mi {_41 + ﬂ =0,
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53

avec

91(2) = m7

et

92(2)

intégrales suivantes :

cos(mz)

1)/ “ 4
——az
|z|=1 z(z—1) ’

e3z
3)/ 5 dz,
lz+1]=1 2% + 1

5)

s Z+ D) (z—2)

1
g /|z|=1 ETe

Exercice 3.15. En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer les

ez

2 % 4
) z—1=1 2(z —1)

iz

e
4 v
) /|z+i|=1 (224+1)2

6) / A
—az
1=z (2 —1)3

(1) I'y a une singularité en O (le point 1 n’est pas dans le domaine de bord le cercle

|2| = 3) et donc nous avons

2

dz =2mif(0) = —2mi,

avec (clairement, cette fonction est holomorphe sur le domaine de bord le cercle

2] = 3)

(2) De la méme maniere nous avons

s
s—1l=4 2(z2 — 1)

avec

(3) Les singularités sont

dz = 2miif(1) = 2mie,
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et nous avons

632 632
/ 27(12 = / —dZ
let1]=1 2° +1 lz41l=1 (2 —1)(2 +14)

Cette intégrale vaut zéro d’apres le théoreme de Cauchy. Ainsi,

632
———dz =0.
/z+1|:1 22 +1

(4) Tout d’abord nous avons

[y S —
zil=1 (2% +1)2 oij=1 (2 =02 (2 +0)2

En utilisant les formules intégrales de Cauchy, nous obtenons

61',2
gz =2mif'(—=i) =0
/|2+i|:1 (224 1) @ = 2mif (=) =0,

avec ‘
6ZZ
f(Z) - (Z . 1)2
(5) Les singularités de f sont
zo=—1 et 29 = 2.
Ainsi, I’intégrale se calcule comme suit
cos(mz) cos(mz)
/ cos(nz) / (:-2) dH/ EESI
|z|=3 (Z+1)(Z_2) ot z+1 Y2 (2_2)
. =1 1 4mi
avec
z+1 z+1
91(2) = -2 et ga2) = P

(6) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, nous avons

/ Ziezdz = 2mi () = 3emi
|z—1]=2 (2 — 1) 2! ’

avec
f(z) = ze®.
(7) En utilisant les formules intégrales de Cauchy, nous avons

1 " -1
/ Bidz = 27Tif (0) = —i,
|z|=1 z (Z - 4) 2' 32
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avec

Exercice 3.16. Calculer ’intégrale curviligne suivante

[ =i

ou ~ est le contour suivant :

2
\/

Le chemin ~ est un demi-cercle de centre 1 + ¢ et de rayon 1. Ainsi, nous avons

™ s

H=1+i+e —Z<t< -,
~(t) +1i+ e, 5 St<3

7 (t) = ie'.

L’intégrale curviligne devient

[t [ ()
v (2 —=1-1) _ et
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Exercice 3.17. En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calucler les
intégrales suivantes

eZ
1 ——dz
) /|z|=4 22(z2 4+ w2)
e3z
o[
lz4+1]=1 2 + 1

2
4
3)/ 3 £ —i; dz
|z|=3 2° + 22% + 22

1) Nous remarquons que la fonction

ez

22(22 + 72)

possede 3 singularités 0, i et —i7r.
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:/WIJZ?dz+/W2(Zg£%dz+/%(Zh_f_%dz-

z

avec

f(2)

22 + 2’

Les fonction f, g et h sont holomorphes a I’intérieur de 71, 2 et 3, respectivement.
Ainsi, d’apres les formules intégrales de Cauchy, on obtient

/|| 4 mdz = 2mi f'(0) + 2mig(im) + 2mih(—ir),
zl=

1 ) 1 -1 21
= 271 <7T2> + 271 <27T3Z> + 271 <2ﬂ_31) = gt

2) Nous remarquons que la fonction
63z
22+1

est holomorphe a I'intérieur de |z + 1| = 1.

Ainsi, par le théoreme de Cauchy,

3z
&
dz = 0.
/Z+1|1 22 +1

2244
23 4222 422

3) La fonction

possede 3 singularité

0, z1:=—-1417 et zp:=—-1—1.
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|z} =

3
Ainsi,
2244 2244
S Ry Y dz = S R Y dz
lo|=3 2° + 22° + 22 m 20220+ 22
/ 224+ 4 I R
o 234222 422
/ 2244
z
,Y 23—1—222—1—22 ’
h
= / )d +/ 9(2) dz+/ (2) dz,
Y1 z Y2 (Z_ Zl) Y3 (Z - 22)
avec
22+ 4 22+ 4
f(z) = 21 19,19 9(z) = m,
et
244
h(z) = _Zrd
2(z — 21)

Les fonction f, g et h sont holomorphes a I’intérieur de 1, 2 et 3, respectivement.
Ainsi d’apres les formules intégrales de Cauchy, on obtient

244 —i4+2 —i+2
/ 324;dz22m'(2)+2m'< L >+2m'< Tt )
|2|=3 Z + 2z% + 2z —1—1 1 —1

Donc,

2
2“4 4
———————dz = 2.
/|Z| 325+ 222+ 22 FTem
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Exercice 3.18. Calculer ’intégrale curviligne suivante

/ |z|2dz
¥

ou v = 71 U 72 est le chemin suivant :

A2

72 N

Le chemin 7; est un quart de cercle de centre 0 et de rayon 2. Ainsi, nous avons
Y1(t) =2€",  0<¢< 5. Ainsi, v{(t) = 2ie”. L'intégrale curviligne devient

/2 . ,
/ \z|2dz:/ zzdz:/ (2e) (2~ ) (2ie™)dt
gt " 0

/2

T/2 elt i
= 8i/ edt = 8i [] =8(e'2 —1) =8(i — 1).
0

i
0

Le chemin 7 est un segment d’origine 2i et d’extrémité —2. Ainsi, y2(t) = 2i(1 —

t)—2t, avec 0 <t <1.Ainsi,v4(t) = 2i — 2. Lintégrale curviligne devient

12 %dz = / 2 = /01(_% 21— £))(—2t — 2i(1 — £))(—2i — 2)dt

= (—2i —2) /01 (462 + 4(1 = t)%)) dt = (—2i — 2) /01 (8t +4 —8t)) dt

8¢3 ! 8
= (—2i —2) [ + 4t — 4t2} = (—2i—2)-.
3 0 3
Finalement,

/\z|2dz:/ |zy2dz+/ 22dz = 8(i — 1) + (~2i — 2)°.
v 71 Y2 3
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Exercice 3.19. I) Calculer I’intégrale suivante

2
4

/Z+dz,

Y A

avec v donné dans la figure suivante :

La paramétrisation du chemin (quart de cercle positif de centre O et de rayon 2) est
donnée par :
~(t) = 2¢™, avec 0<t< g,
et
() = 2ie™.

Pa définition, on a

2 4 w/2 4 24t 4 )
/Z : dz:/o (62;) (2iet)dt..
.
Ce qui donne

2 4 w/2 ) 24t - -
/Z ha dz:4z'/ (¥ + 1)dt = 4i [e, 0/2+t|0/2].
Ny % 0 24

Donc,

2.4 ¢4 it _ 0
/Z+ dz:4i[e ,e +7r]:—4—|—2i7r.
N~ % 21 2

Exercice 3.20. En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer I’inté-

grale suivante
/ COSTTZ d
——d=z.
|z|=2 zz(z - 1)
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Soient 1 un cercle de centre 1 et de rayon 1 et 5 un cercle de centre O et de rayon
r9. Ainsi, nous avons

COSTTZ COS27|'Z %
cosTz / 2 g +/ =L g — 2mih(1) + 2ig (0).
/|z|=2 ZQ(Z - 1) m e 1 V2 2

Posons h(z) = “F% qui est holomorphe a I'intérieur de y; et g(z) = “*7% qui est

holomorphe a I'intérieur de ~2. Donc, d’apres les formules intégrales de Cauchy,

on obtient
COS T2 COSTTZ COSTTZ
2 —
[
l2j=2 22(2 = 1) pwZ2—1 va Z

= 2mih(1) + 2mi ¢g'(0).

Ainsi,

/||_2 %dz — 2mi(—1) + 2mi(—1) = —4mi.
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3.2 Exercices supplémentaires

Exercice 42 - Calculer I’intégrale curviligne suivante

[ (555

ol 7y = 1 Uy U3 est le chemin suivant

73
of »m 2

Exercice 43 - Calculer I’intégrale complexe suivante :

/ 4dz, avec v = AU B est le chemin suivant
¥

- - >

_________ _— - —>

Exercice 44 - Calculer les intégrales suivantes :
/z—ldz, avec v =[1—4, 1+ U144, —1+7],
71

et
/ 2i dz, avec 2 estle chemin |z —i| = 2.
2
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Exercice 45 - 1- Calculer I’intégrale suivante :

1
/ 5iz dz, avec ~y est le chemin d’équation |z —i| = 5
2l

2- Calculer I'intégrale suivante :

/ 22 —Z dz, avec v = C U D estle chemin suivant
gl

Exercice 46 - Calculer les intégrales suivantes :

e + 22 cos(z)
1 / dz, 2 / = dz,
) c(2,) (2 —2)? @) c(-idy (2 —1)?

e + 22 cos(z)
(3) /C’(i,l) (2 —2)2 a2 ) /C(i,l) (z —1i)? dz.

Exercice 47 - Calculer par deux méthodes différentes les intégrales suivantes :

1
1 / 22— 2z dz, 2 / ——— dz,
@) C(0,2) 2) C(24i3) Z — (2 +1)
3 / 2z —5i)? dz, / dz,
) C(5i,2)( ) C(i4i2) # — (i + z—(i+1)
(5) / 1—23%dz, / — 2 dz,
C(0,3) 31

(7) / 22 + 4z dz, (8) / % dz.
C(0,1) C(3i,1) 2 — 3¢

Exercice 48 - Calculer I’intégrales suivante

/]z\de, ol
g
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Y
v

Exercice 49 - En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer les intégrales

suivantes :
1)/ e*dz
|z|=2a 22 +a?’
3z
e
2)/ dz,
lz41l=1 22+ 1
eZ
3 ———dz,
)/|Z:4 22(2%2 + 7?) ?

4 /.Z:g, D229

Exercice 50 - En utilisant les formules intégrales de Cauchy, calculer les intégrales

suivantes
/ 2cos(z) @ ot / 2cos(z) &
|z—7|=1 # (Z - 71') |Z‘=% z (Z - 77)

1
2



Chapitre 4

Séries de Laurent et résidus

4.1 Exercices corrigés

Exercice 4.1. Soit f la fonction suivante

1

f(z) = 2(z—3)

Développer la fonction f en série de Laurent au voisinage de O en précisant
les domaines de convergence.

1) Dans la région |z| < 3, ona

On obtient donc

—1 Z\ "1
6= 2 )
n=0
2) Dans la région |z| > 3, ona
1 1 1 1
f(z)_;z—?)_?l—%

Donc,
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Exercice 4.2. Soit

&= a0

|z| > 1.

Développer la fonction f en série de Laurent dans les régions 0 < |z| < 1et

Si0 < |z| <1, alors

1 1 +0o0 +0o0
_ n __ n
22(1_2)—222Z—Zz-
n=0

n=-—2

Si |z| > 1, alors

T 11 15?1
2(1—2)  2371-1 34
z n=0

Exercice 4.3. Soit

1(2) -
zZ) = .
(z—1)(z+2)
1) Trouver les constantes a et b tels que
a b
f(z) = +

z—1 z+2.

2) Développer la fonction f(z) en série de Laurent autour de 0.

1) On considere la fonction f comme étant

z a b
& =Cesy o1t e
Donc,
(z) = az+2a+bz—b (a+b)z+2a—0b
VT D2 G-DE+2)
Ainsi,

a+b=1, a=1/3,
=
2 — b=0, b=2/3.
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Ceci implique que

1 1 2
f(z):3[2—1+z+2]

2) Le développement de la fonction f(z) en série de Laurent autour de O se fait
comme suit :

e Dans la région |z| < 1, nous avons

1 1 1 2
flz) = 3[‘1%*2;“}

1 +0oo +o0 PN
S Sery)
n=0 n=0
e Dans la région 1 < |z| < 2, nous avons
+oo +oo
11 1., neZm
5|1 Sergr]

e Dans la région 2 < |z| < 400, nous avons

z1-1
z

f(Z)lel Tt Ty

112
f(z>_3[z'1—;+zl+

Exercice 4.4. Donner le développement en série de Laurent de la fonction

f(Z) — z2z_1
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Exercice 4.5. Donner le développement en série de Laurent de la fonction
suivante en précisant dans quelles parties de C elles sont valables.

1
(z+2)(z—1)’

autourde 0, de — 2.

Dans un premier temps, on essaye d’écrire la fonction sous une forme convenable.

Posons,
1 A B

&=y o1tz
Par identification, on aboutit a

£(2) 1 1 1 1

)= = | —— — .
(z+2)(»—1) 3|z—1 =z+2

Nous commence par le premier cas (autour de 0) :

1- Si |z| < 1, alors

111 1 1
1) = 3[z—1_2§+1}’
ifseinere]
n>0 n>0
1, 1 o\
= 52T e0()
n>0 n>0

2-Sil < |z| < 2, alors

111 11
1G) =3 z1-17 2341

3-Si2 < |z| < +o0, alors

1 1 1 1
flz) = >

1 2
1_2 zl+;

ez (s)

1
3
n>0 n>0

Nous passons au deuxieme cas (autour de —2) :
1-Si0 < |z + 2| < 3, alors

17 1 1 1 1 1
f(Z) - - =35 - ;
31z—1 z+2 31z24+2—-3 2z+2
111 1| 1 1Z z+2\" 1
3 321 242 3| 3 3 242
n>0
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2-Si3 < |z + 2| < +o0, alors

W =

1 1 1 1 1
1) = [2—1_z+2] :3[2—{—2—3_24—2}’

1 1 1| 1| 1 Z 3 \" 1
z+2z—+32+1 2420 3 z+24\2+2 242

—_

3

Exercice 4.6. Déterminer les points singuliers et préciser leurs types puis
calculer les résidus des fonctions suivantes :

e* e 1 — cos(z) 1
1 ) Y i 2 ) S
)zz(z—l)(z—2) ) z ) z )z3—z5
[Selution]
1. Soit ;
1) = 30—
22(z—=1)(z—2)°

Nous remarquons que les points singuliers sont 0, 1 et 2. Le point O est un pdle
double, par contre 1 et 2 sont des pdles simples. Donc, nous avons

RMM>=1H$%@ﬁL_J3
:Z,
fm“”_iﬂ&_%%—akmy

zmmngg%—%%_a%my

62

Z.
2. Soit f(z) = % Le point 0 est un pdle simple et donc
eZ
Res(f,0) = lim z— = 1.

z—0 z

3. Nous avons

_ 1—cosz 1—(1—22—?-1-%—#...) z 28
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Par conséquent, 0 est une singularité apparente. Donc, Res(f,0) = 0.
4. Soit

1 1 1
J(z) = B2 281—22

Le point 0 est un pdle d’ordre 3, par contre —1 et 1 sont des pdles simples. Nous
avons

1 1 1 1
Res(f,0) = = lim [zg — } ,

Res(f,1) = lim [(2—1)11],

Res(f,~1) = lim [(z+1)1_122]7

Exercice 4.7. Quels sont les points singuliers des fonctions suivantes, préciser
leurs types puis calculer les résidus.

e'? In(1 + 2) 1—e* ze*
1) 2 ’ 2) - 2 3) 4) 2 :
z44+1 z 1+ e? z<—1
1. Soit f(z) = Z%l Les points 7 et —i sont des pdles simples. Nous avons
eiz
N~ o
et =t [t = 0
_ <
2
eiz
N = 1 Noem
Restf. =) = [0 i)
- _©
=20

)

2. Soit f(z) = ln(% Puisque autour de 0, on a

In(l+2)=2—2%/2+22/3+ ..,
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alors, nous avons

In(l14+z) 2z-2%2/2+23/3+.. 1 1 =2
f(z) = 2 = = _;—§+§+....
Donc, 0 est un pdle simple et on observe Res(f,0) = 1.
3. Soit 1 — o
—e
1z) = 1+e*

Sil+ e* =0, alors
2z = (2k + 1)mi, keZ.

Nous avons

N h(Zo) B 1— 6(2k—|—1)7ri B
Res(f, (2k + 1)mi) = Flz0) ~  e@Tm —2.

4. Soit f(z) = Z'Zejl. Les points —1 et 1 sont des pdles simples. Nous avons

Res(f,1) = lim [(z—l) 2’ ]

z—1 22 -1
_ €
2

. ze?
Res(f, _1) - 21_1>H_11 |:(Z + 1)22 — 1:| )
_ et
)
Exercice 4.8. Soit la fonction
&)= G-y

1) Développer la fonction f en série de Laurent autour de 0.

2) Calculer
/ f(z)dz et / f(z)dz
|z|=1 |z|=5

1)Si0 < |z| < 4, alors

+00 n

1 1 1 1 z
A e e e D Db
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—+00

1
= > (Gua)?™

n=—2

Si |z| > 4, alors

400
1 1 1 1 "
1) = 22(z —4) _273'1—% _Z?’nz:;)z”

+00 4n73

= o
n=3
2) Remarquons que la fonction f posséde deux singularités 0 et 4.

Puisque le cercle |z| = 1 est inclu dans la région 0 < |z| < 4, alors

/ f(2)dz = 2mia_y
z|=1

(=1 )

Pour la deuxi¢me intégrale, on remarque que le cercle |z| = 5 est inclu dans la
région |z| > 4. Ainsi,

/ f(2)dz =2mia_; =0
|z|=1

Exercice 4.9. Soit la fonction
—1 1
z) =\
(=) i 22—-3z+1

1) Déterminer les singularités et préciser leurs types.
2) Par la méthode des résidus, calculer

/|z|=1 £(2)dz.

1/ Les singularités de f sont solutions de
5
2'2 — 52 + ]. = 0

Ses singularités sont données par

1
z0:§ et z1 = 2.
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1/2 2

De plus, f s’écrit sous la forme
-1 1
i (z— %)(z —2)

Clairement, les deux singularités sont des poles simples. En effet, pour zg = % on
a

flz) =

ENC
f(Z): (2_%)1
Soit 1
d)(Z) _7(2—2)7
et nous avons 1
¢(§) # 0.

Ainsi, 2y est un pdle d’ordre 1, autrement dit, z5 un pdle simple. On applique un
raisonnement similaire pour z; = 2, soit z1 aussi un pole simple.
2/ En utilisant la premiere question, le résidus de f au point 0.5 est donné par

Res(f. ) = lim(z = )f(:) = o = ="

D’apres le théoreme des résidus, on déduit le calcul de I’intégrale
1
/ f(2)dz = 2miRes(f, ).
|2=1 2
Par conséquent,

-2 4
/ f(z)dz = ot = 1
J2l=1 33

Exercice 4.10. Calculer les intégrales suivantes

ez
1 tan zdz 2/ ——dz
) |2|=2 ’ ) zj=2 24 + 523

. 1 dz
3)/ sin ( — ) dz, 4) 4 .
|zI=1 Z le—il=3 #* — 1
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1. Nous avons

sin 2
/ tan(z)dz :/ dz.
|2|=2 |2|=2 COS Z

Sicos z = 0Oalors z;, = (2k+1)3, k € Z. Dans notre cas (|z| = 2), les singularités
sont —— et —.
2 2

roln
[N}

Ainsi,

/|Z2 tan(z)dz = 2mi <Res(f, g) + Res(f, _E)) :

2. Les singularités de la fonction Zzl_i% sont 0 et —5. Nous remarquons que 0 est
a 'intérieur du cercle |z| = 2.
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Ainsi, nous avons
/ < 4 / ¢ s = 2miRes(f,0)
——dz = ——dz = 2miRes(f,0),
|2|=2 2% + 523 z=2 23(2 +5)

= 2m 1lim 237& ’ _ Lrmi
- e T Broy] )T 125

3. On sait que

. 1 1 1
s1n() :;—@—}—... = Res(f,0)=1.

z
1

/ sin <> dz = 2mi.
|z|=1 <

4. Nous remarquons que parmi les 4 singularités de la fonction zf—fl, il y a une

Ainsi,

singlarité i qui est a I'intérieur du cercle |z — i| = 3.

©

0

Ainsi,

dz , . o 1 I
/z_i_; S~ 2miltes(fd) = 2milim(z —4) 7 = 2mi ) = -
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4.2 Exercices supplémentaires

Exercice 51 - Soit la fonction

1
G = =9z 3)
1) Déterminer a et b tels que
a b
1) = 272+z—3'

2) Développer la fonction f en série de Laurent autour de 0 dans la région 2 <
|z| < 3.
Exercice 52 - Soit la fonction

1
&=y
1) Calculer fv f(z)dz avec v = ygr U [—R, R], pour R assez grand.

A

TR

Y
Y

2) Montrer que lim / f(2)dz = 0, et en déduire la valeur de I’intégrale
R——+o00 YR
/+oo dx
oo T2H49

Exercice 53 - Soient fi(z) = 23sin(1) et fao(z) = 23(1172).

1) Calculer Res(f1,0) et Res(f2,0).

2) Prenons f(2) = f1(2) + f2(z). Déduire
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Exercice 54 - Donner le développement en série de Laurent de la fonction suivante
en précisant dans quelles parties de C elle est valable.

1
1) ———7r tourde 0, de 1, de —2.
)(z—|—2)(z—1)’ autourde 0, de 1, de

z

2 I
)

autourde 0, de 2, de 1.

Exercice 55 - Quels sont les points singuliers des fonctions suivantes ; préciser
leurs types.

e” e” 1 —cos(z) 1
1 2) — 3) —— 4) ——
),272(;2—1)(,27—2)7 ) z’ ) z ' )23 25’
et In(1+ 2) 1—e?
5) 2241 6) 22 )1+ez'

Exercice 56 - Soient les deux intégrales suivantes

e2? COS 2
I = —d = —d
/m CErE e A

ouy = |z| = Zety = 2] = 2.

1) Tracer les chemins 7; et 2 en représentant les singularités.

2) Calculer les intégrales I et J.

Exercice 57 - Calculer les intégrales suivantes

z e*
1 dz, 2 —dz.
)/|z+3i3 (2 + 4z + 132 >/Z|2 Z+12"

Exercice 58 - 1) Calculer les résidus a I’infini des fonctions suivantes

23 e?
DfE =5 @=L =1

24 -1’

2) Calculer I’intégrale suivante.

1
2Pezdz
I2|=2 2100 +1 :
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Exercice 59 - Donner le développement en série de Laurent de la fonction suivante
en précisant dans quelles parties de C elles sont valables.

3 autour de 0, de 2, de 1.
22 _

Exercice 60 - 1. Développer en série de Laurent la fonction dans les couronnes
indiquées :
1
UREERIERE)

a)2 < |z| < 3, b) 3 < |z| < +o0.

2. Examiner les différents développement en série de laurent de la fonction

22— 243

f(2)222_32+2

en posant zg = 0.

Exercice 61 - Calculer les résidus des fonctions suivantes

_1—6Z

=i 3 fE=

f(z) = 22"(1 +2)7" 2. f(2)

Exercice 62 - 1. Trouver les résidus de la fonction

1

f&) =5

en ses points singuliers.

2. Trouver le résidu de la fonction f (z) = z L

z

3sin 1 en son point singulier.

Exercice 63 - 1. En utilisant la formule des résidus, calculer I’intégrale

1
/ aPz) (72) dz.
i=8 2%+ 1

2. En utilisant la formule des résidus, calculer I’'intégrale

(L
/ Sm(Z)dz.
|z|=2 z—1
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Exercice 64 - Soit f la fonction suivante

eZ

I&= e+

1) Déterminer les résidus de f en chacun de ses poles.
2) En déduire les intégrales suivantes

e P o

Exercice 65 - Soit f la fonction suivante

1

f(z):m-

Développer la fonction f en série de Laurent au voisinage de 0 en précisant les
domaines de convergence.






Chapitre 5

Application des résidus

5.1 Exercices corrigés

Exercice 5.1. Calculer I’intégrale réelle suivante

2w 1
[ gy do
0o 2+ cos(x)

Indication : En utilisant un changement de variable approprié, transformer
cette intégrale en une intégrale complexe.

On fait le changement de variable suivant

z =€, 0<z<2m.
Ce qui implique que
(2) z+ 271
cos(z) =
2 )
et d
dxr = —Z
1z
De plus, on remarque que
|2 =1
|2l =1

—2+4+3
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L’intégrale devient donc

/27r dz B / 1 dz
0 2+ cos(x) l2|=1 2+ % (= + %) iz’
B 2/ dz
- 7 |Z|:122+4Z+1'

Donc,

/27r dx _ 2/ dz
o 24cos(x) i Jum 2424+ V3)(z2+2-V3)

2 1
= =2miRes ,—2+ \/§>
v ((z+2+\/§)(z+2—\/§)
. 1 1
= 4r llm ———r=2

T—.
243 (2 + 2+ V/3) V3

Exercice 5.2. Calculer I’intégrale suivante

27 dé
o —V2+ cos@’

On fait le changement de variable

z:ew, 0<6<2r.
Ce qui implique que
cos(f) = 22!
=5
et p
o ==
iz
De plus |z| = 1.
2| =

V2 -1
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Nous avons
2 do B 1 dz
0 —V2+cos(d) =1 —V2+ 3 (2 4+ 1) iz’
- 2/ dz
i Jizj=1 22 —2v22 41
Donc,

o do B 2/ dz
0 —V2+cos(0)  iJam1 (z-1-V2)(z+1-V2)

9 1
= Z2miR NV2-1),
i ”(@—1—¢m@+1—¢m )
. 1 47
= 47 lim ———r0 =—

z—v2-1 (Z —1-— \/i) 7

Exercice 5.3. Calculer I’intégrale réelle suivante

/027’ cos(30)

5—3cos(0)

Solution|

Par le changement de variable suivant

631'0 +e—3i9 1 1
cos(360) = — = 5(23 =+ 5),

nous avons

/% cos(30) M:/ 3+ %) dx
o D —3cos(h) =1 5 — 3(z+ 1) iz

YT
T 22_m2+1dz.
2 Jlzl=1 3

Remarquons que 1’équation 2>

— %z + 1 = 0 possede deux solutions z; = 3 et
29 = % Ainsi,
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|2l =1

Donc, nous avons

2
/ _cos(30)
o 5 —3cos(d)

o HS+101 H$+1 11
—— R - —0 R —_ .= ||
3 68<z2—130z+1 23’ >+ 63<z2_1302+1 2373
Ona:
2410 11 &+ 33 365
Res =2 ==
22—z 4172373 1-3 36
et
B4+ L .
Res z ,01) = Res z ,
<22 Vz+1 ) 22-z41
1 1 "
= 9.0 10
2! 2—0 ZQ_@Z—I—l
L 2 2(2z — ) 91
= —lim |— =
2220 (2-Wz41)2 (22— Wr41)2 9
Ainsi,

/27r cos(36) C2m, 365 91 o«
0

B e ] _T
5 — 3 cos(f) 3( 36 + 9) 54
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Exercice 5.4. Soit
1 1

= e ny

1) Déterminer les singularités et préciser leurs types.
2) En utilisant les résidus, calculer f|z|=1 f(z)dz.
3) En déduire la valeur de ’intégrale trigonométrique suivante

/27r do
0 g — 2cos(6)’

L ol dz
Indication : Poser cos(0) = — etdd = —.
iz

1/ Les singularités de f satisfont

5
Z2—-S241=0.

2
Apres calcul, nous trouvons deux singularités,
! t 2
0 = — c 1 = 4.
0=35 1
2 = 1
@
2

On peut remarquer facilement que f s’écrit sous la forme
-1 1
i (z—3)(z-2)

Les deux singularités sont des poles simples. En effet, pour zy = % (on applique
un raisonnement similaire pour z; = 2), on a

flz) =

;1( 1)

i (22

f(Z)_ (Z—%)l
Soit
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Nous avons qb(%) # 0. Ainsi, zg est un pdle d’ordre 1, autrement dit, un pdle
simple.
2/ En utilisant la premiere question, le résidus de f au point 0.5 est donné par

1 ) 1
Res(f,3) = lim (2 = 5)/(2)
Apres calcul, on obtient
1 2 =2
R )= =—.
eslf3) =373

D’apres le théoreme des résidus, on déduit le calcul de I’intégrale
) 1
/ f(2)dz = 2miRes(f, ).
|2=1 2

Par conséquent,

—2¢  Aw
f(z)dz =2mi— = —.
/|Z1 (2) 3 3

3/ On pose cos(f) = : +2z etdd) = (aprés le changement de variable z =
iz

¢'?). Nous obtenons

/% df _(/ 1 dz
0 2 —2cos(f) 2l=1 5 _2z+z—1 iz’

2 2

R N

e 5 -2z 2271z
1 1

= / ﬁdz,
© =1 52— 27— 1

1 -1
U Jz=1 27— 52+ 1

Donc, on se ramene au calcul de I’integrale donnée dans la deuxieéme question. Par

conséquent,
/271' do B 41
0o 3-—2cos(0) 3
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Exercice 5.5. Soit la fonction

2z + 2
(22 — 2z 4 2)2°

f(z) =

1) Calculer f,y f(z)dz par la méthode des résidus avec v = yr U [—R, R].

4

=
\4

2) Montrer que _lim / f(z)dz = 0, et en déduire la valeur de I’intégrale
R—+o00 R

/+°° 2x + 2
—oo (X% — 22 + 2)2 -

1) Nous remarquons que 22 — 2z + 2 = 0 implique que
z1=14+1 et 29 =1—1,

qui sont des poles d’ordre 2 pour la fonction f(z) (voir la figure). Ainsi, pour
R>>1,

22+ 2 !
2]

z—21 (Z — 21)2(2 — 22

/f(z)dz = 2miRes(f(z),z1) = 2mi lim [(2 —z)?
.

Encore, on obtient

2(z — 22)% — 2(2 — 22)(22 + 2)]
(z — 29)% ’

/y F(2)dz = 2mi lim {

zZ—2z21

Ce qui donne

o 2(24)% — 2(2i)(2(1 + i) + 2)
[yf(z)dz =2 ( Qi) > .

Donc

A f(2)dz = 2r.
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2) Nous remarquons que

22 + 2 22 + 2 R 21 + 2
T dr= ;| e M —; 77
/7(22—22-1-2)2 ? /71?, (22 — 2z +2)2 Z+/R(x2—2x—|—2)2 :

Par passage a la limite, quand R — 400, 0on a

22+ 2
lim / e s R P
R—-+o00 YR

Nous avons aussi

2242 _ P(2)
(22 -22+2)2  Q(2)’

avec P(z) = 2z + 2 est un polynome de degré 1, Q(z) = (22 — 2z + 2)? est de
degré 4 et 4 > 1 + 2. Par conséquent,

+oo 2x + 2
/ L R,
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Exercice 5.6. Soit la fonction

z+1
=Gy

1) Calculer f,y f(z)dz par la méthode des résidus avec v = yr U [—R, R].

Y

=
v

2) Calculer I’intégrale

/+°° x4+ 1
———du=x.
—oo (22 41)2

1)Nous remarquons que 2> + 1 = 0 implique qu’il y a deux singularités i et —i.

YR
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Puisque 7 est un pdle d’ordre 2 de f, pour R >> 1, donc

z+1 1 z+1 1
) VI S £ o2 ATl
L(z2 T2 e s [(z Ve

1 /
— orilim ||
z—i (Z+l)2

(z+1) —2(z + 1)

= 2m EE}‘ (Z +Z)3 )
—2
=omi—— =",
-8 2

2) Nous remarquons que

z+1 z+1 R rx+1
— __dz= | —S——dz+ | ————dx.
L(z?ﬂ)? : / @+ 12" /R @+ 12"

Par passage a la limite, quand R — 400, 0on a

1
R—+o0 R (Z + 1)

Nous avons aussi

z+1 P(z)

(2412 Q(2)

avec P(z) = z + 1 est un polyndme de degré 1 et Q(z) = (22 + 1)? est de degré
4 avec 4 > 1+ 2. Ainsi

/+°° z+1 T
— —dx = —.
e @rIET T
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Exercice 5.7. Soit la fonction

Z2

T =y

1) Calculer I’intégrale I = f,y f(z)dz avec - le contour suivant

v

Y
=

-R

2) Sachant que lim / f(z)dz = 0, en déduire, lim I =
R—+oo Jyp R—+oco

2

[ @
oo @412

Soit
52

&=y
1) En utilisant la méthode des résidus, on a, pour R >> 1,

z

/722 = 27miRes(f,i) = 2mi (il{g [(z — i)2(z - i);z +Z~)2},> ;

(22 +1)2
= 2ri <£{g [(zfz)?] /> |

= 273 <lim

2) Nous remarquons que

22 z R CL‘2
= _dz= | ———d —_da.
L<22+1>2 : / (2 +1)? ”/RWHP !



92 Application des résidus

En passant a la limite, on obtient
2 R 2

2
z z
im [ ———dz= lim [ ——dz+ lim L
/7 (224 1)2 R—+00 /m (224 1)2 R—+oo J_p (22 +1)?

R—+o00
/+oo x? T
= ———dr = —.
o (224 1)2 2

Exercice 5.8. Soit la fonction

Z2

fE&) =4y

1) Calculer Pintégrale I = | ~ f(z)dz avec - le contour suivant

-R - R

2) Sachant li d = 0 dédui li I =
) Sachant que R_l)Iiloo [yR f(z)dz , en dé llll‘e,R_l>Iiloo

+oco m2
/ o
oo T H1

1) Remarquons que z* + 1 = 0 posséde deux pdles inclus dans le contour +,

21 = % et 29 = 7_\1/%_1.

A’YR




5.1. Exercices corrigés 93

En utilisant la méthode des résidus, on a

, 22 22
1= Lf(z)dz =27 [Res <z4—|—1’21> + Res <Z4+1,z2>]

? 2 11 2
:2712[lim 24 lim Z} =omi(— + —) = .

2z 423 2320 423

2) Nous remarquons que

2 2 R 2
[iie= [ e [f
42541 e 201 _px*+1

En passant a la limite, on obtient

52 52 R 2
lim / 1 dz = lim / 1 dz + lim — - dz,
R—+o0 N2 +1 R—+o0 ~r ? +1 R—4oc0 J_p x* + 1

/+oo x2 7.‘.\/5

1 dr =
oo TEH1 2

Exercice 5.9. Soit la fonction

z

&= Ermrm)e

1) Calculer Pintégrale I = | ~ f(z)dz avec - le contour suivant

4

=
v

-R

R—+oc0

2) Sachant que lim / f(z)dz = 0, en déduire, lim I =
R—+oc0 R

o0 T
dx.
/_oo (2 + 4z 4+ 13)2 ¥
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1) Remarquons que 22 + 4z + 13 = 0 posséde deux pdles —2 + 3i et —2 — 3i.

A

TR

-2+ 37

Ainsi, pour R >> 1,

2
I = = 2mi 243
[yf(z)dz 2miRes ((z2 PR EIEE + z)

!/
z
—ori i
s [(22 Yzt 13)2]

o i 1 2z _ T
T s (24 42+ 13)2 (2+4z+13)2) o7

2) Nous remarquons que

/ ° d / - dz+/R —da
z =
4 (22 + 42 +13)? vp (22442 +13)2 _pa?+4r+13

En passant a la limite, on obtient

I / - dz = li / - d
m z= lim 2
R->too 5 (22 442 4 13)2 R—+o0 ). (22 + 42 +13)2
R
x
li —d
+R—1>I£oo/_R 22+ 4z + 1370

+o0
Y
oo T+ 4x+13 27
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Exercice 5.10. Calculer les intégrales suivantes
dx
1) / 2 4 2 2) / (1 & +2)3°
o (2 41)(x2+9)’ oo (1—|—w)
3
) / oo m4 +1°

1. Soit

/+oo dx
oo (@2 +1)(2249)
Par la méthode des résidus, nous avons, pour R >> 1,

dz
= 2mi ) 31)].
L gy — 2 Res( )+ Res(/.30)
A TR
b 3
P S}
>
-R 0 R
Apres calcul, on obtient
Res(f,i) =, Res(f,3i) = — o
es(fyi) = 155 es(f,3i) = — o

Par conséquent,

/ dz - 1 1 T

= 7 —_— = —,
2102 +9)  \16i 48 ) 12
Y

D’autre part,

dz B dz R dx
L (2+1)(2+9) /m (22 +1)(22 +9) +/R (22 +1)(x2 +9)
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Si R — +oo, alors f“m (ZQH‘;% — 0 car le degré de (22 + 1)(2% + 9) est

4 > 0 + 2. Nous obtenons

/+°° dx o
oo @2+ 1)(224+9) 12
o0 dx
/_oo (% +1)%
D’un autre c6té, nous avons

dz
ol

2. Soit

Nous calculons

z—1

/ A Wy T W
L@ T \1ei) T8

/ dz _/ dz +/R dx
v (2413 ), (2413 g (224 1)3

Si R — 400, alors va (Z;l%)?, — 0 car le degré de (22 +1)3 est 6 > 0 + 2. Nous
obtenons /

/+oo dz B Si
oo (@213 87
/-‘roo dx
e

/ dz

-

524+ 1

.4 (2k+1)mi . mi 3mi
Siz*+1=0,alorszy =e¢ <4 ,k=0,1,2,3.0nobtientdonc zo =e4,e 4,
5mi T

e 4 ete 4 . Clairement, les singularités a I’intérieur de y sont zg et z;. On a

Res(f,i) = %lim [(z _ i)31)3]” _ 3

Par conséquent,

On a aussi

3. Soit

On calcule

dz . i 3mi
/724‘1'1 = 27i [Res(f,e4)—|—Res(f,e ).

Apres calcul, nous obtenons

Tl ]_ 37 1
Res(f,e™) = —5=,  Res(f,ed )=

4e 1 4e 1 '
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Donc,

D’autre part

/ dz _/ dz +/R dz

LAl L+l o gat+ 1

Si R — +o0, alors fm ijl — 0 car le degré de z% + 1 est 4 > 0 + 2. Nous
obtenons

R | 2

/+°° dz ™2

Exercice 5.11. Calculer les intégrales suivantes

1t cosx
> dx.
oo T 41

—+o0
/ CQOS.%' d.
oo T4+1

/ C 4 = 2miRes(f,1),
v

Soit

Nous avons

2241
eiz
— orili o
™ zl—>Inz(z Z) 22 + 1’
-1
= 2m— = me L.
27
D’autre part
iz R ix iz
[ [ [
vz +1 _pr*+1 w20+l

= me L.

Si R — 400, alors

iz
lim 26; =0, carlepdlynome 2z2+1 estde degré2 quiest > 0+1.
R—+oo Jyp 22+ 1
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Donc,

+oo eiac

-1

5 dr = me .
oo T4+

Ce qui implique que

T cosw 1
3 dr =me .
oo T4+
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5.2 Exercices supplémentaires

Exercice 66 - Calculer I’intégrale réelle suivante

2 1
/ —— dx, avec o > 1.
0o Q-+ cos(x)

Indication : En utilisant un changement de variable approprié, transformer cette
intégrale en une intégrale complexe.

Exercice 67 - Calculer I'intégrale réelle suivante

27 :
/ M dzx, avec o > 1.
o «+sin(x)

Indication : En utilisant un changement de variable approprié, transformer cette
intégrale en une intégrale complexe.

Exercice 68 - Montrer que

/27r b gl 0<a<l
e our .
o l+4+a?>—2acos(d) 1-—a? pou “

Exercice 69 - En utilisant la méthode des résidus, calculer les intégrales suivantes
+oo d +00 -1 +00 2d
/ e, / =1 / e
oo (22 1) R | oo 14 afb

Exercice 70 - Pour a,b € R™, calculer les intégrales suivantes

/+°° z sin(ax)dx /+°° cos(ax)dx

oo 24D o T2 HD?

Exercice 71 - Calculer les intégrales suivantes
/+°° sin(x)dx /+°° dx
0 x oo (22 +1)

Exercice 72 - En utilisant la méthode des résidus, calculer la série suivante
+oo 1

Zn2+4n+5'
n=0
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