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Exercice 1. Montrer que l’application f : R2 → R2 définie par

f(x, y) = (sin(x) + sinh(y), sinh(x)− sin(y)), ∀ (x, y) ∈ R2

est un difféomorphisme de R2 dans R2.
Rappel: sinh(t) = 1

2
(et − e−t), ∀ t ∈ R (le sinus hyperbolique)

Exercice 2. Soit n ∈ N∗. Nous notons par < ·, · > le produit scalaire habituel sur Rn

et par ‖ · ‖ la norme euclidienne sur Rn. Soit f : Rn → R une fonction de classe C2 sur Rn

telle que:

1.
f(x) > 0, ∀x ∈ Rn

2. Il existe M > 0 tel que

< Hf (x)h, h > ≤M‖h‖2, ∀x, h ∈ Rn.

où Hf (x) est la matrice hessienne de f en x.

a) Montrer qu’on a

f(x) + λ < ∇f(x), h > +
λ2

2
M‖h‖2 > 0, ∀x, h ∈ Rn, ∀λ ∈ R.

(Indication: appliquer la formule de Taylor avec reste intégral.)

b) En déduire que ‖∇f(x)‖ <
√

2M f(x), ∀x ∈ Rn.

c) Application: Montrer qu’on a

|2x+ cosx| <
√

6(x2 + sinx+ 2), ∀x ∈ R.

Exercice 3. Soit f : R3 → R la fonction définie par

f(x, y, z) =
x2

2
+ x y z − z + y, ∀(x, y, z) ∈ R3.

Déterminer les extremums locaux et globaux de f .
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