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Rappel 1):  Pour tous m,n € IN* et toute matrice @ € an(lR) nous notons par
Q|| la norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle euclidienne; cette norme est

définie par
Q= sp el

xERn,x;ﬁO H.CI?H

Rappellons que nous avons
1yl < 1Rl llyll vy € IR

Rappellons aussi que si m = n et si () est symmetrique alors

1QIl = p(Q) (rayon spectral de Q) = max{|\|, A waleur propre de Q}.

Rappel 2): Si Q € M,(IR) et a,b € IR avec b # 0 alors \ est une valeur propre des @
si et seulement si a+ bA est une valeur propre de la matrice al,, + bQ, ou I, est la matrice
identité en M,,(IR).

Probleme
Soient m,n € IN* avec n > 2, A € M, (IR) une matrice symmetrique et définie positive
(SDP), B € M,,, ,(IR) et d € IR".
On considere la fonction J: IR" — IR donnée par

J(x)—%<Ax,x>—<d,x> Vo e IR"

et I’ensemble des contraintes
O={zxe€lR", Bx=0}
On considere alors le probleme d’optimisation
inJ(z).

g 7(2)
Partie I).
Ia) Montrer que O # () et qu’on peut écrire O comme un ensemble donné par 2m inégalités
larges (& préciser).
Ib) Montrer 'existence et 1'unicité d’un point de minimum de J sur O; dans la suite nous

notons par u* ce point de minimum.
Ic) Montrer qu’il existe p* € IR™ tel que le systéme suivant soit satisfait:

Au* —d+ BTp* =0
) { p

Bu* = 0.
Partie II).
On propose dans cette partie un algorithme (appellé ’algorithme d’Arrow-Hurwicz) pour
1



2

’approximation numérique de u*. On se donne u® € R" et p® € IR™ et on définit par
reccurence les suites u® € IR™ et p® € IR™ & T'aide des égalités suivantes:

(2) u™t =4 ® — p; (Au® — d + BTpW) VEke IN
et
(3) pEY = p® 4 pi o BubTY Yk e IV

ou p1, p2 > 0 sont des parametres qu’on choisira convenablement.

Le but de cette partie est de montrer que si on choisit p; et py assez petits alors on a la
convergence u¥) — u* si k — 4o00.

Remarque: u®) n'est pas nécessairement un élément de O; c’est la limite u* qui est un
élément de O.

ITa) Montrer que si p; > 0 est assez petit (& préciser en fonction des valeurs propres de
A) alors ||1, — p1A|| < 1; on notera dans la suite 5 = ||, — p1 4]|.

ITb) Montrer que nous avons

(4) p(k—l-l) o p* _ p(k) . p* + pl,OQB (u(k-‘rl) . u*)
et
(5) utD —ut = (I, = p1A) (! —u*) — p B (p" = p*) .

IIc) Montrer 1'égalité

™ = (1 = 1™ = P + (p1p2)* [ B (u™F — ) [P+

2p2 < (I, — p1A) (u(k) —u") JuM ) oyt > 2 | (u(kH) —u*) ||%.
IId) En déduire 'inégalité

™Y = (1 + p2(2 = B = ploa | BIP) [u™ D — |2 < [[p = p"|I* + pa ™ — w?[|?.
ITe) Montrer que si on choisit ps > 0 assez petit (a préciser en fonction des py, 5 et || B||)
alors on a
u®) = ut si k— 4oo.

(Indication: montrer d’abord que la suite réelle ||p™ — p*||? + p2Bllu® — u*||? est une
suite décroissante.

Partie III).
On considere dans cette partie le cas particulier: m =2, n =3

6 0 2 0
A= 0 6 2 B:((l) _01(1]) et d=1 -5
2 2 2 0
IIIa) Ecrire 'ensemble O dans ce cas et montrer que O # ().
ITIb) Montrer I'existence et I'unicité de u* dans ce cas et calculer u*.
ITIc) On se donne u® =0, p©® =0cet p; = py = % En utilisant ’algorithme introduit
dans la Partie II) calculer u™), p() et u(®.



