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Probleme 1.
Soient n € IN* et b € IR".
a) Ecrire l'algorithme de relaxation pour la minimisation de la fonction J : IR" — IR
donnée par

1
(zp — 2pp1)* + fob + |z -2 < b,z > .
b) Cas particulier: on suppose ici n = 2 et b = (0,1)7. En prennant u(®) = (0,0)”
comme point initial dans I’algorithme de relaxation, trouver u(").
Indication 1.  On admet le résultat suivant (formule de Cardan):
On considere l’équation scalaire: trouver x € IR tel que

(1) P +ar+B8=0

avec «, B des parametres réels. On définit le discriminant de (1) par la formule
A =32+ %a?’ et on suppose que A > 0. Alors I’équation (1) admet une solution unique

x* donnée par
1/3 1/3
. _(-BtVa 35— VA&
ot = | ——— + | ———= .
2 2
Indication 2. Considérons l’équation scalaire: trouwver y € IR tel que
(2) (y—a)P+(y—>b>+cy+d=0

avec a,b,c,d des parametres réels. Afin de résoudre facilement cette équation faire le
changement d’inconnue y = x + “TH? et remarquer que la nouvelle inconnue x satisfait
une équation du type (1).

Probleme 2.
On considere l’ensemble

U= {(xlny) € BQ) x Z 07 0 S T2 S 1'1}

et J: IR* — IR une fonction de classe C*.
a) Montrer que U est un ensemble fermé.
b) Montrer les propriétés suivantes:

b1) pour tout a >0 etx € U on a ax € U,

b2) pour tous v,y € U onax+y€eU.
(un ensemble ayant la propriété bl) est appelé cone dans lespace vectoriel IR?).
c) En déduire que U est un ensemble conveze.
d) Montrer que pour tout x* € U la condition d’optimalité (I'inéquation d’Euler):
(3) <VJ@x*),z—z"*> >0, VeeU

1



2

est équivalente au systéeme
(4) {< VJ(x*),y>>0, VyelU

< VJ(x*),z* >=0.
e) Montrer I’équivalence entre 'inégalité variationnelle
(5) <VJ(x*),y>>0, VyeU
et la double inégalité

g—;l(:v*) >0
(6)

OF (%) + g—é(x*) > (.

dz1
Indication: Observer que g—g;]l(x*) s’écrit comme le produit scalaire entre VJ(z*) et un
vecteur de U a préciser; de méme pour %(m*) + g—é(m*).
f) En écrivant < VJ(z*),z* >= 88—;1(:6*)(%*{ —x3) + a5 (5—9;71(96*) + g—x‘g(:v*)) montrer que

pour tout x* = (z},x5)T € U le systéeme (4) est équivalent au systéme

( *
F(x*) >0

oJ (ZL’*) + oJ (.’L’*) > ()

D1 dxa

(s — 28) 2 (2*) = 0

23 (22 () + 2227).
g) Cas particulier: Soit J donnée par
J(x1,19) = 22+ 22 — 229V (21, 20) € IR

Montrer l’existence et l'unicité d’un point de minimum de J sur U. En utilisant les ques-
tions précédentes trouver ce point de minimum.



