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Le cours s’adresse en principal a des éléves des écoles d’ingénieurs, filiére mathématique
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Dans ce polycopié il y a assez peu d’exemples; la plupart des exemples seront donnés en
classe.



Table des matiéres

1 Une bréve introduction a la théorie de la mesure et de 1’intégration par

rapport a une mesure 4
1.1 Introduction et motivation . . . . . . . . .. ... ... ... 4
1.2 Quelques rappels et notations . . . . . . ... ... oo 6
1.3 La notion de mesure; cas particulier de la mesure de Lebesgue . . . . . . . 11
1.4 L’intégrale par rapport a une mesure et le cas particulier de I'intégrale de
Lebesgue . . . . . . . 18
1.5 Les espaces de Lebesgue . . . .. .. .. .. oo 0L 34
2 Quelques éléments de géométrie analytique : courbes et surfaces 37
2.1 Courbe paramétrée et intégrale sur une courbe . . . . . . ... ... 37
2.1.1 Paramétrisations et courbes . . . . . ... ... 37
2.1.2  Courbes de classe C* par morceaux . . . . . . . . .. ... ..... 42
2.1.3 Intégrales sur des courbes . . . . . .. ... 43
2.2 Nappes paramétrées et surfaces . . . . . .. . ... ... 45
2.2.1 Quelques rappels d’analyse et d’algébre . . . . . . . . .. ... ... 45
2.2.2  Définitions et exemples de nappes paramétrées . . . . . . . . . . .. 46
2.2.3 Plan tangent et normale a une surface . . ... ... ... ... .. 48
2.2.4 Surfaces de classe C! par morceaux . . . . . . . . ... . ... ... 51
2.2.5 Intégrales sur des surfaces . . . . . .. .. ..o 51
2.3 Formules de passage d'un type d’intégrale & un autre ; formules de Green . 54
3 Transformée de Laplace et de Fourier 57
3.1 Fonctions complexes de variables complexes . . . . . .. . ... ... ... o7
3.1.1 Quelques rappels . . . . . .. a7
3.1.2  Fonctions holomorphes . . . . . . .. ... oo 58
3.2 Transformée de Laplace (TL) . . .. .. .. ... .. .. ... ...... 62
3.2.1 Définition de la transformée de Laplace . . . . . . .. ... .. ... 62
3.2.2 Transformée de Laplace et dérivation . . . . . .. .. .. ... ... 68
3.2.3 Transformée de Laplace et convolution . . . . .. ... ... .... 69
3.2.4 Formule d’inversion, unicité et applications . . . . . . .. ... ... 72
3.2.5 La transformée de Fourier comme cas particulier de la transformée

de Laplace . . . . . . . . . ... 73



4 La théorie des distributions. 76

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

Introduction . . . . . . .. 76
L’espace D(S2) des fonctions test . . . . . . . .. ..o 78
La notion de distribution . . . . . . . .. ... oo L 82
Convergence dans D'(£2) . . . . . .. ... 86
Dérivation des distributions . . . . . . ... ... oL 88
Produit entre une fonction C* et une distribution . . . . . . ... ... .. 92
Une bréve introduction aux espaces de Sobolev. . . . . . .. ... .. ... 94



Chapitre 1

Une bréve introduction a la théorie de
la mesure et de l'intégration par
rapport a une mesure

1.1 Introduction et motivation

Rappel sur l’intégrale de Rieman
En 1820 Cauchy démontre que si une fonction f : [a,b] — R est continue,
avec a,b € R et a < b, alors la limite suivante existe :

I(f) = lim hfo]

N—>+4o00

ot Ne N x,=a+ khpour k=0,1,---N — 1, h:%

Ce nombre réel I(f) n’est autre que fabf(x)dx

En 1854 Rieman introduit le concept général d’intégrale de Rieman :

On dit que f : [a,b] — R est intégrable Rieman §'il existe I(f) € R (qui sera en fait
f f(x)dz) tel que :

Ve > 0 35 > (0 tel que pour toute sous-division xg, 1, --zy de [a,b] avec a = g < 11 <
Ty < - < TN < TN = b et man:071’...N_1(l'j+1 — I‘j) < 0 et pour tous 50,51,' . 'SN—I
avec &; € [z, xj41] on a

z
L

I(f) — f(§) (w0 —xj)| < e

J

Il
=)

Rieman démontre que toute fonction continue est intégrable (au sense de Rieman), mais
qu'’il existe aussi des fonctions non continues qui sont intégrable dans ce sense (par exemple
des fonctions continues par morceaux).

Remarque : le concept peut se généraliser a des fonctions définies sur des ensembles
dans R™ avec n > 2.



Les inconvenients de I’intégrale de Rieman :

1. On démontre que toute fonction intégrable Rieman est bornée. Pourtant on utilise
souvent des intégrales comme fol \}dm On ne peut pas déﬁnir une telle intégrale

en utilisant la définition vue ci-dessus car la fonction x — f n’est pas bornée (donc
elle n’est pas intégrable) sur |0, 1]. On doit faire alors une extension “artificielle” de
la définition. Pour ce cas on définira fol \%dw par I'égalité

1 |
e = ] e

ce qui donne
1

de = lim 2v/7]! = lim (2 — 2V/e) = 2.

0 e—0+ e—0+
On procéde de maniére analogue pour définir I'intégrale sur un domaine non borné.
2. Considérons la fonction suivante (appellée fonction de Dirichlet) :
f:[0,1] — R donnée par
_J s €[0,1]\Q

f(x)_{o si €0,1]nQ
oll Q est 'ensemble des nombres rationnels.
On voit facilement que cette fonction n’est pas intégrable au sense de Rieman

(car pour toute sous division 0 = zg < 71 < T3 < ---J:N < xy =1 on peut

choisir d’abord &, &1, &nv—1 € [0,1] \ Q ce qui donne Z f(fj)(xjH z;) =1
et ensuite &, &, Ev-1 € [0,1] N Q ce qui donne Z;V;Ol (@)(xﬁl z;) =0, donc
contradiction).

D’autre part, QN [0, 1] est négligeable car dénombrable, alors “c’est comme si f = 17
On voudrait alors dire : fo r)dr = fo ldx = 1.

3. Tl est difficile de passer & la limite sous I'intégrale. Il faut des hypothéses fortes de
convergence uniforme.

Une présentation “intuitive” de l’intégrale de Lebesgue.
En 1902 H. Lebesgue utilise une idée différente pour définir [ f(z)dz pour une fonction
f:]a,b] = R.
Nous présentons l'idée pour le cas f > 0 et nous renvoyons a la Section 1.4 pour le cas
général.
Considérons N € N* un nombre “grand” et une division
0=y <y1 <Y <-- <yn-—1 <yn de lintervalle [0, +o0[ avec y; — y,;_1 “petite” pour
tous j = 1,2,--- N et yx “grande” (par exemple on peut prendre N = p? avec p € N* et
p— 00, Yj :% pour j=0,1,---p?).
On définit alors (quand elle existe)

N—+4o00

b N-1
[ rade = [Zyj-“mesurew1<[yj,yj+1[>>"+yzv-“mesure(f1<[yN,+oo[>>”
a =0
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ou on définit pour un ensemble A C R :

f7HA) ={z € [a,0], f(x) € A}.

On n’a pas besoin que ’ensemble de définition de f soit une intervalle borné et on n’a pas
besoin non plus que f soit bornée. En plus cette idée de définition peut s’étendre a des
fonctions de plusieurs variables. Il reste encore a définir de maniére rigoureuse la “mesure”
d’un ensemble : c’est I'objet de la Section 1.3.

1.2

Quelques rappels et notations

Dans tout ce cours n désigne un nombre naturel non nul (n € N*) et nous notons par R”
I'espace euclidien défini par R* =R xR x --- xR (n fois).
Nous notons aussi par C I’ensemble des nombres complexes

C={z+vyi, z,yeR}

avec 7 tel que 72 = —1.
Nous notons par K soit ’ensemble R soit C.

1.
2.

En général un vecteur z € R™ sera noté x = (1,79, - x,)" (vecteur colonne).

Pour tous z,y € R™ on note par < x,y > ou (z,y) ou par z-y le produit scalaire
de z et y, qui est le nombre réel donné par

<wmy>={(ry)=z-y=Y iy
i=1

Pour tout € R™ on note par ||z|| > 0 la norme euclidienne de z, donnée par

|z = V< x,x > =

Pour tous 7, j € Z on notera d;; les symboles de Kronecker données par

5 — 1 si 1=
Y10 sl i#g

On notera par eq, eq, ... e, les vecteurs de la base canonique de K", c¢’est a dire
(ei)j:@j, VZ,]:]_,Q,TL

Pour tous z € R™ et > 0 on notera par B(z,r) la boule ouverte du centre z et
rayon r, donnée par

Bz,r)={yeR", |ly—z| <r}

Remarque : si n =1 alors B(z,r) =]z —r, o +r[.
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10.

11.

12.

Si {x(’“)}keN est une suite dans R” et = est un élément de R™ on dit que z(*®

converge vers = (notée £ — z) si [|[2*) — x| — 0.
Rappellons que nous avons : ¥ — z si et seulement si x§ ) x; en R ou xf

(respectivement ;) est la i-éme composante de 2*) (respectivement ).

k)

. Soit A C R™ un ensemble non vide. On appelle intérieur de A noté A lensemble

des = € A pour lesquels il existe r > 0 tel que B(z,r) C A.
Remarques :

- On a toujours AcA

- L’intérieur d’un ensemble peut étre vide.

On dit qu’un ensemble 2 C R™ est ouvert si pour tout x € € il existe r > 0 tel
que B(x,r) C .

(Définition équivalente : Q est ouvert si € = €).

Ezxemples :

Dans toute la suite de ce cours (2 va désigner un sous-ensemble ouvert
non-vide de R".

On dit qu'un ensemble F' C R™ est fermé si son complémentaire est ouvert (donc
si R™\ F est ouvert).

Rappellons la caractérisation suivante : un ensemble ' C R" est fermé si pour tout
suite {z®} C F tel que 2*) — 2 € R® onax € F.

On prend souvent cette caractérisation comme définition d’un ensemble fermé.
Ezemples :

On dit qu’un ensemble F' C R" est compact si de toute suite de F' on peut extraire
une sous-suite convergente vers une limite de F'.

On a la caractérisation suivante : F' C R" est compact si et seulement si F' est fermé
et borné.

Remarque : La notion de compacité s’étend a d’autres espaces que R™. Dans un
espace infinit dimensionnel on n’a pas ’équivalence

compact <= fermé et borné.

Pour un ensemble A C R"™ on appelle adhérence de A (notée A) le plus petit
sous-ensemble fermé de R™ qui contient A. Rappellons qu’on a

A={zeR", IH{z®™}iey suite C A telle que ) — 2 pour k — +oo}

Ezemples :



13.

14.

15.

16.

17.

18.

Rappellons aussi les propriétés suivantes :
-ACA

. A est fermé si et seulement si A = A

. Si AC Balors AC B.

Pour tout ensemble A C R™ on appelle frontiére de A notée JA I'ensemble
A=A\ A.

Soient A, B, A; des ensembles tels que A; C A et soit f : A — B une fonction.
On appelle restriction de f a A; notée f4, la fonction fi4, : Ay — B défine par :
flAl('r> = f($), Ve A.

Soient A;, A, B des ensembles avec A; C A et f; : Ay — B une fonction. On dit
qu’une fonction f : A — B est une extension ou un prolongement de f; sur A si
Jia, = f1-

Rappel continuité : Soit A C R"™ un ensemble non-vide et f : A — K une
fonction. On dit que f est continue en x € A si pour toute suite {z*)},cy C A qui
converge vers x on a que f(x*)) converge vers f(z). On dit que f est continue sur
A si f est continue en tout point x de A.

Soient A, B des ensembles non-vides avec A C B C R" et f : A — K une fonction
continue. On dit que f s’étend (ou se prolonge) par continuité sur B s’il existe
une fonction continue g : B — K telle que gja = f (autrement dit : il existe une
extension continue de f sur B).

Rappel dérivées partielles a ’ordre 1.
Soit 2 C R™ un ouvert non-vide et f : {2 — K une fonction.
Pour tout x € et tout j € {1,2,--- ,n} on note (quand J)

1
F() = lim 1 [f(a+ 1)~ f(a)] € K
ol e; est le j - éme élément de la base canonique de R™.
C’est la dérivée partielle de f en x par rapport a la variable x;.
Ceci revient a dériver uniquement par rapport a la variable x; en fixant toutes les
autres variables.
En particulier, si n = 1 on note

_of

" O

f'(x)

() = lim £ [+ 1) — f(x)] = lim

Remarque : Il y a une maniére équivalente de définir %(:p) pour n > 2 : on
J

considére un intervalle ouvert I; dans R avec x; € I; et tel que
{z1} x {2} x - x{x;o1} x [; x {zj1} x - x {z,} C Q. On introduit ensuite la
fonction d’une seule variable f; : I; — K définie par

fj(y) = f(ﬂflyil?z, i1, Y, Ty, 'l’n); Vye [j-

8



19.

20.

(on fait varier uniquement la j - éme variable et on fixe toutes les autres). Alors on
a: %(x) = fi(z;) (quand 3). C’est la méthode qui est utilisée en général dans la
pratique pour calculer une dérivée partielle.

Ezxemple : en classe

Rappel dérivées partielles a ’ordre quelconque.
Pour tout x € Q et j, k€ {1,2,---n} on note (quand 3)

- (L) wex

Ox;j0xy, = Ox; \ Oz

dérivée partielle a 'ordre 2.

. ] L. 2 . 52
Notation : pour j = k on écrira g—mg(m) a la place de aaing ().
Evidemment, si n = 1 on n’a qu’une seule dérivée partielle & 'ordre 2, qui est notée
(@) = (f')(z).
Plus généralement, on définit par récurrence la dérivée a un ordre quelconque ; pour
un élément o = (o, g, - - av,) € N on définie D*f la dérivée partielle a 'ordre o
de f définie (quand elle existe) par

Def=f si. a=(0,---0)

P (1.1)

Def = i 0,---0
f 0x{r0xg? -+ - Qwin st a0 )

ou on utilise la notation : [a] = a3 + - - - a, (parfois on appelle ordre de dérivation
le nombre naturel [a]).

Dans le cas n = 1 le vecteur « se réduit a un seul élément € N qu’on peut toujours
noter par « et la dérivée a I'ordre o correspondante sera notée par f(@).

On note C(Q2,K) I'ensemble des fonctions continues définies sur © a valeurs dans
K.

Pour tout m € N on note C™(Q2, K) I'ensemble des fonctions définies sur €2 a valeurs
dans K telles que pour tout o € N™ tel que [a] < m, la dérivée D%p existe et est
continue sur . Remarquons que C°(Q,K) = C(Q, K).

On note C*°(£,K) Densemble des fonctions ¢ : @ — K qui sont indéfiniment
dérivables (c’est a dire, telles que pour tout o € N™ la dérivée D%p existe et est
continue sur ).

Nous notons C'(2) = C(2,R), C™(2) = C™(Q,R) et C®(Q) = C(,R).

Soit A un ensemble tel que Q C A C Q (donc A contient 2 ainsi que éventuellement
une partie de sa frontiére). Pour tout m € NU {400} nous notons par C™(A4, K)
I’ensemble des fonctions u € C™ (2, K) tels que pour tout o € N™ avec [a] < m la
dérivée D%u se prolonge par continuité sur A.



21.

Il est clair qu'on a C™(A,K) C C™(Q2,K), avec inclusion stricte si 'inclusion de (2

en A est stricte.
Nous notons encore C™ (A, R) par C™(A).

Remarque 1.1.(a) On utilise souvent la notation précédente avec A = Q, donc on
utilisera souvent l'ensemble C™ (S, K).

(b) Une fonction peut étre dans C™(A,K) méme si elle définie seulement sur ). Par
ailleurs on peut dire aussi pour certaines fonctions définies sur A qu’elle sont

dans C™(A,K), mais on sous-entend que ce sont les restrictions de ces fonctions
sur 2 qui sont dans C™(A, K).

Cas particulier (souvent rencontré dans la pratique) : Soit ¥ C R™ avec ¥ ouvert
telque A C Y et u € C™(%,K). Alors ujq € C™ (A, K) (car on peut voir la restriction
de u sur A comme un prolongement de w sur A ). Remarquons qu’on peut aussi

dire ujq € C™(A,K).

Soit encore A un ensemble tel que Q C A C Q.

Pour tout m € NU {400} et p € N* nous notons par C"(A, K?) I’ensemble des
Uy
U2

fonctions u : Q — KP? tels que si on pose u = | - | avec u; : A — K, i € [[1,p]]

Up
alors u; € C™(A,K) pour tous i € [[1, p]].

Rappelons le résultat suivant qui sera trs souvent utilisé dans ce cours :

Proposition 1.1. (Théoréme de Weierstrass) Si S C R" est un ensemble compact et
f S — R est une fonction continue alors f est bornée et atteint ses bornes. Ceci veut
dire :

1.

1l existe M > 0 tel que
f@| <M, Yzes

2. 1l existe a,b € S tels que

fla) < f(z) < f(b), Vaes.

Nous finissons cette section par la définition suivante :

Définition 1.1. Soit I un intervalle non vide de R, notons a = inf(I) € [—oo,4o0[ el
b = sup(l) € | — oo, +o0] et supposons que a < b. Soit f : I — K une fonction et
m € NU {+oo}. On dit que :

10



a) f est de classe C™ par morceaux au sense large sur [ si :

- 50it fl1ap) est dans C™(]a,b[,K)

- soit il existe k € N* et ay,---ag avec a < a3 < ag < --- < a < b tels que si on pose
ap = a, app1 =bet I; =laj_1,a4], j=1,---k+1alors fi;, € C"(I[;K), j=1,---k+1.
b) f est de classe C" par morceaux au sense restreint sur [ si:

- soit f|]a,b[ € Cm([,K)

- soit il exmiste k € N* et des points aq,as,---ap avec a < a1 < ao -+ < ap < b tels que st
on pose ag = a, gy = b et I; =laj_1,a5, j=1,---k+1 alors fi;, € C™(S;,K), j =
1,---k+1, ot on pose S; :I_jﬂf, Vi=1,2,---k+1, c’est a dire

Si=la,a1] siaecl, Si=]a,a]siagl

Ski1 = |ag, bl sibe I, Spy1 = |ag, b sib& I et

Remarques :

“

1. pour m = 0 on peut dire aussi ”continue par morcequz .. au lieu de "de classe C°

par morceaux ...

2. Il est évident que si une fonction est de classe C™ par morceauzr au sense restreint
alors elle est de classe C™ par morceauz au sense large.

3. Dans la suite on va dire par commodité ”de classe C™ par morceauz a la place de
"de classe C™ par morceaus au sense restreint”,

4. Pour une fonction f de classe C™ par morceaux, f ainsi que toute ses dérivées
jusqu’a Pordre m ont des limites finies a gauche et & droite dans tous les points
(éventuels) ay, aq,---ax; si a € I alors f ainsi que toute ses dérivées jusqu’a 'ordre
m ont des limites a droite en a; de méme si b € I alors f ainsi que toute ses dérivées
jusqu’a 'ordre m ont des limites & gauche en b.

Tout ceci n’est pas vrai en général pour une fonction qui est seulement de classe C™
par morceaux au sense large.

Ezxemples :

1.3 La notion de mesure; cas particulier de la mesure
de Lebesgue

Dans la suite nous introduisons la mesure de Lebesgue qui est un nombre réel positif
(> 0) qu’on associe a “tout” ensemble de R".

11



On commence d’abord par introduire la notion générale de mesure ; la mesure de Lebesgue
sera vue comme le cas particulier le plus important de ce cours.
Dans la suite pour tout ensemble X on notera P(X) 'ensemble des parties de X
(y compris ensemble vide ).
Ezxemple :

On définit maintenant la notion de mesure. L’idée est d’associer a chaque sous-ensemble
d’un ensemble X un nombre positif (qui peut étre +00) avec certaines propriétés.

Définition 1.2. Soit X un ensemble non vide et soit pu: P(X) — [0, +oo] =R, U{+o0}.
On dit que i est une mesure sur X si

a) u(@) =0

b) Pour toute suite des ensembles { A, }nen avec A, C X, Vn € N* et avec A,, disjointes
deuz ¢ deuz (A, NAn=0,Vn#m)ona:

H(UnereAn) = 3 ()

neN*

(cette propriété s’appelle propriété d’additivité infinie ou de o - additivité).
On dira alors que le couple (X, 1) est un espace mesuré.

Un exemple dans la vie réelle : X est 'espace R? et la mesure sur X est le volume ou
la masse de matiére qui se trouve dans une region A C R? de I'espace.

Remarque 1.2. 1. La définition précédente n’est qu’une version simplifiée de la vraie
notion de mesure. En général on envisage que certaines sous-ensembles de X ne
puissent pas se mesurer. On met alors les ensembles qu’on peut mesurer dans une
collection de sous-ensembles de X appellée tribu sur X (qui est donc un sous-
ensemble de P(X)) ayant certaines propriétés. La “vraie” mesure se définit alors
comme une application sur cette tribu. On pourrait appeller la mesure définie dans
ce cours “mesure totale” car elle est définie sur tout P(X), sans restriction. On
utilisera cependant le nom “mesure” pour simplifier le vocabulaire de ce cours.

2. Si la mesure p satisfait en plus la condition u(X) =1 alors on dit que p est une
probabilité sur X.

Proposition 1.2. 57 X est un ensemble et i est une mesure sur X alors on a

1. Si Ay, Ay, -+ Ay, sont des sous-ensembles disjointes de X (done AiNA; =0, Vi#j)

alors
m

p(UR A = p(A))

i=1

12



(cette propriété s’appelle propriété d’additivité finie).
En particulier, si A1, Ay C X avec A;NAy =0 on a

(A1 U Ag) = p(Ar) + p(As).
2. SionaA B C X avec AC B alors
1(A) < u(B)

Démonstration. 1). On introduit la suite des ensembles {Bj}ren< o By, = Ag si k < m
et Bp=0sik>m+1;0na
On montre ensuite qu’on peut utiliser pour la suite { By} la partie b) de la Définition 1.2,

ce qui donne
m

(UL A) = (U2, B;) = ZM(Bz‘) = ZM(Bi)
i=1 i=1
car u(@) = 0 de la partie a) de la Définition 1.2.
2). B=AU(B\A) avec AN(B\ A) = (0 donc u(B) = pu(A) + p(B \ A). Finalement
linégalité u(B\ A) > 0, nous donne le résultat. O

Exemples de mesure

Exemple 1. Soit X un ensemble et a € X. On introduit Uapplication suivante :
0 : P(X) — [0, +00],
définie pour tout B C X par

1 5% a€B
6“(3)_{0 si a¢B

On peut montrer que 0, est bien une mesure sur X (exercice en TD). Celte mesure s’appelle
mesure de Dirac en a; il est trés facile de voir que 6, est en fait une probabilité.

Un exemple de situation pratique o1 on peut utiliser la mesure de Dirac est la suivante :
supposons qu’on veut introduire une mesure p sur X C R3 qui donne pour tout B C X
la masse de la matiére qui se trouve dans B. Supposons qu’on est dans une situation ou
toute la matiére de X est concentrée dans un point a € X (par exemple dans un atome qui
occupe un espace X, si on néglige la masse des électrons alors toute la masse du ’atome
est concentrée dans son noyau ; mais comme la taille du noyau est trés petite par rapport
a la taille de I'atome, on peut dire que 1’espace occupé par le noyau est réduit & un point).
Alors une bonne approximation pour la mesure p dans ce cas est la mesure de Dirac sur
X qui est d,.

Exemple 2. Dans la suite on va introduire une mesure particuliére définie sur I’espace
euclidien R"; c’est la mesure de Lebesgue.

13



Proposition 1.3. (Résultat admis) Soit n € N*. Alors il existe une mesure \, sur R"
telle que pour tout ensemble P du type “pavé ouvert” de la forme

P =ay, by[x]ag, by[x - - X]an, b, C R"
avec —oo < a; <b; <4o0,1=1,---n, on a

M(P) = (by —ay)(bs —ag) -~ (b, — ay).
Cette mesure A\, s’appelle mesure de Lebesgue sur R”.

Remarque 1.3. 1. En fait la mesure de Lebesque est définie seulement sur un sous-
ensemble de P(R™) appellé tribu de Lebesgue. Mais on va “ignorer” pour la suite de
ce cours qu’il existe des ensembles A C R™ pour lesquels \,(A) n'est pas défini (on
ne rencontrera jamais dans la pratique de tels ensembles!).

2. La mesure de Lebesque n’est pas la seule mesure qu’on peut définir sur R™. Par
exemple, la mesure de Dirac sur R™ en 0 est une autre mesure sur R".

Remarque 1.4. La Proposition 1.3 nous donne :

Sin=1et P =]a,b|, alors \;(P) = b— a. Dans ce cas la mesure de P est la longueur
du segment ]a, b .

Sin =2 et P=|ay,bi[x]ag,bs[, alors \o(P) = (by — a1)(by — as) ; la mesure de P est alors
Iaire du rectangle |ay, bi[x]az, bs|.

Sin =3 et P =|ay, b1[x]ag, by[x]as, b3[, alors A\3(P) = (by — a1)(by — az)(bs — a3) et la
mesure de P n’est autre que le volume du parallelipipéde |ay, by[x]as, bo[x]as, bs].

Alors la mesure de Lebesque généralise respectivement la longueur, Uaire et le volume des
sous-ensembles de R, R? R3.

Exemples :

On a les résultats suivants :
Proposition 1.4. Si B C R™ est un ensemble borné alors \,(B) < +0oc.
Démonstration. Comme B est borné alors il existe M > 0 tel que
Bc]—M, M[".

Alors
M(B)< N (=M, M[™)=(2M)" < 400

ce qui montre le résultat. O

Proposition 1.5. Pour tout a € R on a

A1 (Ja, +00]) = A ([a, +00]) = Ai(] — 00, a) = M (] — 00,a]) = +00
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Démonstration. Pour tout m € N avec m > a on a ]a,4+o00[ D Ja, m| ce qui donne
A (Ja, +00]) > Ai(Ja,m]) =m —a
En passant a la limite m — -+o00 on obtient
A (Ja, +00]) = +o0.
Les autres résultats s’obtiennent de maniére analogue. [

On verra plus loin que la reciproque de ce résultat est fausse : un ensemble B peut ne
pas étre borné et avoir une mesure de Lebesgue finie.

Remarque 1.5. Pour calculer la mesure de Lebesque d’un ensemble quelconque en R™ on
pourrail décomposer cet ensemble en une union (éventuellement infinie) des pavés et faire
la somme des mesures de chaque pavé. Pour un ensemble arbitraire ceci peut étre assez
compliqué (par exemple pour un disque dans le plan). On verra plus loin une méthode plus
simple pour calculer la mesure de Lebesque d’un ensemble.

Définition 1.3. Soit (X, ) un espace mesuré. On dit qu’un ensemble A C X est négli-
geable par rapport a p (on peut dire aussi “u - négligeable” ou simplement “négligeable”
s’il n’y a pas de confusion possible) si sa mesure est nulle (c’est a dire p(A) =0).

Le résultat suivant dit que la mesure de Lebesgue de tout singleton est égale a zero
(donc tout singleton est négligeable par rapport a la mesure de Lebesgue) :

Proposition 1.6. Pour tout x € R™ on a

A({z}) =0.

Démonstration. Pour tout k£ € N* on introduit le pavé

P ! + ! X ! + ! X X ! + !
= |z ——, 11+ — Ty — —, Tg+ — Tp— =, Tn+ —
k 1 L y 41 L 2 L s 42 L L L
ou x = (1,Tg, - Ty).
Il est évident que
{zr} Cc P VkeN
ce qui donne
2 n
0<A\({z}) < (E) V ke N
En passant a la limite k& — oo on obtient le résultat. O

Remarque 1.6. En général un singleton n’est pas négligeable par rapport a toute mesure
(méme sur R"). Par exemple si X =R et pn = o alors le singleton {0} n'est pas négligeable
par rapport a la mesure &y, car do({0}) = 1. En revanche toute ensemble qui ne contient pas
0 est &g - négligeable (par exemple |1, 3| est &y - négligeable, mais il n’est pas Ay - négligeable,
car M\(]1,3]) =3 —-1=2).
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On déduit de la Proposition 1.6 que pour tous a,b € R avec a < b on a
Ai(la, 0]) = Ai([a, b)) = Mi([a, b)) = Ai(Ja, b)) =b—a

(car par exemple |a, b] =]a, b[U{b} donc A\i(]a, b]) = A\i(]a, b))+ ({b}) = b—a+0 = b—a).

On a aussi :

Proposition 1.7. Si A C R" est un ensemble au plus dénombrable (c’est & dire fini ou
dénombrable) alors \,(A) = 0.

Démonstration. On a

A= UzGA{x}
et on peut écrire
=2 Al{zh =3 0=
€A €A

Exemples :

1. L’ensemble {1,2} est un ensemble de mesure de Lebesgue 0 en R.

2. L’ensemble Q des nombres rationels est un ensemble de mesure de Lebesgue 0 en
R. De méme Q" est de mesure de Lebesgue 0 en R”.
Ces deux ensembles sont des exemples d’ensembles non bornés et de mesure finie.

On va voir maintenant un exemple d’ensemble de mesure nulle qui n’est pas au plus dé-
nombrables.

Exemple : Soit D une droite en R? parallele & l'une des axes (par exemple supposons
que D est parallele a laxe horisontale, D = R x {a} C R? a € R). Alors la mesure de
Lebesgue de D en R? est nulle (c’est a dire A\o(D) = 0).

Idée preuve : Remarquons que D peut s’écrire sous la forme D = U;czD; avec D; =
17,7 + 1[x{a}, les ensembles D; étant disjointes deux & deux.
Montrons maintenant que pour tout 7 € Z on a

Aa(D;) = 0. (1.2)
En effet on a D; C Pj,, Y n € N* ot Py, =]j —1,j+1[x Ja— 1, a+ L[ Comme
Xo(Pjy) = 2% =2 — 0 pour n = +00 et A\y(D;) < Ao(P;,) pour tout n € N*, nous
obtenons (1.2).
On a alors

Ma(D) = Nao(UjezDj) =Y Ma(Dj) =D 0=0

JjE€EZ JjEZ

ce qui donne le résultat.
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Ce résultat peut se généraliser au cas d’une courbe arbitraire en R?, ayant une certaine
régularité (par exemple de classe C1); ¢a peut encore se généraliser au cas des variétés de
classe C*.

Nous donons dans la suite une version simplifiée de la notion de variété.

Définition 1.4. Soient m,n € N* avec m < n et soit A C R". On dit que A est une
variété de classe C' et de dimension m s’il existe :

U CR™ un ensemble ouvert

un autre ensemble V avec U C V. C U

et o :V = R" une fonction injective avec o € C1(V)

tels que A = (V).

Ezxemple : en classe

Remarque 1.7. Par convention un point x € R"™ sera considéré comme une variété de
classe C' et de dimension 0 en R™.

On a le résultat suivant, admis sans preuve :

Proposition 1.8. Toute variété de classe C* et de dimension m € {0,1,---n — 1} dans
R"™ est de mesure de Lebesque 0 en R™.

Remarque importante : Soit Q C R" un ensemble ouvert ; trés souvent la frontiére 02
de Q) est soit une variété de classe C' et de dimension n—1 soit une union finie de plusieurs
variétés de classe O et de dimension égale an — 1.

Alors de la Proposition 1.8 on déduit \,(02) = 0. Ceci implique immédiatement que
M(Q) = M (Q), o1t Q est Uadhérence de Q en R™

(car Q =QUIN avec Q et ON disjointes, donc A\,(Q) = () + X, (0Q) = X\ (Q).)

Ezemple : en classe
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Définition 1.5. Soit (X, 1) un espace mesuré et A C X. On dira qu’une propriété sur A
a liew p - presque partout sur A (on dit aussi u - pour presque tous = € A et on peut
noter : ji - p.p. x € A) si l'ensemble des © € A pour lesquels la propriété n'a pas lieu est
un ensemble p - négligeable.

Convention : S1 X =R", A C R" et si la mesure . n’est pas précisée alors par convention
il s’agit de la mesure de Lebesque A, .

Exemple : Soit f: R — R avec

1 sl r=1
flx)=14 2 si r=3
0 sio x#1 et ©v#3

Alors f(z) =0, p.p. x € R; on dit aussi f = 0 presque partout sur R (car 'ensemble des
x tels que f(z) # 0 est {1,3} qui est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle).

1.4 L’intégrale par rapport a une mesure et le cas par-
ticulier de l'intégrale de Lebesgue

Pour une fonction f: A— R avec A C R™ nous allons définir un autre type d’intégrale
de f sur A, que l'intégrale de Rieman.
Pour plus de généralité on définira I'intégrale par rapport & une mesure quelconque.
Dans toute cette section (X, 1) désigne un espace mesuré quelconque.
Notations et conventions :

1. Nous notons R = RU {—o0, +cc} et nous utilisons la convention
(+00)-0=0.

(en fait il s’agit d’une extension de la définition de la multiplication sur R au cas
ol on multiplie +00 avec 0; cela n’est pas en contradiction avec le fait que si on a
deux suites réelles u,, — 400 et v, — 0 alors la limite de w,v,, est indéterminée)

2. - Pour tout y € R nous notons y* = max{y, 0} (partie positive de y) et
y~ = —min{y, 0} (partie négative de y).
Nous avons : y* >0, y~ >0, y=y" —y~ et |yl =y +y~ (FEzercice facile!).
- Pour tout ensemble X et toute fonction f : X + R nous introduisons les fonctions
fT,f~: X — R définies par f*(z) = (f(2))*, Ve X.

3. Pour tout sous-ensemble A de X la fonction indicatrice de A sur X désigne la
fonction notée 14 avec 14 : X +— R définie par

La(r) = { 0L §)€(<1A. (1.3)
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Définition 1.6. Soit f : X — R wune fonction. On dit que [ est étagée si_elle prend
un nombre fint de valeurs, c’est a dire, s’il existe k € N* et oy, s, ---ap € R tels que

f(X) ={a1, s, -y}

On notera alors A; = f~Ya;) C X, i = 1,2,---k et on remarque que les ensembles
Ay, -+ Ay sont nonvides, disjointes deux a deux, avec en plus

X=AUAU---UA

(on dira que ces ensembles forment une partition de X). On peut alors écrire f sous la
forme

k
f=Y aila,. (1.4)
=1

Dans la suite on va considérer une fonction f : X ++ R et on définira (quand elle existe)
l'intégrale de f sur X par rapport a la mesure p (on peut dire aussi : pour la mesure p),
notée [, fdpu.

Remarque : Il y a aussi une notion de "fonction mesurable” par rapport a une mesure,
notion qui ne sera pas abordée dans ce cours. En fait pour intégrer une fonction il faut
d’abord qu’elle soit mesurable ; mais on ne rencontre pas dans la pratique des fonctions qui
ne sont pas mesurables au sense de Lebesque.

La construction de cette intégrale se fait en plusieurs étapes.

Etape 1) On suppose que f(X) C [0,+00] et que [ est une fonction étagée, donc f se
met sous la forme (1.4). Alors par définition on pose

/deﬂ = Z%‘M(Az‘) = Z agp(fH ().

qui est un nombre appartenant a l'intervalle [0, +o0].
Ezemples : en classe

1. avec u = A\

2. avec = 0,4

Etape 2) On suppose que f est une fonction arbitraire telle que f(X) C [0, +oc]. Dans
ce cas pour définir I'intégrale de f l'idée est d’approcher f par une suite croissante des
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fonctions étagées. Pour tout p € N* on introduit la fonction f, : X +— [0, +o0| définie par

k

foly) =5 si f(y)ellC il

%7 op

5 [ ceci pour tout k € {0,1,---p2P — 1}

et
fry)=p st fly) >p

- Il est évident que f, est une fonction étagée et que f,(X) C [0, +o0].

- On peut montrer (résultat admis!) que f, est une suite croissante des fonctions, c’est a
dire : f,(y) < fora(y) Vye X, Vp e N*

- On peut aussi montrer (résultat admis!) la convergence simple de la suite f, vers f,
c’est & dire pour tout y € X on a f,(y) = f(y) pour p — +o0.

Il est clair qu’on peut définir [ f,du € [0,400] (que nous notons I,) en applicant la
définition de I’Etape 1, ce qui donne

p2P—1

k kEk

On peut aussi montrer (résultat admis!) que la suite réelle et positive I, est une suite
croissante. Il admet alors une limite dans l'intervalle [0, +o0] et on définit [, fdu comme
étant cette limite. Donc

/deu:pglfm/xfpdue[o,ﬁo].

On admet que dans le cas particulier ou f est une fonction étagée et positive on retrouve
pour fX f du Vexpression donnée a I'Etape 1.

Etape 3) On suppose ici que f est une fonction arbitraire . On considére alors les fonctions
fH [ X —[0,+o00] avec f = fT — f~ et |f| = fT + f~. En utilisant 'Etape 2 on peut
définir [, fTdu, [ f~dp € [0,+o0].

Nous avons alors 4 cas :

Cas1:) Si [, fTdu<+oo et [, f~du<+o0

(on admet que ceci est équivalent avec : [ |f|du < +00 ).

Par définition on dira alors que f est intégrable sur X par rapport a la mesure u et on
définit [intégrale de f sur X par rapport a p comme étant le nombre réel donné par

/delt:/xﬁd,u—/Xf_due]R{.

Cas 2:) Si [, ftdu=+00 et [, f du < +oc alors par définition on pose

/deu—jtoo.
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On dira alors que f n’est pas intégrable sur X par rapport a la mesure p mais que I'intégrale
de f sur X par rapport a la mesure u existe et est égale a +o00

(c¢’est analogue a la convergence des suite réelles : quand une suite tende vers +oo on dit
que la limite existe, est égale a +00, mais que la suite n’est pas convergente).

Cas 3:) Si [, fTdu<+oo et [, f~du =400 alors par définition on pose

| =

De la méme maniére qu’au Cas 2, on dira que f n’est pas intégrable sur X par rapport a
la mesure 1 mais que l'intégrale de f sur X par rapport a la mesure p existe et est égale
a —0o.

Cas 4 :) Si fX ftdu = 40 et fX f~du = +oo alors on dira encore que f n’est pas
intégrable sur X par rapport a la mesure p, mais aussi que l'intégrale de f sur X par
rapport & la mesure p n’existe pas, ou qu’elle n’a pas du sens (contrairement aux Cas 2 ou
Cas 3 ou cette intégrale existe).

Donc pour résumer :
- on a un seul cas ou f est intégrable sur X par rapport a la mesure p : c’est le Cas 1.
- dans les Cas 2 ou 3 l'intégrale de f existe mais f n’est pas intégrable.
- dans le Cas 4 'intégrale de f n’a pas du sens.
On peut dire aussi : f est intégrable sur X par rapport a u si et seulement si
Jx [fldp < +oo.
Dans le cas particulier f > 0 on a que f est intégrable sur X si et seulement si
[x fdu < 400 (car dans ce cas f+ = f et f~ =0 donc [, f~=0).
Ezxemple : en classe

Remarque 1.8. i (X, u) est tel que p est une probabilité et f: X — R est une fonction,
alors on dit que f est une variable aléatoire réelle sur X. Alors fX fdu (si elle eziste)
n’est autre que ’espérance de f.
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Extensions de la définition de I’intégrale :
1. Si A est un sous-ensemble de X et f : A — R alors on définit une extension
f: X — Rde fsur X par I'égalité

A V() siyeA

f(y)_{ 0 si yeX-A
Alors par définition U'intégrale [ 4 J dp existe et est un élément de R si et seulement
si [ fdu existe (voir Etape 3 ci-dessus) et on a

/Afdu:/de,uE@.

On dit aussi que f est intégrable sur A si et seulement si f est intégrable sur X.
On peut écrire :

f est intégrable sur A < / |f|dp < 400
A

(car f intégrable sur A <= f intégrable sur X <= Ix |fldp < +oo
= [, |fldp < +00.)
Il est évident que dans le cas f > 0 alors f est intégrable sur A si et seulement si
J4 fdp <400 (car dans ce cas ft=7fet f~=0donc Ix fdu=0).

2. Si f: A — C alors nécessairement on a f = f1 +ifs, ou fi,fo : A — R. Alors
par définition on dit que f est intégrable sur A si f; et f, sont intégrables sur A
(voir 1. ci-dessus). On définit alors 'intégrale de f sur A comme étant le nombre

complexe donné par
/fd,u:/fldu—i—i / fadp.
A A A

f est intégrable sur A <= / |f|dp < 400
A

On a encore

Remarque : On peut voir 'intégrale d'une fonction a valeur dans R comme un cas
particulier de l'intégrale d’une fonction a valeurs dans C'.

Remarque 1.9. Dans ce cours on utilisera trés souvent lintégrale par rapport a la me-
sure de Lebesque N\, pour une fonction définie sur un sous-ensemble A de R™. On dira
simplement intégrale de Lebesgue ou intégrable Lebesgue ou lieu de intégrale (ou
intégrable) par rapport a la mesure de Lebesgue.

Dans la suite nous donnons des propriétés fondamentales de ce type d’intégrales.
On suppose dans la suite de ce chapitre que (X, p) est un espace mesuré et que A ou
"A avec des indices" (exemple : Ay, Ay, - --) désignent des sous-ensembles de X.

Le term "intégrable" signifiera "intégrable par rapport a la mesure p".

(L1) Pour toute constante c € R on a [, cdu = cu(A).
Conséquences :
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1. La fonction constante = 0 est intégrable sur tout ensemble A et son intégrale sur A
est égale a 0.

2. Toute fonction constante non nulle est intégrable sur A si et seulement si pu(A) <
+00.

3. On a la formule pratique suivante pour calculer la mesure d’un ensemble A :
u(a) = [ 1dp
A

(L2) (linéarité) : Si f1, fo : A — C sont deuz fonctions intégrables sur A et oy, a9 € C
alors aqfi + asfy est intégrable sur A et on a

/ larfi + aafo] dp = 041/ fidup+ 042/ J2dp.
A A A
Cette proprité se généralise de maniére évidente au cas des plusieurs fonctions intégrables :

si fi, fo, - fp + A — C sont des fonctions intégrables sur A et ay,aq,- -y, € C alors
arfi +asfo+ - + apf, est intégrable sur A et on a

/Ai (o f5) dp = iaj/Afj dyi

(L3) (relation de Chasles) Supposons que Ay N Ay =0 et soit f: A UAy — C. Si
f est intégrable sur Ay et sur As alors f est intégrable sur A; U Ay avec en plus

/ fap= | fdu+ [ ru
A1UAs A1 Ao

Cette propriété se généralise au cas de plusieurs ensembles Ay, Ag, - -+ A, qui sont disjointes
deuz & deux : si on pose A=A UAyU---A, et si f: A— C est intégrable sur A; pour
tout 7 entre 1 et p alors [ est intégrable sur A et on a

Afduzgéjfdn.

(L4) Soient f,g: A — R telles que f(y)=g(y) p-p. p. y€ A. Sif estintégrable
sur A alors g est intégrable sur A avec en plus

/Afdu=/A9du-

Ezxemples :
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1. avec p = MA; :
Soit ¢ : [0,1] — R donnée par

(o0 si ze[0,1]NQ
g(l‘)—{1 sii x€[0,1]N(R\Q)

On considére la fonction f: [0,1] — R avec f = la fonction constante 1.
Il est clair que f = g A\ — p.p. (car ’ensemble des x pour lesquels f(x) # g(x) est
I’ensemble [0, 1]NQ qui est de mesure Lebesgue nulle). D’autre part f est intégrable
Lebesgue sur [0, 1] et f[O,l] fdx = 1X(]0,1]) = 1. On déduit de (L4) que g est
intégrable Lebesgue sur [0, 1] et f[O,I] gdi; = 1.

2. avec = 0,
On considére g : R — R une fonction arbitraire et a € R. Nous considérons la
fonction f : R — R avec f = constante = g(a). Nous avons f = g d, — p.p.
(car Pensemble de z € R tel que f(x) # g(x) est inclus dans R\ {a} qui est J,
négligeable, donc il est §, négligeable). D’autre part, il est clair que f is intégrable
sur R par rapport a la mesure d, et [, fd, = g(a)d,(R) = g(a). On en déduit que
g is intégrable sur R par rapport a la mesure 9, et fR g, = g(a).

Conséquences :
1.Sif:A—R esttelque f(y)=0 p-p.p. y€A alors f est intégrable sur A et

[ sau=o

2. Si u(A)=0et f: A— R alors f est intégrable sur A avec en plus

/fduzO.
A
(car f=0 p— p.p.z € A).

(L5)  (intégration des inégalités) Si f,g : A — R sont tels que [, fdu et [, gdp
existent avec en plus f(y) < g(y) p—p.p.-y € A alors

/Afdus /Agdu.

(L6) Soient f: A—[0,400] et g: A— C avec f intégrable sur A
(cest a dire : [, fdu < +00). Si

lg(x)| < f(x) p—pp.xzeA

alors g est intégrable sur A (avec bien sur [, |gldp < [, fdu).
Preuve : Nous avons gt < |g| < f; comme fAfd,u < +o0 alors fA gt du < +o00. De la
méme maniére on montre fA g~ du < +0o0, ce qui donne le résultat.
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Ce résultat est souvent utilisé pour montrer qu’une fonction est intégrable : il suffit de
majorer sa valeur absolue par une fonction dont on sait qu’elle est intégrable. On a alors :
Conséquence 1. Soit X =R", u=M\,,ACR" et g: A— C. Si A est un ensemble borné
et g est une fonction bornée alors g est intégrable Lebesgue sur A.

Preuve : Soit M > 0 tel que |g(z)] < M, V¥V z € A. On applique le résultat général de
(L6) avec f = la fonction constante M. Comme A est borné alors \,(A) < 400 ce qui
avec (L1) nous dit que f est intégrable Lebesgue sur A

(avec en plus [, fd\, = MA,(A) < +00).

Ceci nous donne le résultat.

Conséquence 2. i f : A — C est intégrable et B C A alors f|p est intégrable sur B.
Preuve : considérer 'extension de f|p sur A par 0, qu’on va encore noter f On a clairement
|| < |f| ce qui nous donne le résultat grace au (L6).

Conséquence 3. Soient f : A — [0, +o0[ avec f non intégrable sur A

(donc [, fdu=+00) et g: A— K avec

lg(x)| > f(x), p—pp xecA

Alors g n’est pas intégrable sur A.
La preuve est trés facile, elle se fait par absurde.

(L7)  (inégalité triangulaire) Soit f : A — C; alors f est intégrable sur A si et
seulement si |f| est intégrable sur A et on a

/Afdﬂ| S/Alfldu-

Preuve : Si f est a valeurs dans R alors le résultat est une conséquence immeédiate de
I’Etape 3 de la construction de l'intégrale ; on admet le résultat en général.

(L8) Sif:A— R esttelle que f(x) >0 p-pp. x€Aet [, fdu=0 alors
f(x)=0 p—pp. z€A.
Conséquence : Si 1(A) >0 et f(x) >0 p- pp.xeAaors [, fdu>0
(preuve par absurd immédiate en utilisant (L8) ).

Le résultat suivant nous donne un cas ou il y a coincidence entre l'intégrale de Lebesgue
et celle de Riemann.

(L9) (uniquement pour les intégrales de Lebesgue) Si X =R", Q est un sous-ensemble
ouvert et borné de R™ et f : Q) — R est une fonct_ion continue (ce qui implique par un
résultat bien connu que f est intégrable Rieman sur 1) alors f est intégrable Lebesque sur

Q, avec en plus
/fd)\n:/f(x)dx
Q Q

ol [, f(x)dr € R désigne lintégrale de Rieman de f sur Q.
Ezxemple : en classe
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Remarque 1.10. On peut remplacer Uhypothese : "f - Q — R et f est une fonction
continue” par : "f : Q=R et feC(Q)"

On a la conséquence importante suivante de (L9) :

Proposition 1.9. Soit I = [a,b] avec —00 < a < b < +oo et f: I — R wune fonction
continue par morceaux (on sait alors que f est intégrable Riemann sur I). Alors f est inté-
grable Lebesque sur I et on a ’égalité entre 'intégrale de Lebesque de f sur I et lintégrale
de Riemann de [ sur I.

Démonstration. On a deux cas :
1. Si f est continue sur I alors le résultat est une conséquence immeédiate de (L9).

2. Supposons qu’il existe k € N* et aq, as, - - - ax comme dans la Définition 1.1. Notons
I =la,a1], Ip+1 =]ax,b] et I; =la;_1, a;[ pour j =2,3,---k (cette derniére partie
est inexistante si k = 1). Par hypothése on a : f, € C(I;) pour j = 1,2,k + 1.
On déduit alors de (L9) que f est intégrable Lebesgue sur chacun des intervalles I;

pour j=1,2,---k+1etona
/fcl)q:/f(x)dx, Vi=12---k+1
I; I

D’autre part, I se décompose en I'union suivante des ensembles disjointes deux a
deux :
kL
I=u5;UB
avec B = {a,aq,---a, b} ensemble négligeable.
Comme f est intégrable Lebesgue sur chacune de ces ensembles alors f est intégrable
Lebesgue sur I et on a

/IfdAl:g/jjfdAﬁ/de/\l:jéfljf(x)derO:/If(x)dx

ce qui donne le résultat.

Remarque 1.11.(a) On déduit que dans la “plupart” des cas rencontrés dans les
applications, [intégrale de Lebesgue et celle de Riemann coincident.

(b) Dans la suite on utilisera souvent pour lintégrale de Lebesque la méme notation
que pour l’intégrale de Rieman, c’est a dire, pour une fonction f : A — C on
notera [, f(x)dx a la place de [, fdA,.

De plus, si A C R est un intervalle (éventuellement non borné) d’extrémités
a < [ alors on notera l'intégrale de Lebesgue de f sur A comme pour l'intégrale

de Rieman : ff f(x)dz au liew de [, f(x)dx ou de [, fdA.
[
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Ezxemple : en classe

Dans la suite nous donons (sans preuve) deux théorémes qui permettent de passer a la
limite dans l'intégrale par rapport a une mesure.
Autrement dit, ces théorémes permettent de répondre a la question :

v (1) ()

Théoréme 1.1. (Théoréeme de convergence monotone de Beppo-Levi). Soit A C X et
fr: A —[0,4+00] une suite croissante et positive (& partir d’un certain rang) de fonctions,
c’est a dire, il existe kg € N tel que pour tout k € Nk > ko on a

o) < fonaly) VyeA

et
frly) >0 VyeA

Soit f: A —[0,+00] la fonction (qui peut prendre +0o0 comme valeur) donnée par

fly)= lim fi(y) VyeA

k——+o00

On a alors

/fdu: lim /fkd,u.
A k—+oo J 4

(les deux quantités dans l’égalité précédente peuvent étre finies ou égales 4 +00).

Remarques :

1. Il est évident que la suite réelle positive [ 4 Jedp est une suite croissante, donc la
limite limy_, o [, frdp existe et appartient a [0, +o0].

2. Ce théoréme nous permet de déduire que
— la fonction limite f est y - intégrable si limy_, o [, frdp < 400
— la fonction limite f n’est pas p - intégrable si limg . o fA frdp = +o0.

Nous savons qu'une fonction bornée est intégrable Lebesgue sur tout ensemble borné.
La proposition suivante nous permet de dire, pour une fonction définie sur un ensemble
non-borné ou pour une fonction non-bornée, si elle est ou non intégrable Lebesgue.
Pour plus de généralité on va énoncer le résultat pour une intégrale par rapport a une
mesure g quelconque, mais on ’appliquera pour I'intégrale de Lebesgue.

Proposition 1.10. Soit A C X, my € N et considérons {An }menm>m, une suite des
sous-ensembles de X tels que
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1. A, CA, VmeN, m>mg

2. Ap CApnyn VYmeN m>mg  (propriété de monotonie)

8 Up_ e Am = A
Soit f: A C une fonction telle que f est intégrable sur A,, por tout m € N, m > my.
Nous avons alors :
a) f est intégrable sur A si et seulement si on a

m—-+00

lim |fldp < 400
Am

b)  Si f est intégrable sur A alors

/fd,u— lim / fdpu.
A m—+00 Am

Démonstration. a) Pour tout m € N, m > mg on introduit la fonction f,, : A — C
définie par f,, = fla, (donc f,(z) = f(x)siz € A, et fr(z) =0six € A\ A4,); il est
clair que que |f,| = |f] 1a,,-

Il est facile de voir que | f,,| est une suite positive et croissante des fonctions et que

f@) =l fu@) et [f@)] = lm |fu(e)], Ve A

m—

Alors on peut appliquer le Théoréme de Beppo-Levi (Théoréme 1.1), pour la suite | f,,| des
fonctions et la fonction limite |f|. On a alors

[ \rldn= i [ (fulda
/Alfmlduz/Amlfm\dqu/A\A |fm|dM=/Am!f|du+0

[ 1sdu= i [ 15a
A m—roo A
ce qui donne le résultat.

b) Nous faisons la preuve pour f 4 valeurs dans R (pour le cas général la preuve sera alors
immeédiate).
On montre exactement comme on l'a fait pour |f| qu'on a

Comme

on déduit

/erdu: lim frdu.
A m—o0

Am
et aussi
J gt [ g
En faisant la différence entre ces deux égalités, on obtient le résultat attendu. ]
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Remarque 1.12. Ce résultat permet de faire le lien entre l'intégrale de Lebesque et 1'in-
tégrale généralisée aprise au niveau Licence 1 ou 2.

Par exemple si f : R — R est une fonction intégrable sur tout sous-ensemble compact de
R alors l'intégrale généralisée fj;o f(x)dx est définie par

—+00

b
f(z)dx = lim / f(z)dx (si cette limite existe)

a——00,b—+00

On peut écrire cela autrement :

“+o0o bm

f(z)dxr = lim f(z)dx

m—+00
am

0U Gy, by, SONL des suites réelles arbitraires tels que a,, — —oo et b, — +00. La Proposition
1.10 permet de dire que l’intégrale de Lebesgue de f sur R est donnée par une expression
analogue :

bm
/fd)\l = lim / f(x)dx (si cette limite existe)
R m——+oo am

(pour cela il suffit d’appliquer la Proposition 1.10 avec A,, = [am, by] ; il faut faire en plus
les hypotheses : a,, décroissante et b, croissante).

Exemple fondamental :
Soient a, B € R avec a #0 et f : R — R la fonction définie par

flx)=¢e" VzeR.

Nous avons le résultat suivant :

1. Sia <0 alors :
i) [ est intégrable Lebesque sur I avec I = [, +oo[ ou I =B, +oo[ En plus on a

/If(x) do = —leaﬂ.

a
it) [ est non intégrable Lebesgue sur J avec J =] — 0o, ] ou J =] — o0, A
2. Sia>0 alors :
i) f estintégrable Lebesque sur I avec I =] —o00, ] ou I =]— o0, B]. En plus on a

/If(x) dx = éeo‘ﬁ.

it) [ est non intégrable Lebesque sur J avec J = [, +oo] ou J =]3, +o0l.

Démonstration. On va utiliser la Proposition 1.10 avec X =R et u = A;.
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1. Le cas a < 0;
i) On pose I, = [B,m]si B € oul, =|f,m]sip &I avec m € N assez grand
(on peut prendre par exemple m > mg avec my € N* tel que mg > (). On utilise
la Proposition 1.10 avec A = I, A,, = I, et avec la fonction fj;. Il est trés facile
de voir que les intervalles I,,, satisfont les 3 hypothéses de la Proposition 1.10. I1 est
évident aussi que f est intégrable Lebesgue sur I, pour tout m (car f se prolonge
par continuité, si nécessaire, sur I'intervalle compact I,,,). On a

m am __ ,af
/ \f(x)]dx:/ v dy ="
I 8 «

Comme a < 0 alors cette expression admet une limite pour m — +00, ce qui montre
que f est intégrable Lebesgue sur I. En plus

am __ ,af afs
/f(x)dx: im & ¢ - %
1

m—+0o0 o (0]

ce qui donne le résultat.

it) On pose J,, = [-m, 5] si 8 € I ou J,, = [-m, B[ si B & I avec m € N assez,
grand (on peut prendre par exemple m > mg avec my € N* tel que mg > —f3).
On utilise la Proposition 1.10 avec A = J, A,, = J,, et avec la fonction f;. Il est
trés facile de voir que les intervalles .J,,, satisfont les 3 hypothéses de la Proposition
1.10. 11 est évident aussi que f est intégrable Lebesgue sur .J,, pour tout m (car f
se prolonge par continuité, si nécessaire, sur I'intervalle compact J,,). On a

B aBf _ —am
| t@lis = [ emar = S
m a

Cette expression tend vers +o0o quand m — +o00o, ce qui nous dit que f n’est pas
intégrable Lebesgue sur J.

2. Le cas a > 0; la preuve est analogue et est laissée en exercice.

Théoréme 1.2. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) Soit A C X,

fr : A — C une suite des fonctions intégrables sur A et f : A — C une fonction. On
suppose que

i) fely) = f(y) pour k — 400, p-p.p. y€ A (convergence simple ju - presque partout

de fi. vers f ).
ii) : 1l existe g : A — R fonction integrable avec g(y) >0, p— p.p.y € A telle que

e <gly), p—pp.yeA Yk=>k
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avec ko € N. Alors f est integrable sur A et en plus

/fkd,u—>/fd,u, pour k — +o00.
A A

Remarque 1.13. Dans la suite nous allons utiliser uniquement l’intégrale par rapport a la
mesure de Lebesque (ou lintégrale de Lebesque). Alors par commodité on dira “intégrable”
ou “intégrale” a la place de ‘“intégrable Lebesque” ou “intégrale de Lebesgue”.

Nous donnons maintenant un résultat qui permet de ramener le calcul d'une intégrale
de Lebesgue a deux variables au calcul de deux intégrales de Lebesgue a une variable.

Théoréme 1.3. (Théoréme de Fubini 2D)
Soit ACRxR et f:A— C une fonction.
Pour tout x € R on introduit ’ensemble appellé x - section de A :

A ={y eR, (z,y) e A} CR

et nous notons B={rx eR, A, #0} CR.
Pour tout x € B nous introduisons la fonction f, : A, — C définie par

Nous avons

1. Si f est intégrable sur A alors pour presque tout x € B la fonction f, est intégrable
sur A,. En plus, la fonction

xEBH/A fuly)dy € C (1.5)

est intégrable sur B et on a

/A F(a, ) dudy = /B ( RG dy) dz. (1.6)

2. Réciproquement, si pour presque tout x € B la fonction f, est intégrable sur A, et
st la fonction définie en (1.5) est intégrable sur B alors f est intégrable sur A et on
a légalité (1.6).

Remarque 1.14. 1. Dans le résultat précédent on peut échanger les roles des x et y.

2. Il'y a aussi un “Théoreme de Fubini 3D” analogue au théoréeme précédent qui permet
de ramener la calcul d’une intégrale a trois variable au calcul d’une intégrale double
et d’une intégrale simple, donc finalement (grace au Théoréme de Fubini 2D) & une
succeéssion de trois intégrales simples. Plus généralement, on peut ramener le calcul
d’une intégrale en dimension m+n au calcul d’une intégrale en dimension m et une
en dimension n, avec m,n € N*. Pour cela il suffit de réécrire le Théoreme 1.3 avec
ACR™n" zeR" yeR™ A, CR™ et BC R".
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Exemple :
Nous avons trés souvent la situation suivante :

A={(z,y) €R?* z€la, B[, a(z) <y <b)}

avec o, 3 €ER, a < fBet a,b:la,B[— R des fonctions continues avec a < b.
Avec les notations du Théoréme 1.3 nous avons B =]a, [ et A, = [a(x), b(z)], VYV € B,
donc la formule (1.6) devient

B b(x)
/f(x,y) dxdy:/ ( f(z,y) dy) dx.
A a a(x)

En particulier si A =]ay, bi[ X |ag, by est un rectangle, éventuellement non borné, de

R? alors , ,
/A flz,y) dedy = / ( f<x,y>dy) dz

Remarque : dans le membre de droite de 1’égalité précédente on intégre d’abord en y,
ensuite en x; précisons que nous pouvons inverser l'ordre d’intégration, le résultat restant
le méme.

Nous finissons cette section en donnant une formule trés utile de changement des
variables dans l'intégrale de Lebesgue.
Rappellons d’abord la notion suivante :

Définition 1.7. Soit Q un ouvert de R™ et h : Q — R™ une fonction de clase C*, ou
m € N*. On note h = (hy,ha, -+ hy) avec hy, -+ hy, 2 Q — R Alors pour tout © € ) on
définit la matrice Jacobienne de h en x comme étant la matrice notée Jy(x) a m lignes
et n colonnes donnée par

oh |
(Jh<'r))1j = ax(x) VZ: 1""m’ VJ — 17...n_
J

Nous avons :

Théoréme 1.4. (Formule de changement des variables, résultat admis!) Soient U et V
deux ouverts de R™ et o : U — V' une fonction de classe C' satisfaisant les propriétés
sugvantes :

1. ¢ est bijective.

2. Jo(x) est une matrice inversible pour tout x € U
(c’est a dire det (J,(x)) #0 VzeU).

Considérons la fonctions f:'V — C et la fonction g : U — C obtenue de f par la formule
9= (fop)|det (J,)]
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Alors f est intégrable sur V si et seulement si g est intégrable sur U et on a

/Vf(w)dwz/Ug(y)dy
/f da:—/f )) [det (J,(y)] dy.

Rappels coordonnées polaires :
On introduit la fonction g : [0, +00] X [0,27] — R? donnée par

(5) = eatonr = (255m)
1l est évident que @o est de classe C'°. Nous rappelons que o est une fonction surjec-
tive. Elle n'est pas injective & cause de [’égalité po(0,0) = 0, V0 € [0,27] ou de l’égalité
©a(p,0) = @a(p,2m), ¥ p > 0. Nous rappelons que la restriction de pq sur 0, +oo[ x [0, 27|
est une fonction injective.
Exemple d’utilisation du Théoréme 1.4 :
Pour un r > 0 fixé nous considérons B(0,7) C R? le disque ouvert centrée en 0 et de rayon

r et on se propose de calculer \o(B(0,7)) (donc P'aire du disque).
Nous avons

c’est a dire

Ao(B(0,7)) = / | de
B(0,r)

donc tout revient a calculer cette derniére intégrale. Il est difficile d’appliquer directement
le Théoréme de Fubini sur B(0, ) et il sera préférable d’appliquer la formule de changement
des variables.

Il est clair que B(0,7) = ¢2([0,7[x][0,27]) mais on ne peut pas utiliser directement ceci a
cause du manque de bijectivité et du fait que [0, r[x[0, 27| n’est pas un ensemble ouvert.
On fera alors l'artifice suivant : on introduit 'ouvert V- C R? avec V = B(0,7) \ D ou
D = 10,7 x{0} € B(0,r). Comme D est de mesure de Lebesgue nulle alors

Ao(B(0,1)) = ha(V).

Nous avons donc

)\2(B(O,r)):)\2(V):/V1dx. (1.7)

Pour calculer cette derniére intégrale nous avons V. = ¢o(U) avec U =]0,7[x |0, 27|
et nous remarquons que @, est une bijection entre les ouverts U et V' de R?. La matrice
Jacobienne de ¢, est donnée par

cos —psinb
1a00) = (g o))

sinf  pcosf
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Nous avons det(J,,(p,0)) = pcos® + psin®f = p >0, V(p,0) € U.
Nous pouvons alors appliquer le Théoréme 1.4 et nous avons

/1dx:/|det(J¢2)]dpd9:/pdpd9. (1.8)
v U U

Il est facile d’appliquer le Théoréme de Fubini pour calculer cette derniére intégrale :

r 2 r
/pdpd@—/ (/ pd9> d,o—/ 2rpdp = 7.
U 0 0 0

Avec (1.7) et (1.8) nous retrouvons la formule bien connue :

Ao (B(0,7)) = 7.

1.5 Les espaces de Lebesgue

Dans la suite 'ensemble K désigne soit R soit C.
Rappellons les définitions suivantes :

Définition 1.8. Supposons que E est un espace vectoriel sur K (le plus souvent on va

considérer K = R). On dit qu’une application ||-|| : E — [0, 4+00| est une norme sur E si
1.
|Aul] = Al |lul]] YAeK, VueFE
2.
lu+v| < Jul| +|v|| Yu,veFE (linégalitée triangulaire)
3.
u=0 si et seulement si ||u|| = 0.

On dit qu’un espace vectoriel ¥ muni d’'une norme est un espace vectoriel normé.
Rappellons enfin qu’'un espace de Banach est un espace vectoriel normé et complet
(c’est & dire, il a la propriété que toute suite de Cauchy est convergente).

Dans toute cette section A désigne un sous-ensemble non-vide de R™ et p est tel que
1 <p< +oco.

Cas1l) 1<p<+oo.
On définit I'ensemble

IP(AK) = {u: A— K, /A (@) dz < +o0}.

avec la convention qu’on “ne distingue pas” comme éléments de LP(A,K) deuz fonctions
qui sont égale presque partout.
Par exemple, la fonction u définie sur A qui est égale partout a zero sauf dans un point
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ot elle vaut 1, est considérée comme 1'élément zero de LP(A, K) (on confond cette fonction
avec la fonction 0).
La raison de cette convention supplémentaire est le fait que nous voulons que LP(A, K) soit

un espace de Banach muni de la norme |Ju|poax) = [ [, [u(z)[P dz] Y2 Alors il doit satis-
faire une propriété essentielles : ||u|rax) =0 = u =0, si u est tel que ||u||rrax) =0
alors en utilisant L8) on déduit « = 0 mais pas nécessairement partout sur A mais seule-
ment p.p. x € A; c’est pourquoi on doit confondre toute fonction égale presque partout a
zero avec la fonction zero.

La définition compléte et rigoureuse de LP(A, K) fait appel a la notion de classes d’équiva-
lence et ne sera pas donnée dans ce cours.

On a le résultat suivant (sans preuve) :

Proposition 1.11. L’ensemble LP(A,K) est un espace vectoriel sur K, avec les opérations
habituelles sur les fonctions : “+” et “7(produit entre scalaire et fonction); en fait il faut
voir LP(A,K) comme un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des fonctions de A a
valeurs dans K.

En plus LP(A,K) muni de la norme

1/p
u € LP(AK) = [Jul|pax) = </ ]u(:v)|p> € [0, 00|
A

est un espace de Banach.

Notation : on note dans ce cours LP(A) = LP(A,R), mais dans la litterature on peut
trouver aussi la notation LP(A) pour LP(A,C).
Exemple : Soit ACR" et f: A— K une fonction. Si A est borné et f est une fonction
bornée alors f € LP(A,K). (car |f|P est bornée, donc intégrable sur A qui est borné).
En particulier : st Q2 C R™ est un ensemble non vide, ouvert et borné alors on a

C(QLK) C LP(Q,K)

car siu € C(Q,K) alors u est borné (par le Théoréme de Weierstrass car S est un ensemble
compact dans R").

En revanche, nous n’avons pas en général C(Q2,K) C LP(Q,K).

Ezemples : en classe

Cas 2) p=+oc.
On définit

L¥(AK)={u:A—K, 3Faecl0,+oo] tel que |u(z)| <a, p.p. x € A}.

avec la méme convention : on confond les fonctions égale presque partout.
Il est facile de voir que toute fonction bornée est un élément de L>*(A). Un exemple de
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fonction non bornée qui est dans L>(A) est la fonction définie sur R et qui vaut 0 partout,
sauf dans les points n € N* ot elle vaut n. La propriété de la définition est vraie pour tout
a > 0; en fait on confond cette fonction avec la fonction nulle.

On a encore le résultat suivant (sans preuve) :

Proposition 1.12. L’ensemble L>*(A, K) est un espace vectoriel sur K, avec les opéra-
tions habituelle sur les fonctions : “+” et “”(produit entre scalaire et fonction); en fait il
faut voir L*(A,K) comme un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des fonctions de
A a valeurs dans K.

En plus L*(A,K) muni de la norme

u € L¥(AK) = |lul|pear) = inf{a >0, |u(z)| <a, pp. ze A}
est un espace de Banach.

La norme ||u||z(ax) s'appelle aussi le suppremum essentiel de |u| et le plus souvent
elle n’est autre que sup,.4 |u(x)|.
On utilisera la notation : L>*(A) = L>*(A,R).
Exemple : i A CR" et f: A — K est une fonction bornée alors f € L*(A, K)
(méme si A n’est pas un ensemble borné).

Remarque 1.15. Soit une fonction u définie presque partout sur A et & valeurs dans K,
c’est a dire : il existe Ay C A tel que A — Ay est négligeable et u : Ay — K. Notons par
u un prolongement de u sur l’ensemble A par une valeur quelconque, par exemple 0. Si
la fonction @ est un élément de L1(A,K) avec q € [1,+00|, alors on va dire par abus de
language que u est un élément de L1(A,K). Donc u peut étre vu comme un élément de
Li(A,K) méme s’il est définit seulement presque partout sur A.

Remarquer que la valeur par laquelle on prolonge u sur A n’a aucune importance.

Nous finissons ce chapitre par une inégalité trés utile (sans preuve) :

Lemme 1.1. (Inégalité de Holder)
Soient p,q € [1,+00] tels que }%—I—% =1 et deuz fonctions f € LP(A,K) et g € L1(A,K).
Alors le produit fg est un élément de L'(A,K) et on a

1 fallorax)y < IfllzrcamllgllLoax)

Remarque 1.16. En prennant dans le lemme précédent p = q = 2 nous obtenons
Pinégalité de Cauchy-Schwarz :

/A|fg|§\//A!f|2-\//A oV fgeMAK).

Remarque 1.17. 1l est possible de définir plus généralement, de maniére analogue, des
espaces de Lebesque par rapport & une mesure p quelconque ; nous avons choisi ici de nous
restreindre au cas particulier de la mesure de Lebesqgue.
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Chapitre 2

Quelques éléments de géométrie
analytique : courbes et surfaces

Dans tout ce chapitre n est un nombre naturel avec n > 2.

2.1 Courbe paramétrée et intégrale sur une courbe

2.1.1 Paramétrisations et courbes

Définition 2.1. 1. On appelle arc paramétré de classe C* en R™ (on peut aussi dire
paramétrisation de classe C' en R™) un couple ([a,b], ) avec a,b € R, a < b et
v : [a, b] = R™ une fonction de classe C'.

2. On appelle support de l'arc paramétré ([a,b], ) Uensemble v(|a,b]) C R™; on
Pappelle aussi courbe de classe C' associée a larc paramétré ([a,b], 7). On dira
ausst que ([a,b], v) est une paramétrisation de la courbe y([a,b]).

3. Le point v(a) € R™ est appellé point initial de la paramétrisation tandis que le
point y(b) € R™ est appellé point final. Le sous-ensemble v(]a,b]) C R™ s’appelle
partie intérieure de la paramétrisation.

4. On dit que Uarc paramétré ([a,b], ) est simple si la restriction de vy sur |a,b| est

une fonction injective.

Remarque 2.1. 1. Un arc paramétré permet de décrire la courbe support associée
mais ausst de donner un “sense de parcours” sur cette courbe.

2. Par commodilé on peut dire que [’arc paramélré est v au lieu de dire que c’est
(la, 0], 7).

3. On peut rencontrer dans la littérature de spécialité d’autres noms que que celui de
arc paramétré : courbe paramétrée, chemin, etc ..

Exemple 2.1. (paramétrisation d’un graph de fonction)
Soient a,b € R avec a < b et f : [a,b] — R une fonction de classe C*. Nous considérons le
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graph de f qui est I’ensemble suivat en R? :
I'={(z, f(z)) €R* € a,b]}.

La définition de I" nous suggére la paramétrisation suivate pour I' : on introduit la fonction
vt la,b] — R? définie par
V() =, f(t), Viela.

Alors ([a,b],v) est un arc paramétré dont le support est le graph T' de f. On remarque que
cet arc paramétré est simple.

Exemple 2.2. (paramétrisation d’un cercle)
Soit a = (a1, ) € R? et v > 0. On considére dans le plan R? le cercle de centre o et de
rayon r :

Cla,r) ={x = (v1,22) €R?, (21 — 1) + (22 — a0)* = 1%}

On introduit la fonction 7y : [0,27] — R? définie par

y(t) = ( o+ cost ) . Vtelo 2.

a9+ rsint

Alors ([0,27],7) est un arc paramétré de classe C' en R* (on observe que v est de classe
C®). 1l est facile de voir que le support de cet arc paramétré (ou sa courbe associée) est le
cercle C(a,r).

Remarquons que le point initial et le point final coincident et que cette paramétrisation est
simple et “parcourt” le cercle dans le sense trigonométrique.

St on veut paramétriser seulement une partie du cercle, on peut prendre t dans un intervalle
strictement inclu en [0,27] (par exemple on peut paramétrer un demi-cercle, en prennant
t € [0,7]). On peut aussi prendre t dans un intervalle qui inclu strictement [0,2w] et
dans ce cas une partie au moins du cercle peut étre “parcourue” plusieurs fois; une telle
paramétrisation n’est pas simple.

Exemple 2.3. (Paramétrisation d’un segment)
Considérons le segment [AB] qui unit deux points A, B € R™, avec A = (Ay, Ay, -+ A,)T
et B = (By, By, -+ B,)T. Il faut voir ce segment comme une courbe dans l’espace R™. Nous
avons par définition

[AB] = {A+t(B—A), te0,1]}.
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Cette définition nous sugére qu’on peut définir une paramétrisation de [AB] de la forme
([0,1], ) avec ~:[0,1] — R™ donnée par

Yt =A+HB-A) Vtelo1]

Cet arc paramétré “parcourt” le segment de A vers B. Si on veut une paramétrisation
qui “parcourt” le méme segment mais de B vers A, alors il faut inverser A et B dans
l'expression de 7.

Remarque 2.2. La parametrisation générale donnée ci-dessus n’est pas la seule possible
pour un segment donné. Par exemple, pour A = (—2,1) et B = (4,1) on peut donner une
paramétrisation qui sinspire de ’Exemple 2.1, ot on peut voir le segment comme le graph
de la fonction constante égale a 1. On peut donner alors une parameétrisation plus simple
pour [AB] qui est ([—2,4],71) avec v : [—2,4] — R? donnée par

()= (t,1), Vte[-24].

D’autre part, en suivant le méthode générale décrite dans I’FExemple 2.3 on peut donner
une paramélrisation “standard” pour [AB] qui est ([0,1],72) avec 7o : [0,1] — R? donnée
par

Y2 (t) = (=2,1) + t[(4,1) — (—=2,1)] = (=2 +6t,1) Vte][0,1].

Ces deux paramétrisations du méme segment sont en quelque sorte “équivalentes”. Nous
donnons dans la suite une notion générale d’équivalence entre deux paramétrisations :

Définition 2.2. Soient ([a,b], f) et ([, d], g) deuz paraméltrisation de classe C* en R™. On
dit que ([a,b], f) est équivalente a ([c,d], g) s’il existe une fonction
®: [a,b] — [e,d] telle que :

1. @ est de clase C* et ®'(t) >0, Vt € [a, ]
2. O est bijective
3. god=f.
Remarque 2.3. 1. La condition 1) nous dit que @ est une fonction strictement crois-
sante donc injective.

2. On peut remplacer la condition 2) de la définition précédente par
O(a)=cet (b)) =d
(car cette condition avec le fait que ® est strictement croissante nous donne la
surjectivité, ce qui avec l'injectivité nous donne la bijectivité de ® ; inversement, la
bijectivité de ® nous donne la surjectivité, qui nous donne la condition ci-dessus).
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3. Il est facile de voir que si ([a,b], f) est équivalente & ([c,d], g) alors ([c,d],g) est
équivalente a ([a,b], f) (preuve trés simple : on utilise la fonction réciproque 1 de
® ; nous avons @1 de classe C' car ® #0, (1) >0, 1 bijective et le fait que
fod ' =g. Rappel: (&) (s) = m).

Alors on dira tout simplement que les deuxr paramétrisations sont équivalente, sans

que ['ordre ait de 'smportance.

Exemple : Considérons la paramétrisation ([0, 27], g) de 'Exemple 2.2, avec a = (0, 0)

et r =1, donc
g(s) = ( €05 ) , Vsel0,2n].

sin s

Cette paramétrisation a comme support le cercle de centre (0,0) et rayon 1 en R?. Une
paramétrisation équivalente en est ([0,1], f) avec f:[0,1] — R? définie par

te[0,1] = F(t) = ( Zifgif)) ) € R

Montrons que les paramétrisations ([0, 1], f) et ([0, 27], g) sont équivalentes. Considérons
la fonction @ : [0, 1] — [0,27] définie par

O(t) =21t Vtelo,1].

Il est clair qu’on a
1. @ de classe C' et @ > 0 car ®'(t) =27, Vte[0,1]
2. ® bijective car ® est strictement croissante avec ¢(0) = 0 et (1) = 27
3. god = f car

s20) = Gebm) ) =) e
Ceci finit la preuve de ’équivalence.

Proposition 2.1. Soient ([a,b], f) et ([c,d],g) deuz paramétrisations de classe C* en R"
équivalentes. Alors on a

a) Les courbes associées auz deux paramétrisations coincident

b) Les deux paramétrisations “parcourent la courbe associée dans le méme sense”.

Remarque : L’affirmation “parcourent la courbe associée dans le méme sense” n’est
pas trés précise mathématiquement, elle est plutdt intuitive : cela veut dire que si un point
x de la courbe est “pris” avant un autre point y de la courbe par une paramétrisation, alors
c’est le cas aussi pour l'autre paramétrisation.
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Preuve de la partie a) de la Proposition : Soit la fonction ® comme dans la Définition
2.2. Notons les ensembles :

A={f@), t €[a,b]}
et
C={g(s), s €lc,d]}
et on doit montrer que A = C. On va procéder par double inclusion.
Soit y = g(s) € C avec s € [c,d] fixé. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que s = ®(¢). On a alors

y=g(s) =g(®t)) = f(t) € A

ce qui montre C' C A. Pour montrer A C C on considére z = f(t) € A avec t € [a, b] fixé.
On a alors

x = f(t) =g(2(t)) = g(s)
avec s = ®(t) € [¢,d], donc z € C'; ceci finit la preuve.
Définition 2.3. Soit ([a,b],v) une paramétrisation C' en R™. On appelle paramétrisation
opposée de ([a,b],7) la paramétrisation C* qui s’écrit ([a,b],7°) avec v° : [a,b] — R"
définie par
Ot =~a+b—t), Yte]a,bl.
Remarque 2.4. 1. On pourra dire pour simplifier que c’est v© qui est la paramétri-
sation opposée de 7.
2. Observer que v°(a) = v(b) et v°(b) = v(a) (le point initial de v° est le point final
de v et vice versa).
3. Les deuz paramétrisations v et Y° ont la méme courbe support, mais elles parcourent
cette courbe au sense contraire.

Exemple : Considérons la paramétrisation standard pour le cercle de centre 0 et rayon
1 en R? qui est ([0, 27],7) avec

v(t) = (cost,sint), Vte[0,2n].

Alors la paramétrisation opposée est ([0, 27],79) avec

79(t) = (cos (2r — t),sin (27 — t)) = (cost, —sint), VYt € [0,2n].
Cet arc paramétré parcourt le cercle dans le sense inverse trigonométrique.

Définition 2.4. Soit ([a,b], v) une paramétrisation C' en R™. On appelle tangente ou
vecteur tangent en ty € [a,b] & la paramétrisation 7y le vecteur 7' (ty) € R™.

Remarques : Le nom “tangente” est motivé par le fait que pour 7/(ty) # 0 la différence
entre les points de la courbe support de ([a,b], 7) et les points de la droite passant par
v(to) et ayant v'(ty) comme vecteur directeur est “trés petite” si on est proche de (¢y). En
effet comme ~y est de classe C! on a

v() = [v(to) + (t — to)V (t0)] = o(t — to) pour t — to.

(le terme o(s) désigne un terme tel que o(s)/s — 0 pour s — 0.).

41



Définition 2.5. Soit ([a,b], ) une paramétrisation de classe C' en R™.
1. Soit to € [a,b] et My = ~(to) € R%. On dit que ty est régulier pour la paramétrisa-
tion v si ' (to) # 0 (tangente non nulle en ty).
2. On dit que la paramétrisation vy est réguliére si tout paramétre t € |a, b| est réqulier
pour 7.

Définition 2.6. Soit ([a,b], 7) une paramétrisation de classe C' en R? et ty € [a,b] un
point régulier pour vy. On appelle vecteur normal ¢ v (ou a la courbe v([a,b])) et au point
to le vecteur 1° = 10(ty) € R? définit par

o 1 74(to)
I (to)l ( 7 (to)) >

Remarque 2.5. 1. Le vecteur v° est bien défini (car |7/ (to)]| # 0)
0| = [ (va(to), =1 (G Il _ 1)
(1 (t0), v2(t0)) ’

2. Le vecteur tangent et le vecteur normal sont orthogonauz, car < ~'(to), W>=0
(facile a vérifier).

3. En paramétrisant la méme courbe par la paramétrisation opposée v© on inverse
lorientation du vecteur tangent ainsi que du vecteur normal
(car §~O(t) = gy(a+b—t) = —/(a+b—1)).

4. Dans le cas ot la paramétrisation v est simple alors pour tout ty € |a, b] on peut dire
"tangente en Y(to) 4 v" au liew de dire "tangente en ty a v". De la méme maniére
on peut dire "vecteur normal en y(tg) a v" au lieu de dire "vecteur normal en ty a
~y" (car ty est déterminé par y(to)).

et de norme égale a 1 (car ||v

Exemple :
On considére la paramétrisation “standard” du cercle de centre (0,0) et rayon 1 en R?
donnée par ([0, 27],v) avec v : [0, 27| — R? donnée par

v(t) = (cost,sint), Vte|[0,2n].

Pour un point ¢ € [0, 27] fixé la tangente en ¢ (ou en ~y(¢)) sera le vecteur

v(t) = (—sint, cost).

Comme +/(t) # 0, YVt € [0,27] (car |[7/(f)]] = 1 # 0), alors la paramétrisation 7 est
réguliére. On peut alors définir le vecteur normal & 7, en tout point ¢ (ou y(t)), qui sera

v = (%), —n(t) = (cost,sint) = y(t).

2.1.2 Courbes de classe C'!' par morceaux

Nous avons besoin souvent dans la pratique de considérer une courbe que s’écrit comme
I'union de plusieurs courbes de classe C! en R™.

Définition 2.7. Considérons un ensemble I' C R"™.
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1. On dit que I' est une courbe de classe C' par morceaux en R" si :
- s0it I est une courbe de classe C* en R™
- soit I' s’écrit sous la forme

=T UlU--- Ul =U Ty, avee kEN, k>2 (2.1)

ot I'1, Ty, - - - Ty sont des courbes de classe C* en R"

2. Supposons que I' s’écrit sous la forme (2.1). On dit que v, V o V -+ V Y est une
paramétrisation de classe C'! par morceaux de I' si pour tout j = 1,2,---k on a
que ~y; est une paramétrisation de classe Ct en R™ de T;.

3. on dit qu'une paramétrisation v =y V -V Y, k € N* d’une courbe de classe C*
par morceaux est simple sz

- dansle cas ou k=1 : ~ est une paramétrisation simple (en tant que paramé-
trisation de classe C")
- dansle cas ou k> 2 : -y sont simples et en plus les parties intérieures

des vy, -y sont deux & deux disjointes.

Exemple 2.4. Pour paramétriser la frontiére du triangle ABC dans le plan R? avec A =
(0,0), B = (1,0), C = (0,1) nous considérons une paramétrisation pour chacun des
segments [AB], [BC| et [CA]. Les paramétrisations sont ([0,1],7;), i = 1,2,3 avec

1(t) = (¢t,0), Vte]l0,1]

(pour le segment [AB])
Yo(t) = (1—t,t), Vtel0,1]

(pour le segment [BC|)
v3(t) = (0,1 —1¢), Vtel0,1]

(pour le segment [C'A]).
Alors 71 V v V 3 sera une paramétrisation de classe C' par morceauz de la frontiere
I' = [AB] U [BC| U [CA] du triangle ABC. En plus cette paramétrisation est simple.

2.1.3 Intégrales sur des courbes
Intégrales sur des courbes de classe C!

Dans ce paragraphe nous considérons ([a,b],7) un arc paramétré de classe C' en R”,
avec a,b € Ria < bet I' =7([a,b]) C R" sa courbe associée.
Rappelons que pour tout t € [a,b] le vecteur /(¢) désigne le vecteur tangent en t & 7.
Rappelons aussi que si (D, ) est simple, alors on peut confondre 7 et sa courbe I' associée
(a laquelle on "ajoute” un sens de parcours).

Soit 2 C R™ un ensemble ouvert tel que la courbe I' associée a ([a,b],7) soit incluse
dans €2, c’est a dire

v([a, 0]) C Q.

On a la définition suivante :
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Définition 2.8. Soit f : Q@ — R une fonctz'on a valeurs scalaires. On appelle intégrale
sur la courbe v de [ noté f7 f(x)do ou [, f(x)do le nombre réel défini (s’il existe) par

/f do——/f da—/f D I7/(8)] d.

Un exemple important d’une telle intégrale est la longueur de ’arc paramétré v notée
L() qui se définit par la formule

uwzl1m.

~ [l

Remarque 2.6. Si l’arc paramétré est simple alors la longueur de l’arc coincide avec la
longueur de la courbe associée a cet arc.

Une justification approximative de cette affirmation est la suivante : si on on une discré-
tisation trés fine de [a,b] donnée par

c’est & dire

a=ty<t;<---ty_1<ty=0b avec N €N, N trés grand

alors on a
N-1 N-1
Longueur(y) = 3 Longueur(ylte—s, te)) ~ 3 [1(txsr) — 1(t6)]| ~
k=0 k=0
N—1 N-1 b
Y I ) e — )l = D (b — t) 1Y (1) ~ / 17/ (#)]] dt.
k=0 k=0 a

Remarque 2.7. On admet le résultat suivant : l'intégrale donnée dans la Définition 2.8
est en fait une intégrale par rapport  une mesure o sur I’ (voir Chapitre 1), o : P(T') —
0, +00] définie par

o(l'y) = L(I') /HV )| dt

pour tout sous-ensemble I'y C T défini par T'y = ~(I) avec I C [a,b].

Exemple :
Considérons 'arc paramétré donné dans ’Exemple 2.3 pour la paramétrisation d’'un seg-
ment. Nous avons : 7/'(¢) = B— A, Vtel0,1] donc

= [irola= [ 18- ald =5~ 4]
0 0



Intégrale sur des courbes de classe C'! par morceaux
Les notions d’intégrale sur une courbe et longueur d’une courbe peuvent s’étendre a
des courbes de classe C'! par morceaux.

Définition 2.9. Soit k € N*, ' = 'y UTy--- UT, C R™ une courbe de classe C' par
morceaux et Y =y V ¥a V - - - V 7y, une paramétrisation de T

1. Soit Q2 C R"™ est un ensemble non vide et ouvert tel que I' C Q et f: Q2 — R une
fonction. On définit alors lintégrale de f sur la courbe v par la formule

f@)do = | f(z)do = Zk: f(z)do.
fserar= [srae =3[

2. On appelle longueur de la paramétrisation vy, noté L(v), le nombre réel et positif
définit par
k

L(y) = L) + L(y2) + - L(m) = >_ L(v).

J=1

Remarque 2.8. Dans le cas ou la paramétrisation v est simple alors la longueur de la
paramétrisation v coincide avec la longueur de la courbe T'.

Nous finissons par le résultat suivant de linéarité de 'intégrale sur une courbe :

Proposition 2.2. Soit Q@ C R™ un ouvert, fi,fo : & — R deux fonctions continues,
ai,a; € R deux constantes et vy une paramétrisation de classe C' par morceauzr en R™.
Alors on a

+ do = do + do.
/v(alfl az fo) do al/yfla az/vfza

Démonstration. La preuve est trés simple, elle utilise la linéarité de I'intégrale et est laissée
en exercice. ]

2.2 Nappes paramétrées et surfaces

2.2.1 Quelques rappels d’analyse et d’algébre
Quelques opérateurs différentiels

Soit Q C R™ un ensemble ouvert non vide, m € N* et f € C1(Q2, R™).

1. Sim =1 (donc la fonction f est a valeurs scalaires) on appelle gradient de f noté
V f la fonction Vf : Q — R"™ définie par

Vf(z) = (aa_xfl(l’), g—i(m),gi(x)) . Yze.
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2. Si m = n (donc la fonction f est un champ de vecteurs) on appelle divergence de
f notée V - f (on la note parfois div(f)) la fonction V - f : Q@ — R définie par

(V- () ZZ%(x), veen

j=1

3. Sim = n = 3 (donc la fonction f est un champ de vecteurs tridimensionnel) on
appelle rotationnel de f noté¢ V A f (on le note parfois rot(f)) la fonction
V A f:Q— R3 définie par

Ofs _ Of2
Oxo Oxs
0 0,
(V/\f)<3?1,l’2,$3) = 8_2_6_£ s V<$1,$2,I3) e (.
Ofs _ Of1
o1 Oz

Indépendance, orthogonalité et produit vectoriel

On suppose ici n > 2.

1. On dit que deux vecteurs z,y € R” sont indépendants s’ils ne sont pas colinéaires
(donc il n’existe pas 8 € R tel que y = fx ou x = [y).

2. On dit que deux vecturs x,y € R™ sont orthogonaux (noté = Ly)siz-y =0

3. Soient x = (21, 22, 23)T,y = (y1,%2,93)7 deux vecteurs en R3. On appelle produit
vectoriel de x et y le vecteur dans R? noté x A y défini par

Tals — X3Y2
TNy = 23y1 — T1Y3
T1Y2 — T2l

4. Rappellons les résultats suivants sur le produit vectoriel :
— Deux vecteurs z,y € R? sont indépendants si et seulement si z Ay # 0.
— Le vecteur x Ay est orthogonal sur chacun des vecteurs z et y, donc (xr Ay) Lx
et (zAy)Lly.
— Pour tous z,y € R* on a y Ax = —z Ay (antisymétrie).

2.2.2 Définitions et exemples de nappes paramétrées
Dans tout cette section on suppose n > 3.

Définition 2.10. 1. On appelle nappe paramétrée de classe C' en R" le couple
(D,v) ot D C R? est un ensemble non vide, ouvert et borné et y: D — R™ est une
fonction appartenant a C*(D,R")

(on peut dire par commodité que la nappe paramétrée est v au lieu de dire que ¢’est

(D,7))-
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2. On appelle support de (Efy) ou surface de classe C' associée & la nappe paramé-
trée (D,~), Uensemble v(D) qui est un sous-ensemble de R™. On dira aussi que la

nappe 7y est une paramétrisation de la surface y(D).
3. Soit D C R? la frontiere de l'ouvert D. L’ensemble v(0D) € R" est appellé fron-

tiére de la paramétrisation v ou de la surface y(D) ; U'ensemble v(D) C R™ s’appelle

partie intérieure de la paramétrisation vy ou de la surface (D).

4. On dit que la nappe paramétrée est simple si la restriction de v sur ouvert D est
mnjective.

Il y a aussi une notion d’équivalence des nappes, notion qui ne sera pas abordée dans ce
cours.

Exemple 2.5. (nappes des fonctions) Soit D cC R? un ensemble non vide, ouvert et borné
et g D — R une fonction de classe C* sur D. On sait alors que l’ensemble

{(z,y,2) €R®, (z,y) € D, z = g(z,y)}

est une surface en R3 (on lui dit aussi "graphe” de la fonction g).
On peut voir cette surface comme la surface associée a la nappe paramétrée de classe C1
(D,v) avec v : D — R?® donnée par
x
V(w,y) = y , V(z,y)€D.
9(z,y)
On dira ausst que v est la nappe de la fonction & valeurs scalaires g.

Par exemple D peut étre une région sur la Terre (supposée plane) et g peut représenter
Paltitude en tout point de D. Alors la surface v(D) représente le relief dans cette région.

Rappels coordonnées sphérique :
On introduit la fonction h : [0, +o0o[ x[0,27] x [—2, 2] — R* donnée par

p pcos () cosd
0| — hip,0,0) = | pcos(p)sind
® psin ¢

Il est évident que h est de classe C°. Nous rappelons que h est une fonction surjective.
Elle n'est pas injective a cause par exemple de 'égalité h(p,0,¢) = h(p,2m, ), ¥ (p,p) €
[0, +00] x [—%, g] Nous rappelons que la restriction de h sur ]0,+oo[ x[0, 27[ X ]—g,g[
est une fonction injective.

Nous rappelons aussi que pour tout r > 0 fizé, 'image de {r} x [0,2n] x [—g, %} par h

n'est autre que la sphére centrée en 0 et de rayon r en R3.
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Exemple 2.6. (sphére en R?). Soit a = (o, an, a3)T € R3, r > 0 el posons

D =10, 27| x }—g, g[ On introduit application v : D — R?  définie par

aq + rcosp cosf
v(0,0) = | g+ 1rcosp sind vV (0,¢) € D.
a3 4+ rsine

Il est clair que v € CY(D,R?), donc (D,7) est une nappe paramétrée de classe C' en R3.
D’autre part remarquons que

/7(674,0) — = h(’/’,@, 90)7 V(Q»Qp) €D

c’est a dire o
V0, 0) = a+h(r,0,¢), Y(0,¢) € D.

Alors par le rappel ci-dessus sur les coordonnées sphériques, l'image de D par v n’est autre
que la sphere centrée en 0 et rayon r translatée par . On en déduit

¥(D) = S(a,r)

ot S(a,r) ={z € R?, ||z — | = r} C R? est la sphere centrée en « et de rayon r en R3.
Donc on peut dire que v fournit une paramétrisation de cette sphére générale.

Il est clair aussi que vy est une fonction injective sur [0,2n[ x| — 7, T et que l'image de
o
0,27 x| =%, 5[ par~ est S(a,7)\{Pn,Ps};ici Py =(0,5) = Qs (pole nord)
Qs+ 71
ai
et Ps =~(0,-%) = Qs (pole sud).
a3 — T

2.2.3 Plan tangent et normale & une surface

On suppose dans cette section que D est un ensemble non vide, ouvert et borné en R?
et (D,7) est une nappe paramétrée de classe C* en R3, donc

(u,v) € D~ 7y(u,v) € R%.

Nous notons X = (D) la surface support de 7. Soit (ug,vy) € D un point fixé et notons
M° = ~(ug,v9) € X. On suppose que la fonction

u = y(u,v) € R

peut étre définie sur un intervalle du type [a,b] avec uy € [a,b]. En notant par v, cette
application alors ([a,b],71) est la paramétrisation C' d’une courbe que nous notons par I'y,
qui contient le point M et qui est incluse dans la surface 2.
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La tangente a la courbe 7, en uy (ou en v (ug) = y(ug, vo) si y1 est simple)) est le vecteur
Vi (uo) = &2 (ug, vo). Nous notons ce vecteur par p°, donc p° = 22 (ug, vy) € R®.

De la méme maniére, on suppose que la fonction
v = y(ug,v) €R?

peut étre définie sur un intervalle du type [c, d] avec vy € [c,d]. En notant par v, cette
application alors ([c,d],y2) est la paramétrisation C' d’une courbe que nous notons par T's,
qui contient elle aussi le point MY et qui est incluse dans la surface .

La tangente a la courbe 7y, en vy (ou en y3(vg) = Y(ug, vo) si 2 est simple) est le vecteur

4 (vg) = %(ug, vp). Nous notons ce vecteur par ¢°, donc ¢° = %(uo, V) € R3.

Définition 2.11. Awvec les notations ci-dessus, on dit que :

1. le point (ug, vo) est régulier pour la paramétrisation v (on peut dire : pour la surface
¥) sipP Aq® #0, c’est a dire, si les vecteurs p° et ¢° sont indépendants.

2. la nappe paramétrisée (D,~) est réguliére (ou on peut dire que la surface associée
Y est réguliere) si tout (ug,vo) € D est régulier.

Dans le cas ou (ug,vg) est régulier alors on peut introduire le sous-espace vectoriel de
dimension 2 en R3, noté Vect(p®, ¢°) engendré par les vecteurs p° et ¢°, c’est a dire

Vect(p®,¢°) = {ap” + bg°, a,b e R} CR’.

Définition 2.12. Supposons que M° est régulier; alors

1. L’espace vectoriel E = Vect(p®,q°) est appellé plan tangent a la surface ¥ (ou a
la nappe paramétrée ) en en (ug, vo).

2. On appelle vecteur normal a la nappe v (ou a la surface ) et en (ug, vo) le vecteur
noté 1° € R? définit par

o A
12° A ¢°
Remarque 2.9. 1. Le vecteur v° est bien défini et non nul, car p° A ¢° # 0.

2. Le vecteur V° satisfait les propriétés :
i) VO Lp® et 0 Lq° cequiimplique 0 L Vect(p®, q®)
(donc le vecteur normal 1° est orthogonal au plan tangent en MP°).
ii) [0 =1 fear 0] = ok lp A g%l = 1)

3. On peut inverser la direction de v° en inversant lordre des variables u et v, car dans
ce cas lordre des vecteurs p° et ¢° sera inversée, ce qui change le signe de p° A ¢°.
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4. Dans le cas ou la nappe v est simple on peut dire "plan tangent en M°" au lieu de
dire "plan tangent en (ug,vo) ", et de méme, "normale en M°" au liew de "normale
en (ug,v) ".

5. En fait le vrai plan tangent a X en M° est obtenu par une translation :
MO + V60t<p07 qo) = {'Y(UO, /UO) + apo + bq0> a, be R}

Exemple 2.7. Reprenons [’Ezemple 2.6 de la nappe paramétrée (D,~) pour la sphere en
R3 centrée en « et de rayon r. Pour tout (0,a) € D on a

—7cos g sin @

%(0,&) = | rcosy cosf
0
et ‘ 0
—rsing cos
gl(e,a) = | —rsinpsind
Y T COS

Un calcul immédiat nous donne

(87 67)@ - r? cos? ¢ cos f

— A — r2 cos? ¢ sin 6
90 " 0y R
r2 cos psin @

En posant p= g—g et qg= g—l, on peut écrire pour tout (0, ) € D :

pAq=rcosply(l, o) —al

Comme ||v(0,¢) — a|| =7 >0 alors v(0,p) — a # 0.

Ceci nous dit que le point v(0,¢) € S(a, 1) est régulier si et seulement si cosp # 0, c¢’est
a dire  # £5. On déduit alors que cette nappe paramétrée est réguliere.

On aura alors ||p A q|| = r*cosy (car cosp > 0) donc pour ¢ # £% on a

PAgq 1
v=———=—[7(0,¢) —al.
oAl Th( ¢) — a

En particulier pour la sphére centrée en 0 et de rayon 1 (ce qui correspond ¢ o = 0 et
r=1) on trouve

V= 7(87 @)

Remarque : La paramétrisation choisie nous donne un vecteur normal a la frontiére
qui est orienté vers ’extérieur du domaine entouré par la sphére, qui est la boule B(a,T)
centrée en « et de rayon r.

La justification du fait que vecteur normal a la frontiere dans un point M arbitraire de
la sphere est orienté vers 'extérieur est la suivante : le vecteur v est colinéaire et orienté
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dans le méme sens avec un vecteur qui unit un point intérieur A de la sphére (qui est dans
notre cas le centre de la sphére) avec le point M sur la surface de la sphére. 1l faut aussi
que tout le segment [AM] reste dans l’adhérence de la boule B(a,r), ce qui est le cas ici.

On peut échanger 'ordre des paramétres, c¢’est a dire, choisir comme domaine des para-

métres D = }—%, %[ x 10, 27| et comme nappe paramétrée la fonction

Q1 + 7 cos @ cos b
Y(p, 0) = | az+rcose sind V (¢,0) € D.
o3+ rsing

Dans ce cas on aura 1

—;[7(%9) —al.

et le vecteur normal sera orienté vers ’intérieur de la boule B(a, 7).

V=

2.2.4 Surfaces de classe C'!' par morceaux

Nous avons besoin souvent dans la pratique de considérer une surface que s’écrit comme
I'union de plusieurs surfaces de classe C! en R™.
Définition 2.13. Considérons un ensemble ¥ C R".

1. On dit que Y est une surface de classe C' par morceaux en R" si :
- s0it Y est une surface de classe C' en R™
- soit X s’écrit sous la forme

E=S1U% U US =UN S, avee k€N, k>2 (2.2)

ou Y1, X9, - -+ Xy sont des surfaces de classe C* en R™.

2. Supposons que X s’écrit sous la forme (2.2). On dit que v, V ¥ V -+ \V Y est une
paramétrisation de classe C'!' par morceaux de ¥ si pour tout j =1,2,---k on a
que v; est une paramétrisation de classe Ct en R™ de 3;.

3. On dit qu’'une paramétrisation v =1V -V v, k € N* d’une surface de classe C*
par morceaur est simple si

- dansle cas ou k=1 : ~ est une paramétrisation simple
- danslecas ou k> 2 : -y sont simples et en plus les parties intérieures
des v1,- -y sont deux & deux disjointes.

2.2.5 Intégrales sur des surfaces
Intégrales sur des surfaces de classe C*

Dans ce paragraphe nous considérons (D, ) une nappe paramétrée de classe C! en
R3, avec D un ouvert et borné en R? et 3 = (D) sa surface associée. Nous notons par p
et ¢ les fonctions continues définies sur D & valeurs dans R? définies par

0 _
p=pluv) =3 ¥(uv) €D

o1



et

) _
a=qlu,0) =3V (wv) €D,

Pour tout (u,v) € D régulier on note par v le vecteur normal défini par

_ _PAg
lp A gl

Remarque 2.10. Si la nappe paramétrée (D, ) est simple, alors

v =uv(u,v)

1. on peut confondre v et sa surface ¥ associée (a laquelle on "ajoute une orientation
de la normale v)

2. on peut voir v comme une fonction définie sur la surface ¥ au lieu de la voir comme
une fonction définie sur D. Plus précisément, pour tout © € D on peut poser v(x) =
v(u,v) ot (u,v) est l'unique élément tel que x = y(u,v); mais par commodité on
va noter v au lieu de noter U ; on peut alors “confondre” v et .

Soit @ C R® un ensemble ouvert tel que la surface associée a (D, ) soit incluse dans
Q, c’est & dire
y(D) C .

On a la définition suivante :

Définition 2.14. Soit f : Q — R une fonction a valeurs scalaires. On appelle intégrale
de surface de f sur~y noté fvf(x) do ou [ f(x)do le nombre réel défini (s’il existe) par

/f(x) do = /Ef(x) do = /Df(fy(u,v)) 1(p A q)(u, v)| dudv.

Un exemple important d’une telle intégrale est ’aire de la surface 3, notée Aire(X) qui se
définit par la formule

Az’re(E):/ 1 do.
>

Remarque 2.11. En analogie avec l'intégrale sur une courbe, on a le résultat suivant qu’on
admet sans preuve : l'intégrale donnée dans la Définition 2.1/ est en fait une intégrale par
rapport G une mesure o sur ¥ (voir Chapitre 1), o : P(o) — [0, +o0] définie par

o(21) = Aire(S1) = [ 07 q)(w o) duds

D1

pour tout sous-ensemble X1 C ¥ défini par X1 = v(D1) avec Dy C D.
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Un exemple de calcul de 1’aire d’une surface :
Soit Y la sphére centrée en o € R? et rayon r > 0, décrite par la paramétrisation de
I’Exemple 2.6 nous avons comme dans ’Exemple 2.7 :

pAg=r(cosp)[v(0,¢) — .

Un calcul immédiat nous donne |[|y(0, ) — af| = r ce qui permet d’obtenir

(pAq)0, )| =r*cosp, V(8,¢) € D.

Nous avons alors

Aire(Z):/ 2 cos () df dep.
D

Avec le Théoréme de Fubini on a

w/2 27 /2
Aire(X) = / (/ 2 cos () d@) dp = 7“2/ cos @ - 2 dip = 4.
0

—7/2 —7/2

Un exemple important en physique d’intégrale de surface est la notion de flux a travers
une surface, donné dans la définition suivante :

Définition 2.15. On suppose que la nappe paramétrée (D,~) est simple et réguliére. Soit
g : Q — R3 une fonction & valeurs vectorielles (un champ des vecteurs). On appelle flux
de g a travers la surface v (ou X) noté fvg(x) -vdo ou [ g(x)-vdo le nombre réel défini
(quand il existe) par

LQ@V”*“:££@%Vd0=/:égWWJw-mmmH@Aqx%mnmmu

Remarques :

1. On utilise ici la convention de la Remarque 2.10 qui consiste a considérer v comme
une fonction de € ¥ ou comme une fonction de (u,v).

2. En fait le flux de g n’est autre que 'intégrale de surface de la fonction ¢ - v définie
sur .

Exemple : Pour un fluide incompressible de densité constante supposée égale a 1 le débit
du fluide a travers la surface > & un instant de temps donné est par définition le flux de la
vitesse & travers 2. Donc si v : Q — R? est la vitesse du fluide, ot Q C R? est un ensemble
ouvert tel que X C €2, alors le débit D du fluide a travers X est donné par la formule

D:LM@WM.
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Intégrales sur des surfaces de classe C'!' par morceaux

L’intégrale de surface introduites dans le paragraph précédent peut s’étendre de maniére
naturelle au cas d'une surface de classe C'! par morceaux.
Supposons dans ce paragraph que ¥ C R? est tel que

X=>21UXU---UY, avec keN, k>2

et que ¥ =7 VY V.-V, est une paramétrisation de classe C!' par morceaux de X.
On suppose que €2 C R3 est un ensemble non vide et ouvert, tel que ¥ C Q. Considérons
aussi une fonction f : Q@ — R. Alors nous définissons (si elle existe) 'intégrale de surface
de f sur v par la formule

/Vf(x)da:/zf(x) da:i ij(x)da.

Nous définissons aussi 'aire de v (ou de X), noté Aire(y) par

k
Aire(y) = Aire(y) + Aire(vys) + - - - Aire(vy,) = Z Aire(v;).
j=1
Comme pour les courbes, nous avons encore la linéarité de l'intégrale de surface :

+ do = do + do.
/W(Cllfl ay f2) do a1/7f10 aQ/vaU

2.3 Formules de passage d’un type d’intégrale & un autre ;
formules de Green

Nous avons le résultat suivant qui permet de réduire le calcul d’une intégrale double au
calcul d’une intégrale sur une courbe.

Théoréme 2.1. (formule de Green en dimension 2)
Soient Q C R? un ensemble ouvert, U C Q un ensemble non vide, ouvert et borné et
I' = OU la frontiere de U avec T' C Q. Soit f : Q — R? un champ de vecteurs de classe

Cl, f=(h, fo)
Supposons que I' est une courbe de classe C' par morceaux et soit v =y, V-V, k € N*
une paramétrisation de I'. On suppose en outre que

1. v est simple (voir Définition 2.7)

2. le vecteur normal associé a la paramétrisation ~y; de classe C' est orienté a 'exté-
rieur de U, pour tout j =1,---k.

Alors on a

/UV-f(x) dx:Lf(x)-u(x) do.
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Idée de la preuve : Nous donnons une idée de la preuve dans un cas plus simple, o1 on
suppose que ’ensemble U est de la forme :

U={(r1,72) €ER?, a; <21 <by, am(r1) <29 < apy(rr)}

et aussi
U={(z1,79) ER? ay <1y <by, Bm(ra) <y < PBurs(z2)}.

avec Qum, A, Bm, B des fonctions de classe C!. Nous pouvons alors écrire v de deux
maniéres différentes :

Y= Pm VDY
ou
v =qnVau
avec
pm(t) = (t, an(t)) et pu(t) = (t,an(t)), Vitelar,bi]
et

gm(t) = (B (t),1) et qu(t) = (Bu(t),1), V1€ las,by].

Le formule de Fubini nous donne
) by B (x2) ) b2
/ fl / / oh dzy dxy = / 1(Bu(x2), 22) — f1(Bm(x2), 22)] daa. (2.3)
U 8:61 i (22) 81’1 as
De maniére analogue on obtient
) b1 popr(z1) ) b1
f2 / / f2 dIL’Q del / [fg(l’l,on(l'l)) — fg(l’l,am(l‘l))] dl’l. (24)
U a[EQ (z1) 8332 a1

D’autre part remarquons que le vecteur tangent sur gps est ¢y, (t) = (84,(¢),1) donc le
vecteur normal sur gy, est

SV <15;4<t))2 (—6314@))

Ce vecteur est orienté vers Uextérieur de U car (v, e;) > 0. Nous avons alors (on note v; la
i - éme composante de v) :

b
/fl z)n(x) do = f1(B(t) \/ﬁ—M\/ (Bh (1)) dt

az

donc

/ R@m@)do = | Fi(But).t) dt. (2.5)
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Par le méme type de calcul nous obtenons

| si@m@de == [ 0.0 (2.6)

/ fo(z)va(x) do = — 1 falt, am(t)) dt. (2.7)
b1

/O fo(z)ra(z) do = falt, an()) dt. (2.8)

En combinant (2.3), (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) et (2.8) on obtient le résultat.
Exemple :

Le résultat suivant nous permet de réduire le calcul d'une intégrale triple au calcul
d’une intégrale de surface. La preuve est assez proche de la preuve du résultat précédent.

Théoréme 2.2. (formule de Green en dimension 3)

Soient Q C R un ensemble ouvert, U C € un ensemble non vide, ouvert et borné et
¥ =0U la frontiere de U avec 2 C €.

Soit f:Q — R3 un champ de vecteurs de classe C' sur Q.

On suppose que X est une surface de classe Ct par morceaus et soit v =y V- -V, k € N*
une paramétrisation de Y. On suppose en outre que

1. la paramétrisation v est simple

2. pour tout j = 1,---k la paramétrisation vy; est choisie de tel sorte que la normale v
a la nappe vy; soit orientée vers l'extérieur de U.

Nous avons alors l’égalité

/UV-f(x) dx:Lf(x)-y(x) do.

Ce résultat est connu aussi sous le nom de formule d’Ostrogradski.
Exemple : Soit f le champ de vecteur vitesse & un moment donné d’un fluide incom-
pressible ; nous avons alors V - f = 0 sur 2. Rappelons que le débit du fluide sur ¥ n’est
autre que le flux de f sur ¥ (on suppose que la densité du fluide est constante égale
a 1). On déduit alors du Théoréme 2.2 que le débit du fluide sur ¥ est égal a 0 (car

Jof-vdo= [,V fdr=[,0dr=0).
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Chapitre 3

Transformée de Laplace et de Fourier

3.1 Fonctions complexes de variables complexes

3.1.1 Quelques rappels
On rappelle I'ensemble des nombres complexes :
C={r+iy, z,yeR}

avec i le "nombre imaginaire* satisfaisant i = —1.
Sur C nous avons les opérations usuelles + et - :

(a+1ib) + (c+id) = (a+c)+i(b+d) Va,bc,deR
(a+1b) - (c+1id) = (ac — bd) +i(ad 4+ bc) VY a,b,c,d € R.

Rappellons que le conjugué complexe d’un nombre complexe z = x + iy est Z = x — iy.

Nous avons :
21+ 29 =21+ 29

21’22:2,71'2,72

ceci pour tous zp, 29 € C.
Rappelons aussi ’isomorphisme canonique ¢ : C — R? défini par

z=x+iyeC — o(2) = (z,y) = (Re(2), Im(z)) € R?

qui permet “d’identifier* C & R2.

Alors des notions topologiques comme ensemble ouvert, ensemble fermé, convergence ...

C sont données par leurs analogues en R? & travers I'isomorphisme ¢.
Cela veut dire par exemple que pour un ensemble U C C nous avons :
U est un ouvert de C si et seulement si p(U) est un ouvert de R?
U est un fermé de C si et seulement si ¢(U) est un fermé de R?
On a aussi

z—zenC & o(z) = p(z) en R%
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Pour tout z = x + iy € C on définie la valeur absolue de z notée |z| par

Remarquons qu'on a : |z + iy| = ||o(x + )| = ||(z,y)]] V (z,y) € R

Définition 3.1. 1. Soitae Cetp>D0.
On appele disque ouvert de centre a et rayon p le sous-ensemble de C :

D(a,p)z{zé@ ‘Z_a’<10}'

(par convention si p = +00 on pose D(a,+o0) = C.
On appele disque fermé de centre a et rayon p le sous-ensemble de C :

D(a,p) ={z€C, |z—a|<p}.
On appele cercle de centre a et rayon p le sous-ensemble de C :
Cla,p) ={2€C, |z—a|l=np}

On appelle D(0,1) le disque ouvert unité et C(0,1) le cercle unité.

2. Un sous-ensemble U non vide de C est dit ouvert si pour tout x € U il existe r > 0
tel que D(x,r) C U. Par convention ’ensemble vide | est considéré comme ouvert.

3. Soit {zn}nen C C (on note aussi (z,)) une suite compleze et z € C. On dit que z,
converge vers z pour n — oo (noté z, — z) si |z, — z| = 0 pour n — oo.

4. Un sous-ensemble F' non vide de C est dit fermé si pour tout suite {z,}nen C F et
tout nombre complexe z € C tel que z, — 2z, on a z € F. Par convention l’ensemble
vide () is considéré aussi fermé.

3.1.2 Fonctions holomorphes

Nous allons considérer des fonctions "de C en C“, donc des fonctions définies sur un
sous-ensemble de C & valeurs dans C.
Dans la suite nous définissons des notions de continuité et de dérivabilité qui sont analogues
a celles pour les fonctions réelles a variables réelles.

Définition 3.2. Soit B un sous-ensemble non-vide de C et a € C. On dit que a est un
point d’accumulation de B s’il existe une suite (z,) C B tel que z, — a.

Exemples :
1. Tout point de B est un point d’accumulation de B.

2. Si U C C est un ouvert et & € U alors x est un point d’accumulation de U \ {x}
(prendre x,, € D(z, )\ {z}; 2, € U\ {z} et z, — z).

o8



Définition 3.3. Soit B un sous-ensemble de C, a € C un point d’accumulation de B,
f: B+ C une fonction et l € C. On dit :

lim f(z) =1

zZ—a

si pour toute suite (z,) C B avec z, — a on a f(z,) — . On montre facilement qu’on a la
définition équivalente “avec € et 0“ suivante :  Ye >0 3§ >0 telquesiz € B, |z—a| <9
alors |f(z) = 1] <e.

Définition 3.4. Soit U C C et f: U — C.

1. Soit a € U. On dit que f est continue en a si

lim f(2) = f(a).

zZ—a
2. On dit que f est continue sur U si elle est continue en tout point a € U.

Dans la suite on va beaucoup s’intéresser aux fonctions dérivables.

Définition et propriétés élémentaires des fonctions holomorphes

Définition 3.5. Soit U C C un ouvert et f : U — C.
1. Soit a € U. On dit que f est dérivable en a si la fonction

oo 3 lfath) - fa)] €C

a une limite pour h — 0 (remarquer que cette fonction est bien définie au moins
dans un ensemble D(0, p) \ {0} avec p > 0 suffisamment petit). Cette limite sera

notée f'(a) ou encore d—é(a). On peut encore écrire

Fa) = 1im JOT P =@ _ ), 72 = Fla)

h—0 h z—a z—a

2. On dit que f est dérivable sur U (on dit aussi holomorphe sur U) si f est
dérivable en tout point a € U. On note alors par f' la fonction f': U — C qui a
tout a € U associe f'(a) € C.

3. Si f est dérivable sur U et f' aussi est dérivable sur U alors on dit que [ est deuz
fois dérivable sur U. On note alors f" = (f').
Par reccurence on va dire que f est k fois dérivable sur U, avec k € N* si f est k—1
fois dérivable sur U et en plus la dérivée k — 1 fois de [ est a son tour dérivable sur
U ; on a alors par définition : f*) = (f(kfl))/. Par convention on pose f© = f.

4. On dit que F : U — C est une primitive de [ si F' est holomorphe sur U et F' = f
sur U.
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Remarque 3.1. I est évident de la définition que f est dérivable sur a si et seulement si
on a le dévellopement limité a Uordre 1 de f en a : il existe b € C tel que

fla+h) = f(a)+b-h+o(h)
ot o(h) désigne une fonction “qui tend vers 0 plus vite que h* c’est & dire

h
% — 0 pour h— 0.

En plus b= f'(a).

Les preuves des deux propositions qui suivent se font exactement comme pour les fonc-
tions réelles a variables réelles :

Proposition 3.1. Soit U C C ouvert, f : U +— C et a € U. Si f est dérivable en a alors
f est continue en a.

Proposition 3.2. Soient U et V deux ouverts dans C et f: U — C, g :V — C deux
fonctions holomorphes. Pour les 3 premiérs résultats on suppose que 'ouvert UNV est non
vide ; alors

1. \f 4+ png est une fonction holomorphe sur U NV pour tous A\, u € C et on a
(Af +pg) = A"+ pg'.
2. f g est une fonction holomorphe sur UNV et on a
(fg)' ="f9+ 19

3. 8 g(2)#0 YzeUNV alors L est holomorphe sur UNV et

g

([)' _f9-1d
g 9P

4. 8i f(U) CV alors go [ est holomorphe sur U el
(gof)=(gof) 1.

5. Supposons que f est une bijection entre U et V et que f'(2) # 0 Vz € U. Alors
f~1:V = U est holomorphe sur V et on a

B 1

T e

(Rappelons que f~' désigne la reciproque de f).

(fY

Quelques exemples :
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. Si f: C+— C est une fonction constante alors f est holomorphe et f" = 0 (trés
facile!).

.Si f: C+— C est donnée par f(z) = 2" Vz € C, avec n € N* alors [ est
holomorphe et
fl(z) =nz""' VzeC.

Démonstration. On a pour tout z € C :

flz+h)—f(z) (z—i—h)”—z”.

h h
D’autre part on a
-1
(z4+h)" =2"+nz""'h+ —n(n2 )Z"*Qh2 +---h"
ce qui donne le résultat. O

Conséquence : Tout polynome sur C est une fonction holomorphe.

. Si f:C\ {0} — C est donnée par f(z) =2" VzeC)\{0}, avec n € N*, alors f
est holomorphe et
fl(z)=-nz""" VzeC.

Démonstration.

]

Conséquence : Pour tout £ € Z on a (zk)/ = k2! avec la remarque que pour
k < 0 la fonction est définie et holomorphe sur C'\ {0}.

. Pour tout z € C avec z = x + 1y, =,y € R nous définissons e* € C par I'expression
e” = e%e = e®(cosy + isiny).

Propriété importante : (Exercice!l) e'?2 = e*e? VY z1, 2z, € C.

Considérons la fonction "exponentielle" f : C — C donnée par

z = f(z)=¢€¢*, VzeC.

Nous admettons le résultat suivant :
f est une fonction holomorphe sur C est f'(z) =e*, V z € C.

. Si f:Cwr Cest donnée par f(z) =z Vz € C alors
fz+h)=f(z) z2+h—-2 h

h h h’
Montrons que le limite pour A — 0 de h/h n’existe pas. En prenant h, = % on
a hp/h, = %—Z =1 — 1 pour n — 4o00; ensuite si on prend h, = %i, alors
B/ By = % =—1— —1 pour n — +oo.

Donc la fonction f n’est dérivable en aucun point z € C.
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3.2 Transformée de Laplace (TL)

3.2.1 Définition de la transformée de Laplace

Toute les intégrales qui seront utilisées dans ce chapitre sont des intégrales de Lebesgue.
Nous introduisons dans la suite une classe des fonctions dits "localement intégrables".
Partout dans la suite A désigne un sous ensemble de R".

Définition 3.6. 57 q est tel que 1 < ¢ < 400 on note

Lq

loc

(AK) ={u:A—K, pourtout compact B C A on a u€ LIB,K)}.
Ceci est équivalent avec :
Ll (A K)={u:A—K, pourtout compact B C A on a / lu(x)]?dx < 4+00)}.
B

1
loc

n

Une fonction u qui est dans L, .(A,K) est appelée aussi fonction "localement intégrable

sur A.

Notation : On notera dans ce cours L} (A) = L,

peut aussi trouver la notation L] (A) pour L} (A,C).

(A,R) mais dans la litterature on

Remarque 3.2. 1. Nous avons LA, K) C L] (A, K), Vqe][l, +oo

loc

2. Si A est un ensemble compact alors LY(A,K) = L] (A, K)
(car siu € L] (A, K) alors u € LI(A,K) car A C A et A compact).

loc

Proposition 3.3. Pour tout q € [1,+00] on a

1. L} (A, K) est une espace vectoriel sur K ; c¢’est un sous-espace vectoriel de l'espace

vectoriel des fonctions de A a valeurs dans K.

L?OC(A’ K) C Llloc(A’ K)
(A,K) C LT (A, K)).

(plus généralement : si g > q1 > 1 alors L loc

loc
3. 8i f: A K estune fonction bornée sur tout sous-ensemble compact de A (c’est
a dire f est bornée sur B, ¥ B compact C A) alors f € L] (A, K).

loc

Démonstration. 1. Soient f,g € L (A,K) et o, f € K. Si B est un compact arbitraire
avec B C A alors par définition f,¢g € L9(B,K). Mais comme L9(B,K) est un
espace vectoriel sur K alors af + g € L4(B,K). Comme B est arbitraire on a

af + fg € Ll (A, K) ce qui nous dit que L} (A, K) est un espace vectoriel sur K.

loc

2. A faire en TD.
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3. Soit B C A un compact arbitraire ; comme B est borné et | f|? est borné sur B alors
|f|? est intégrable Lebesgue sur B ce qui montre le résultat.
O

Conséquences :

1. Toute fonction bornée est dans L} (A, K).
2.

C(A,K) C L% (A K).

loc

3. Dans le cas particulier n = 1 et A = un intervalle dans R alors toute fonction
continue par morceaux sur A est dans L (A, K) (car bornée sur tout sous-ensemble
compact de A).

Remarque 3.3. 1. La convention utilisée pour LI(A,K) est encore valable ici : on
confond comme éléments de L; (A, K) deuz fonctions qui sont égales presque par-
tout.

2. On ne définit pas de norme sur L] (A, K).

loc
3. On a un analogue de la Remarque 1.15 : Méme si u est définie seulement presque
partout sur A on va la voir comme un élément de L} (A,K) si un prolongement de

w sur A est un élément de L] (A, K).

loc

Ezemples en classe

Dans toute la suite du cours on appelle fonction de Heaviside la fonction H : R — R
définie comme la fonction indicatrice de l'intervalle [0, +oo[, donc

1 st x>0
H@V‘{o si w<0 (8-1)

Il est évident que H € L}, (R) car H est bornée.

loc
Nous aurons besoin dans la suite des notions suivantes :

Définition 3.7. Soit f : R — C une fonction. On dit que f est causale si
f(z)=0 p.p. z<0.

Notation :
L. ={f€L, . (RC), festcausale}.

Remarque 3.4. Si f € L} ([0, +00[,C) alors on peut voir f comme une fonction de L.

loc
en pensant a son prolongement sur R par 0 pour x < 0.
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Définition 3.8. Soit f € L, et s € C. On définit (quand cela existe) le nombre complexe
sutvant :

I(f,s) = /Ooo ft)e*tdt = /Z f(t)e "t dt.

I(f,s) s’appelle intégrale de Laplace de f en s.

Rappellons que I(f,s) existe si et seulement si on a

/oo F()e™|dt < +oo
0

(rappelons que |e=%| = e7*f(5) car s € C,t € R).
On voudrais savoir pour quels valeurs de s la quantité I(f, s) existe. On commence par le
résultat suivant :

Lemme 3.1. Soit f € L. Supposons qu’il existe o € R telle que

/OO F(t)] e dt < +oo.
0

Alors pour tout s € C avec Re(s) > o on a [ |f(t)e ™| dt < +o0.

Démonstration. On a
/0 e d = / " F(O)leap(—Re(s)t) d = / T F@le exp(lo — Re(s)]e) dt

et on a le résultat attendu, car o — Re(s) < 0 donc exp(ja — Re(s)]t) <1, V¢>0. O

On introduit la notation suivante :
£a:{f€£+, Ja € R, / |f(t)|e_atdt<+oo}C[,+.
0

Ensuite pour tout élément f € L, on introduit la notation
&(f) =inf {a € R, / |f(t)| e dt < +oo} € RU{—00c}.
0

Si feL, et f¢&L,alors par convention on pose &,(f) = +oc.
L’élement &,(f) s’appelle abscisse de convergence absolue de Laplace pour f.

Remarque 3.5. Une définition équivalente pour L, est la suivante :

L, = {f € 'C-i—a ga(f) < +OO}'

Proposition 3.4. Pour toule fonction f € L l'élément &,(f) € R a la propriété suivante :
— Vs eC avee Re(s) < &(f) ona [;°|f(t)e ™| dt = +o0.
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— Vs eC avee Re(s) > &(f) on a [;°|f(t)e ™| dt < +o0.
Démonstration. La preuve est immeédiate de la définition de &,(f) et du Lemme 3.1. O

Exemples :

1. Soit f € L, une fonction bornée, donc il existe M > 0 telle que
JWI <M, VieR

Pour tout « > 0 on a
/ |f(t)| e dt < M/ e ™ dt < 400
0 0

donc f € L, (remarquons aussi qu'on a &,(f) < 0).
Ezemple : la fonction de Heaviside H = 1jg 1o est un élément de L,, car elle est
bornée.

2. Soit f € L, telle qu’il existe M > 0 et 5 € R tels que
If(t)] < MePt, Vit>0.

Pour tout a € R on a

/ \f(t)\e“tdth/ LBt gy
0 0

Il est facile de voir que si @ > 3 alors

/ |f(t)| e dt < +o0,
0

d’ott on déduit que f € L, et on a aussi §,(f) < 5.

Ezemple : La fonction g(t) = H(t)e” VteR avecbe C, b=b + byi, by, by €R
satisfait ’hypothése demandée avec M =1 et = by, donc g € L, avec &,(g) < b;.
On peut étre plus précis concernant &,(g) : si a < by alors

/ lg(t)| e dt = / U= gt = 4o
0

0

et ceci nous dit que &,(g) = b;.
3. Soit f(t) = H(t)e™® VteR. Pourtout a € R on a

/ |f(t)]e “dt = / exp(—t* — at) dt.
0 0
D’autre part il est facile de voir qu’il existe M > 0 tel que

P —at < —t Yt>M.
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(car —t*> —at +t — —oo sit — +00). On déduit

/0“ et dt = / Y F et it / ple e < / Yot / et

1 M

Comme fj\oj e tdt < +00 on déduit

/wﬁ@koﬂﬁ<+m
0

et ceci pour tout @ € R. On déduit alors que f € L, et on remarque aussi que

fa(f) = —00.
. Soit f(t) = H(t)e" V¥ t¢eR. Pour tout @ € R on a

/|ﬂM€Mﬁ:/‘mMﬁ—th
0 0
D’autre part il est facile de voir qu’il existe M > 0 tel que
t*—at>t Vt> M
Comme [ e'dt = +o0o on déduit
|1l de = voc
0

et ceci pour tout @ € R. On déduit alors que f & L, ce qui s’écrit aussi &,(f) = +oo.

Notation : Pour toute fonction f € £, on définit 'ensemble

IL(f) ={s € C, Re(s)>&(f)} cC

avec la convention évidente I, (f) =0 si &,(f) = +oo. Cet ensemble est soit 'ensemble
vide, soit tout P'ensemble C (si &,(f) = —o0) soit un demi-plan en C (si &,(f) € R). Dans
le cas ou cet ensemble est non vide il s’appelle demi-plan de convergence absolue de
f (méme s’il peut étre aussi tout le plan C).

Remarque 3.6. f € L, si et seulement si I, (f) # 0.

Définition 3.9. Soit f € L,. On définit la fonction L(f):11,(f) — C par

SeTL(f) = L)) = I(f.s) = / " F)et dt

(remarquons que par la définition de T, (f) et grdace a la Proposition 3.4, cette derniére
intégrale eziste).

La fonction L(f) s’appelle transformée de Laplace de f. L’application f € L, — L(f)
s’appelle transformation de Laplace ou opérateur de Laplace.
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On peut aussi appeller f fonction originale et F' = £(f) image de Laplace de f et
on dit : "I'image de f est F'" ou "loriginal de F est f".
Si f € L, on dit aussi que f est transformable Laplace.
Notations utilisées :
fOF ou f(t)3aF(s)

FCf ou F(s)C f(t).
Exemples

1. Si f est la fonction constante 0 alors f € £, et L(f) = 0; on peut écrire £(0) = 0.

2. Soit f: R — C définie par f(t) = H(t)e® Vte€ R avec b€ C. On sait que f € L,
avec &,(f) = Re(b) ce qui nous dit que le demi-plan de convergence absolue de f
est donné par I1,(f) = {s € C, Re(s) > Re(b)}. On a

oo 0o 1 .
L(f)(s) = / ette st dt = / (o=t 1 — s [6(b—s)t}0 ‘
0 0

— S

Comme
lim e® =0 car Re(b—s)<0
t——+o00
on obtient

L(f)(s) = Lb Vs e Cavec Re(s)> Re(b).

Cas particulier : b =0

L(H)(s) =L VseCavee Re(s)> 0.

S

On peut écrire

1 1
H(t) O -
s—0b ®) S

e"H(t) 3

On a le résultat suivant de linéarité :

Proposition 3.5. L’application L est linéire, c’est a dire : pour tous ay,as € C et tous
fisfo€ Ly onaayfi + asfs € L, avec

Llonfi + asfa) = a1 L(f1) + 2 L(f2)
(égalité valable sur I, (f1) N1 (f2) qui est aussi un demi-plan en C ou tout le plan C).

Démonstration. La preuve est trés simple, elle utilise la linéarité de 'intégrale (exercice).

O
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3.2.2 Transformée de Laplace et dérivation

Le résultat suivant nous dit comment calculer la transformée de Laplace (TL) de f’ si
on connait la TL de f :

Proposition 3.6. Soit f € L, une fonction de classe C' par morceauz sur R telle que
[ ljo,+00] €8t une fonction continue (rappelons alors que [ est définie partout sauf éventuel-
lement dans un nombre finit de points, donc elle est définie presque partout). Supposons
aussi que f' € L,. Alors on a l’égalité :

L(f)(s) =sL(f)(s) = f(0+) Vs e a(f) NIL(f).

Démonstration. Soit s € I1,(f) NIL,(f’) et m € N* assez grand. On peut montrer :

[ v = ey - [0 ke

(Cette égalité est évidente en utilisant I'intégration par parties si f € C1([0,+o00c[); dans
le cas général on la montre en décomposant I'intégrale en plusieurs morceaux, en faisant
une intégration par parties sur chaque morceaux et en simplifiant). Donc

/ f'(te*dt = f(m)e™™™ — f(0+) + S/ f(t)e " dt.
0 0
En passant a la limite m — +oo (voir Proposition 1.10) on trouve

L(f)(s) = sL(f)(s) — f(0+) + Lim f(m)e ™"

m—-+00

car s € I,(f) NIL(f). Comme [°|f(t)e *'|dt < +oo alors lim, o f(m)e ™ = 0
(preuve facile, raisonner par absurde) ce qui donne le résultat. ]
Exemple :

Soit f=H. Alors f'=0, L(f)(s) =1, L(f')(s) =0, f(0+) =1 et on a bien

1
L(f)(s) = sL(f)(s) = f(0+) car 0=s——1
On a aussi la généralisation suivant du résultat précédent :

Proposition 3.7. Soit m € N* et f € L, une fonction de classe C™ par morceauz sur R
et de classe C™ 1 sur )0, +oo. On suppose aussi que f', f"--- f(™) sont dans L,. Alors on
a ’égalité :

L") (s) = s"L()(s) = 8™ H(04F) = 8" 2f/(04) = - = sf2(04) — fD(0+)
pour tout s € I, (f) NTL,(f") - NI (f™).

Démonstration. La preuve se fait par reccurence (exercice). [
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Par exemple pour m =2 on a

L(f")(s) = s"L(f)(s) = s (0+) = f'(0+).

Notation :
Pour tout m € Net f € £, on note par f, la fonction f},, : R — C définie par

fim() = (=) f(t), VteR
On admet le résultat suivant :

Proposition 3.8. Soit f € L,. Alors pour tout m € N la fonction f,, est dans L, et
fzz(fIm) = ga(f)

Le résultat suivant nous donne une maniére de calculer la TL de f,, si on connait la

TL de f:

Proposition 3.9. Soit f € L,. Alors sa transformée de Laplace F = L(f) est une fonction
dérivable & tout ordre dans le demi-plan complexe 11,(f). En plus on a

FU(s) = L(fim)(s) Vs €(f), ¥YmeN.

Idée de la preuve : Pour m = 1 on a le calcul formel suivant :

5[ rwea= [T e a= [T e a= [T o ta = ce

et ensuite procéder par reccurence.

3.2.3 Transformée de Laplace et convolution

Définition 3.10. Soient f,g € Li .(R). On appelle convolution de f et g (quand elle
existe) une nouvelle fonction notée f * g avec f x g: R — C définie par

(fxg)(x /fx—t t)ydt YVaxeR.

Exemples :

1. Sil'une des 2 fonctions f ou g est la fonction constante 0 alors la convolution existe
et est égale a 0; donc

fx0=0xf=0, VfelL,.(R).

2. Si f est la fonction constante 1 et g = 1j,4 (g est la fonction indicatrice de I'intervalle
[a,b]) avec a,b € R a < b), alors pour tout x € R on a

(f*g)(sc)z/R (1) dt = /abldt:b—a.

Donc la convolution f * g existe et elle est la fonction constante b — a.
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3. Si f =g =1 (fonctions constantes), alors f % g n’existe pas car fR 1 = +o0.

On a le résultat suivant :

Proposition 3.10. 1. Si f % g existe alors g x [ existe aussi et on a
fxg=gxf (commulativité)

2. 81 f,g€ L, alors f * g existe et appartient a L. En plus on a
(Fe)a) = [ fa— it ¥a>0
0

3. 8t f,g€ L, alors f*xg € L, avec en plus

§a(f * g) < max{&(f), Sal9)}

et
L(f*9)(s) = L(f)(s)-L(g)(s)  VseC avec Re(s) >max{&(f), &al9)}-
Démonstration. 1. En faisant le changement des variables y = x — ¢ (& z fixé) on a

[ st = [ fgta )y
R R
ce qui veut dire : fxg=gx* f.

2. On a deux cas :
Cas 1: x<0. Alors

/Rf(x—t)g(t)dt:/x f(a:—t)g(t)dt+/oof(:1:—t)g(t)dtz0+0:O

car g(t) =0sit<zet flx —t)=0sit> .
Cas 2 : x> 0. Alors

[ #a=natyar= [ " o gl i+ | re=vawar+ [~ s -vga

donc
/R flx— )g(t) di = / f(z — t)g(t) dt

si cette derniere intégrale existe.
Soit A > 0 fixé arbitraire et notons par Ay le triangle suivant de R? :

Ay={(t,z) eR? 0<t<xz<AL
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Montrons d’abord qu’on a

/A Flz — £)g(t)| dt dz < +oo (3.2)

Par le Théoréme de Fubini, en inversant 'ordre d’intégration, il suffit de montrer

qu’on a
A A
/ / |f(x—t)g(t)] dxdt < +o0

En faisant le changement des variable y = z — ¢ (a ¢ fixé) on obtient :

At
// flx=t)g(t)| dxdt = // y)|-|g(t |dydt<// y)|-lg(t)| dy dt.

Ceci nous donne

[ [ i naenava< [Cywia Moo o

car f,g € L}, ([0, +o0c]) (intervalle [0, A] étant un compact dans [0, +oc]).
Nous avons donc montré (3.2) pour tout A > 0. En utilisant encore le Théoréme de
Fubini nous déduisons que pour tout A > 0 la fonction

xH/Oxf(m—t)g(t)dtGC (3.3)

est bien définie pour presque tout x € [0, A] et intégrable Lebesgue sur [0, Al.
Comme A est arbitraire, ceci implique d’abord que cette fonction est bien défi-
nie pour presque tout z > 0.

(Pour montrer cette afirmation on écrit [0, +oo| comme 'union dénombrable des
intervalles de la forme [k, k + 1] avec k € N; comme la mesure de Lebesgue des
x € [k, k+1] tels que la fonction (3.3) n’est pas définie est égale & 0 alors la mesure
de Lebesgue des x € [0,+o0[ pour lesquels la méme fonction n'est pas définie est
encore égale a 0 (car Y, .0 = 0). Ceci montre que la fonction (3.3) est définie
presque partout sur [0, +o0[).

D’autre part on vient de montrer que cette fonction est localement intégrable sur
[0, +00] ce qui finit la preuve de cette partie.

. (Preuve formelle)

£<f*9><s>=/00° “(f 1 g)(a dx—/ /fx—t 1) dt i

On utilisant le Théoréme de Fubini on trouve
£ +9)e) = [ e ia =g dedo
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ol Ay est le “triangle infinit” suivant en R? :
Ay ={(t,z) eR* 0<t<a}).

En échangeant I'ordre d’intégration on trouve

/Ae”f(a:—t dtdx—// e~ f(z — t)g(t) dx dt.

En faisant le changement d’inconnue x —t = y (& ¢ fixé) on déduit

e = [ [ et it dvie= [T tgtay [T e a

donc

L(f *g)(s) = L(f)(s) L{g)(s)-

3.2.4 Formule d’inversion, unicité et applications

La proposition suivante nous donne une “formule d’inversion” qui permet de calculer
une fonction f en connaissant sa transformée de Laplace.

Proposition 3.11. Soit f € L, et supposons que f est continue par morceaur sur R. Soit
F :1,(f) = C la transformée de Laplace de f. Alors pour tout d > &,(f) et pour tout
teRona:

A
lim F(d + zi)e'") dz = mil f(t+) + f(t=)].
A—+o00 _A
Démonstration. Résultat admis! ]

Remarque : On observe que la limite qui apparait dans la partie de gauche de la
formule précédente est indépendante du réel d.
On a la conséquence immeédiate suivante :

Corollaire 3.1. Sous les hypothéses de la proposition précédente, sit € R est tel que f est

continue en t alors
1 A

t)=— li F(d + zi)e' @ qg.
ft) =5 lim » (d+ wi)e x
(cette formule s’appelle la formule de Bromwich-Mellin ).
Corollaire 3.2. Si f1, fo € L, sont deux fonctions continues par morceaux qui ont la méme
transformée de Laplace, c’est a dire

L(f1)(s) =L(f2)(s) Vs€C avec Re(s)>max{&(f1), &(f2)}
alors
fl(t) :fg(t), vteR\<D1UD2)

ot D; € R est ’ensemble (finit, éventuellement vide) des points de discontinuité de f;, j =
1,2. On a aussi (c’est évident!) £,(f1) = & (f2).
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Remarque 3.7. On déduit le résultat suivant : si F': D — C est une fonction donnée (0w
D C C est un demiplan & droite dans le plan complexe, donc D = {z € C, Re(z) > b} avec
beR )etsife L, avec f continue par morceaus est tel que L(f) = F sur DNIL,(f) alors
f est unique avec cette propriété (si on confond deux fonctions égales presque partout).
On dira alors que f est la transformée de Laplace inverse de F' et on notera

f=LYF).

Remarque 3.8. En général il est tres difficile de calculer f en fonction de F' en utilisant
la formule de Bromwich-Mellin. Dans ce cours on va calculer l'inverse d’une fonction F
en utilisant le propriétés de la transformée de Laplace et quelques transformées de Laplace
connues (on dira qu’on utilise un “tableau des transformées de Laplace”).

Exemple : Soit F': {s € C, Re(s) >1} — C donnée par

3 2
s — F(S):g—s_l.

On sait que
COH())(s) = % Vse{scC, Re(s)>0}
et
LOH(8)eM)(s) = SL Vse{seC, Re(s)>1}.

Par linéarité ceci nous donne

L(3H(t) — 2H(t)e!)(s) = = — —F(s) Vse{seC, Re(s)>1}.

Nous avons alors

avec f € L, la fonction donnée par
teR — f(t)=3H(t)—2H(t)e".

Applications importantes : résolution des certaines équations différentielles ou
intégro-différentielles - voir plusieurs exercices en TD.

3.2.5 La transformée de Fourier comme cas particulier de la trans-
formée de Laplace

Nous commengons par la remarque importante suivante : dans cette section nous avons
défini la transformée de Laplace uniquement pour des fonctions f causales. [L’avantage de
cette restriction est que le transformée de Laplace est définie sur un demi-plane dans le
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plan complexe.

On pourrait définir la transformée de Laplace pour des fonctions qui ne sont pas causales,
mais dans ce cas la transformée de Laplace (donnée par la méme formule :

L(F)(s) = i F(t)e*" dt)

ne sera plus définie pour s dans un demi-plane, mais pour s dans une bande verticale
dans le plane complexe (c’est & dire un ensemble de la forme {s € C, a < Re(s) < b},
avec a,b € R, a <b).

En fait si f € L), (R) et s’il existe v € R tel que [, |f(t)|e"*'dt < +o0 (mais sans avoir

loc

aussi la condition f =0 p.p. sit <0) on pose

a=inf{g € R,/ |f(t)|e Pt < 400}
R

b= sup{B € R, /R F()|ePdt < +oo).

Clairement a < a < b.
On appelle cette transformée la transformée de Laplace bilatérale ; pour éviter toute
confusion, on appelle parfois la transformée de Laplace habituelle (celle définie dans ce
chapitre pour des fonctions causales) la transformée de Laplace monolatérale.

Nous avons la définition suivante :

Définition 3.11. Soit f : R — C telle que f € L'(R,C). On définit alors la transformée
de Fourier de f notée F(f) comme la fonction F(f) : R — C donnée par

F(1)(€) = / fe € dr, WeeR.

Remarque 3.9. 1. L’hypothese f € LY(R,C) nous garantit que F(f) est bien définie
pour tout £ € R car |f(t)e ™| = |f(t)| pour tous t € R, donc

/R|f(t)€it&‘Z/R]f(t)]dt<+oo.

2. On peut écrire
FE) =LNEE), VEeR

mais il faut voir L comme un transformée de Laplace bilatérale, car f n’est pas
nécessairement causale; il faut aussi que l’axe imaginaire dans le plan compleze
(c’est a dire : Uensemble {&i, & € R}) soit incluse dans la bande verticale de
définition de la transformée de Laplace bilatérale de f.

Dans le cas particulier ou f est dans L*(R,C) avec en plus f causale, on a bien

F(NHE) = L(ig), VEER

ot la transformée de Laplace est vue ici comme une transformée de Laplace habituelle
(donc monolatérale).
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3. On peut aussi voir la transformée de Laplace comme une transformée de Fourier :
st S = 81+ 1isg avec 51,89 € R et si f € L, alors on a forméllement

£(f)(s) = / F(He e dt = F(f(t)e ") (s2)

c’est a dire :

L(f)(s) = F (f(t)e ") (Im(s)).

A savoir : - Il existe d’autres transformations "fonctionnelles" : transformée de Hilbert,
de Hankel, de Mellin, etc ...
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Chapitre 4

La théorie des distributions.

4.1 Introduction

Une distribution est une sorte de “fonction généralisée” et elle est introduite pour mo-
déliser des phénoménes ot les fonctions habituelles ne sont pas trés pratiques a utiliser.
Commencons par I'exemple suivant : supposons qu’on a un signal physique d’une trés
grande intensité sur une region trés petite dans I’espace (par exemple une charge élec-
trique trés concentrée dans un petit voisinage d’un point, et nulle ailleurs; c’est ce que les
physiciens appellent une charge ponctuelle). Supposons que la quantité totale de charge
est connue, égale par exemple & 1. Nous pouvons considérer une densité de charge (pour
simplifier on suppose que la charge est en dimension 1 et qu’elle est concentrée autour du
point 0) qui sera une fonction p: R — R telle que

" grande” st x € "petit intervalle autour de 0"
px) = ,
0 ailleurs

mais de tel sorte que [, p(z)dz = 1.
On peut donner comme exemple d’une telle densité la fonction

_fn st x € [—%,%}
pul7) = { 0 sinon (4.1)

avec n un nombre trés grand, qui peut étre en général assez mal connu (difficile de savoir
dans un cas donné si on a n = 1000 ou n = 2000, etc..).
On aimerait avoir une limite, pour n — +oo d’une telle fonction.

Le physicien P. Dirac a introduit et utilisé une fonction § : R — R qui est vue comme
un sorte de “limite” pour n — +oo de la fonction définie en (4.1). La fonction § (appellée
aussi la fonction de Dirac) est telle que

1. 6(0) = +o0

2. 6(x) =0, Va#0
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3. Jpo(x)de = 1.

L’existence d’une telle fonction contredit la théorie de la I'intégration au sense de Lebesgue,
car de 2. on déduit 6 = 0 p.p. © € R ce qui implique [, 0(x)dz = 0 ce qui est en
contradiction avec 3.
On introduira une limite de la fonction p,, définie en (4.1) qui sortira du cadre des fonctions;
ca sera une distribution.

Un exemple dans I’électrostatique.
Supposons qu’on a une charge électrique qui occupe un volume Q C R3 et qui est donnée
par une densité de charge p: Q — R.
Dans la réalité une telle fonction est assez mal connue (on ne peut disposer que des ap-
proximations) car aucun appareil de mesure ne peut nous donner la valeur de p dans un
point = de {2; un appareil ne peut mesurer que U'effet produit sur lui par les charges situés
dans un voisinage de ce point. En plus il y a une infinité des points x € Q2.
En fait Uexperimentateur accéde indirectement a la densité de charge p(z) par ses pro-
priétés, c’est a dire, en mesurant non pas p(z) mais des quantités physiques importantes,
faisant intervenir p, comme par exemple :

Q= /Qp(x) dx

1. La charge totale

2. La charge dans un sous-domaine w de 2

(donc on peut noter Q = Qq)

3. Le potentiel dans un point a € R3 :

1
V, = / LI
dmeg Jo ||z — al|

avec €y une constante physique, ou || - || désigne la norme euclidienne d’un vecteur.

Ce sont en fait des quantités du type

/ p(z)p(x) dz (4.2)
Q

avec ¢ : {0 — R données par exemple par
p=1 pour
¢ =1, pour @,

11
P = Tnegs—a] POUT Va.
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On pourrait considérer de maniére théorique toutes les intégrales du type (4.2) pour "toute"
fonction . Il est alors naturel d’introduire une application

T, : "un ensemble des fonctions test" — R

To(p) = /Q p(z)p(z)dr, Ve

Théoriquement, si on connait toutes les intégrales du type (4.2) pour tous ¢ alors on “aurait
suffisament d’information” pour caractériser p, donc 7}, est une autre maniere de se donner
p; ceci a condition d’avoir :

P1 7£ P2 — Tp1 #TPZ

(on va détailler ceci ultérieurement).
Dans la suite on introduira de maniére rigoureuse des applications plus générales que T,.

4.2 L’espace D(2) des fonctions test

Dans tout ce chapitre () désigne un ouvert non-vide de R" et K désigne R ou C.

Définition 4.1. On note par C§°(Q, K) ou encore par D(Q,K) 'ensemble des fonctions
v : Q — K appartenant ¢ C*(Q,K) qui ont la propriété suivante : il existe un compact K
inclus dans Q, tel que ¢ s’annule sur Q\ K (donc ¢(x) =0, Yo € Q\ K).

Remarque 4.1. 1. Dans la littérature sur le sujet il y a une autre définition de D(£2, K),
utilisant utilise la notion de support d’une fonction : le support c’est l’adhérence
de l’ensemble ot la fonction ne s’annule pas; alors une fonction est dans D(Q2,K)
st elle est dans C*(Q,K) et son support et compact et inclus dans Q.

2. La propriété de l'existence d’un compact K inclus dans ) en dehors duquel ¢ s’an-
nule est non vérifice dans le cas ot il existe une suite {x®}ren C Q qui tends vers
un élément de O ou dont le norme tends vers +oo, tel que p(z®) #0, Vk e N.
C’est le cas par exemple si p ne s’annule pas sur ).

3. 81y CR” est un autre ouvert avec Qy C Q2 et ¢ € D(Q,K) alors on dira par abus
de language que @ appartient (respectivement n’appartient pas) a D(Q1,K) si la
restriction de ¢ & Qy appartient ( respectivement n’appartient pas) a D(Qy, K).

Dans ce cours nous allons considérer K = R. C’est pourquoi on utilisera les notations :
Ce () = C° (2, R) et D(Q) = D(QL,R).

Quelques exemples :

Exemple 1.
La fonction constante 0 est toujours un élément de D(£2), car elle est dans C™ et s’annule
en dehors d'un compact dans €2, qui pourrait étre par exemple un singleton quelconque
{z} avec x € Q.
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Exemple 2.
Une fonction constante quelconque non nulle est dans C°°(2) mais elle n’est pas dans D(£2)
car elle ne s’annule jamais.

Exemple 3.
Soit 2 =R et ¢ : R — R la fonction qui vaut 0 sur | — oo, —1] U [1, +-00[ et qui vaut 1 — z?
si x € [—1,1]. Si on prends K = [—1,1] alors K est un compact et ¢ s’annule bien en

dehors de K. Mais la fonction n’est pas dans C*°(£2), donc elle n’est pas dans D(2).
Exemple 4 (fondamental)
On considére n = 1 et 2 = R. On introduit la fonction 6; : R — R définie par

[ exp () si lz] <1
01(x) = { 0 < 2] > 1 (4.3)

Proposition 4.1. La fonction 01 est un élément de D(R).

Démonstration. 1l est évident que #; s’annule en dehors d’un compact inclus dans R, qui
est 'intervalle [—1, 1]. Il reste & montrer que 6, € C*(R).

Il est évident que 0, € C°(R \ {£1}). Pour montrer que ¢, € C*°(R) il suffit de montrer
que 0; ainsi que chacune de ses dérivées (définies sur R\ {£1}) se prolongent par continuité
en r =1 et en x = —1; par symétrie il suffit de le faire pour x = 1 seulement.

Il est évident que pour tout £ € N on a

0 (z) =0, Vo>1
ce qui donne

lim 6" (z) =0, VkeN.

rx—1,x>1

Alors pour montrer le résultat attendu il faut et il suffit de montrer

lim 6 (z)=0, VkeN. (4.4)

Il est tres facile de voir qu’on a

lim 6(z) =6,(1) =0.

z—1,x<1

ce qui donne (4.4) pour k = 0 ainsi que la continuité de 0. La dérivée de 0; est donnée par

— 22 exp (= si lz| <1

et on peut montrer par récurrence sur k que la dérivée a 'ordre k de 0, est une expression

du type
(k) . Pk(x) 1
O (@) = g ey oXP <x2 —1
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ou P est un polynome.
Nous faisons le changement des variables

Y — 400, sir—lz<l

1 —22
et nous avons

1 1 ka
mexp —1_1‘2 :e—y —>0 pour y—> —+00

ce qui nous donne le résultat attendu. O

Remarque 4.2. Soit I C R un intervalle ouvert et non-vide.

Siinf(I) < —1 et sup(l) > 1 alors 0, € D(I). Il en est de méme si sup(I) < —1 ou si
inf(I) > 1, car dans ces deuz cas la restriction de 6y a I est égale a 0.

Dans tous les autres cas on a 6, ¢ D(I).

Par exemple on a 6, € D(] — 2,3[) mais 60, € D(]0, 3]).

L’exempe suivant montre comment construire un élément de D(/) pour un intervalle [
général.

Exemple 5.
Soit I un intervalle ouvert en R et a € I. Comme [ est ouvert il existe ¢ > 0 assez petit
tel que [a —€,a+ €] C I. Considérons la fonction ¢ : I — R définie par

b (2) = 6, (x - “) Yz el

€

Nous avons :

Tr—a

¢1($) =0 <

- ’21 S lr—al>e & xel\|a—e¢a+¢

ce qui nous dit que Pintervalle [a — €, a + €] est un compact inclus dans I en dehors duquel

¥y s’annule. D’autre part, ¢, € C°°(I) car v est la composée entre deux fonctions qui

sont dans C'* : la fonction 6 et la fonction qui a z € I associe “=*. Donc ¢, € D(I).
Exemple 6.

Cet exemple est une généralisation de ’exemple précédent.

Soit Q ouvert en R" et a € 2. Comme (2 est ouvert, il existe € > 0 tel que B(a,€) C 2. On

considére alors la fonction 1, : 2 — R définie par

|z — all*

Yul) = 0y ( ) req

€2
Observons que pour € assez petit nous avons :

—_ qll2 -
bn(z) =0 < um S |lr—al|>e < 2e€Q\Bae

€
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donc B(a,€) est un compact dans €2 en dehors duquel 1, s’annule.

D’autre part, ¢, € C®(Q) car 1, est la composée entre deux fonctions qui sont dans

. . [ . - 2 .
C* : la fonction 0, et la fonction qui & z € {2 associe % Cecl nous donne finalement

U, € D(Q).

Conséquence : L’ensemble D(Q) ne se réduit pas a ’élément 0.
Proposition 4.2. Soit 2 C R" un ouvert. Si f € D(Q) et g € C(Q) alors fg € D(2).

Démonstration. 11 est évident que fg € C*(£2) comme produit de deux fonctions dans

C>®(Q).
D’autre part, par hypothése, il existe un compact K tel que f = 0 sur Q \ K. Alors on a
aussi fg =0 sur Q\ K ce qui montre le résultat. ]

Cete proposition donne une maniére de construire "beaucoup" des éléments de D(2) a
partir d’un seul ; par exemple : x6;(z), sin(x)6;(x) etc.. sont des fonctions dans D(R).

Proposition 4.3. Toule combinaison linéaire des éléments de D()) est encore un élément
de D(Q2) (c’est a dire : ¥V oy, a0 € R, V1,00 € D(Q) on a a1p1 + aaps € D(Y) ).

Démonstration. Soient o1,y € D(Q) et ag, as € R.

1. Tl est trés facile de voir que @191 + agps € C(Q).

2. Par hypotheése, il existe deux compacts K; C Q et Ky C  tels que ¢; = 0 sur
Q\ K;, j =1,2. Considérons K = K; U K. On voit facilement que I’ensemble K
est aussi un compact inclus dans € et que aj¢1 + asps s’annule sur 2\ K. Ceci finit
la preuve.

]

Cette proposition nous dit en fait que D(2) est un espace vectoriel réel, qu’il faut
voir comme un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel réel (noté par F(£2)) des fonctions
définies sur Q2 & valeurs dans R, avec les opérations addition ” +” et multiplication par des
scalaires ” -7 habituelles :

(b1 4 @2)(x) = p1(x) + 2(2), Vo1, 2 €D(Q), V€
A-@)(z)=A-p(x), YAER Ve D), Vel
Nous finissons cette section par la proposition utile suivante :

Proposition 4.4. Pour tout ¢ € D(Q) et tout a € N la fonction D% est bornée sur (2
(donc ¢ aussi est bornée sur €).

Démonstration. 1l existe un ensemble compact K C € tel que ¢ = 0 sur ’ensemble ouvert
O\ K, ce qui nous dit D% = 0 sur 2\ K. Comme D® est continue sur K alors elle est
bornée sur K grace au théoréme de Weierstrass. On déduit alors facilement que D%p est
bornée sur €. O
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4.3 La notion de distribution

Définition 4.2. On appelle distribution sur Q une application linéaire de D(2) dans
R, c’est a dire, une application T : D(Q2) — R satisfaisant la condition :

T(Brp1 + Bapa) = BiT(p1) + BT (2), ¥V B1,02 €R, V1,02 € D(Q)

Remarque 4.3. 1. Dans ce cours on donne une définition simplifiée de la notion de
distribution. En fait il y a une hypothése supplémentaire qui traduit une certaine
"continuité” de T, hypothése qui ne sera pas donnée ici.

2. On pourrait considérer D(Q,C) a la place de D(QY) et définir, pour plus de généra-
lité, une distribution comme un application linéaire de D(Q2,C) & valeurs dans C;
mais dans ce cours on travaillera toujours en R.

Notation : On notera dans la suite par D’(€2) 'ensemble de toutes les distributions sur
2. On dit aussi que D’(Q2) est le dual de D(Q2).
Notation : On utilisera dans la suite la notation plus commode
<T,p > ou (T, ) (crochet de dualité) au lieu de T'(¢), pour toute distribution 7" € D’'(Q2)
et tout élément ¢ € D(Q) (on appellera ¢ fonction test pour la distribution 7).

Nous donnerons pour l'instant deux exemple fondamentaux des distributions.
Le résultat suivant introduit les distributions du type Dirac.

Définition 4.3. Soit a € Q et considérons Uapplication 6, : D(Q) — R définie par
< g, 0 >= pla), Y peDN).
Alors 6, est une distribution sur Q appellée distribution de Dirac en a sur (.

Preuve du fait que 6, est une distribution : Il faut montrer la linéarité de 'application
d, @ soient f1, By € R, 1, po € D(2) arbitraires. On a

<0y, Brp1t+Paps > = (Prpi+Dbape)(a) = Prpi(a)+bapa(a) = B1 < 0o, o1 > + P2 < 64, P2 >

ce qui finit la preuve.

Notation : Si 0 € Q) on notera dy par ¢ ; cette distribution s’appelle simplement
distribution de Dirac sur .

Le deuxiéme exemple fondamental des distributions est le suivant :

Définition 4.4. Pour toute fonction u € L, .(Q) on définit une distribution T, de la
maniere suivante :

Tus) = [ u@)p@)ds, Vo e D).
Q
La distribution T, s’appelle distribution réguliére associée a wu.

Preuve du fait que T, est une distribution : Soit u € L () fixé.

loc
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1. Tl faut d’abord montrer que pour tout ¢ € D(Q) la fonction z € Q — u(x) p(z) € R
est intégrable Lebesgue.
Par hypothése il existe un compact K inclus dans Q tel que ¢ = 0 (donc up = 0)
sur Q \ K. Il suffit alors de montrer que uyp est intégrable Lebesgue sur K.
Nous avons la majoration :

)ete)] < [suplolw)l] )l o€ K

Comme sup,c g |¢(y)| < 400 et u est intégrable Lebesgue sur K alors ug est inté-
grable Lebesgue sur K, ce qui donne le résultat.

2. On montre facilement que T, est linéaire; ceci résulte de la linéarité de 'intégrale
(Ezercice).

Définition 4.5. On dit qu’une distribution est singuliére si elle n’est pas réguliére.
On a l’analogue suivant de la Proposition 4.3 :

Proposition 4.5. Toute combinaison linéaire des éléments de D' (Q2) est encore un élément

de D'(Q) (c’est a dire : Va,b e R, VT,5S € D'(Q) on a oT +bS € D'(N)).

Démonstration. Soient a,b € Ret T, S € D'(2). Montrons que a1 +bS est linéaire comme
application de D(2) a valeurs dans R; on considére pour cela deux constantes a;q, s € R
et deux fonction test ¢1, 3 € D(£2). Nous avons :

<al 4+bS, a1 +agps >= a <T,a1p1 +asps > +b <5, ap; + agps >=
:a(Oél<T,g01>+CY2<T,902>)+b(0é1<S,@1>+O&2<S,g02>)

(on a utilisé la linéarité de chacune des applications 7" et S). En régroupant les termes avec
aq entre eux et pareil avec as on obtient

<alT 4+ bS, ajp; +agps >= a; < al +bS, 1 > +as <al +bS, py >
ce qui finit la preuve. O]

Remarque 4.4. [l existe la "distribution 0"; c’est < 0,0 >= 0, V€ D(Q).
En plus on peut voir cette distribution 0 comme la distribution réguliere associée a la
fonction constante 0.

Nous déduisons que D'(2) est un espace vectoriel réel, qu’il faut voir comme un sous-
espace vectoriel de I'espace vectoriel réel des applications de D(2) a valeurs dans R, avec
les opérations addition ” +” et multiplication par des scalaires ” - 7 habituelles :

<T+S,o>=<T,o>+<8S, 0> VT,S5eD(Q), VpeDQ)
<ANT,p>=A<T, o> VIER VT €D (Q), Vp € D(Q).

Ezemples :

Nous avons le résultat suivant :
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Lemme 4.1. 1. Toute distribution de Dirac sur € est une distribution singuliére.

2. Plus généralement, toute combinaison linéaire avec des coefficients pas tous nuls des
distributions de Dirac qui correspondent a des points deux ¢ deuz distincles est une
distribution singuliere.

Démonstration. 1. Soit a € Q) fixé arbitraire et considérons la distribution de Dirac 4,
en a; on se propose de montrer que d, n’est pas une distribution réguliére. Supposons
par absurd qu’elle est réguliére, donc il existe u € L] () tel que &, = T, ¢’est &
dire

ola) = /Qu(x) o(x)dx, Y ¢ e D). (4.6)

Nous considérons encore 'élément de D(€2) construit a ’Exemple 6 de la Section
précédente, mais avec € = zl) ou p € N* est grande. On a alors une suite des fonctions
test que nous notons {g, tren+ C D(§2) définies par

op(2) = 0,(*||lz — al]?), V2eQ

On peut considérer py € N* assez grand, tel que B(a, pio) C ) et prendre p > po.
Maintenant dans 'égalité (4.6) on prend ¢ = @, et on passe a la limite p — +o0.
On observe que

pp(a) = 6:(0) =

Montrons que la limite de la partie de droite de (4.6) est égale & 0, ce qui va nous

Q|

donner une contradiction et va montrer le résultat. Notons K = B(a, pio) qui est un
ensemble compact et inclus dans 2 et observons que pour tout p > pg la fonction
¢, s’annule sur Q \ K. Nous avons alors

/Qu(x) op(2) dx:/Ku(x) op(x)dx, Y p > po.

Nous avons :
— Pour tout z € K avec x # a on a @,(x) — 0 si p = +oo (car p,(z) =0 si p est
assez grand), donc
op(x) >0, pp.reK

— Comme 0| < 1 alors |¢,| < 1 donc
1
u(e)ey(2)] < Lfu(e)|. V€ K

Comme |u| est intégrable sur K alors les hypothéses du théoréme de convergence
dominée de Lebesgue sur K sont satisfaite ce qui donne

lim [ wu(x)p,(z)de=0
P00 J g

et finit la preuve.
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2. Soient k € N*, les points aq,as, - -a, € €2 distinctes deux a deux, des coefficients
a1, o, -+ - € R pas tous nuls et considérons la distribution
T = 0104, + 204, +- - -+ 04, . On va encore montrer par absurd que 7" est singuliére.
En échangeant éventuellement I'ordre des indices, on peut supposer que oy # 0. On
applique encore I'argument du la partie 1) avec a; a la place de a; il suffit d’observer
que pour p € N suffisament grand on a

(0%
<T, ¢gp>= al%(al):?l#o'

Le reste de la preuve est comme dans la partie 1.
]

Dans la suite de cette section on va voir que toute fonction localement intégrable peut
étre vue comme une distribution. On commence par le lemme fondamental suivant :

Lemme 4.2. Siu € L}, (Q) est tel que

loc

/Qu(x)go(a:) dx =0 Vo € D(Q)

alors u =0 p.p.

Preuve dans le cas particulier u continue :
On va montrer par absurd que u est la fonction constante 0; supposons que c’est faux,
donc il existe a € 2 tel que u(a) # 0. Pour fixer les idées supposons que u(a) > 0 (le cas
u(a) < 0 se traite de maniére similaire). Comme u est continue et € ouvert il existe € > 0
tel que B(a,e) C Qet u>0 sur B(a,e).
Considérons maintenant la fonction ¢, € D(§2) construite a P’Exemple 6 de la Section

précédente, ¥, (x) = 91(”:”2—5”2) ; on observe que
Y, >0 sur Bla,e) et Y, =0 sur Q\ B(a,e).

On déduit alors

/Q w(@)n(z) dz = / w(@)n(z) dz > 0

B(a,e)

(conséquence de la propriété (L8) de I'intégrale de Lebesgue, voir Chapitre 1)
ce qui conterdit I’hypothése du lemme et montre le résultat par absurd.

Remarque 4.5. Le [emme peul s’ennoncer de la maniére équivalente suivante :
T.=0 = u=0.

On introduit 'application suivante :
G:L, . (Q) —D(Q) donnée par G(u)=T, VYuc L. ().

L’application G associe a chaque fonction u sa distribution réguliére. Alors G(Lj,.(2)) n’est
autre que [’ensemble des distributions réguliéres.
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Théoréme 4.1. a) G est un isomorphisme entre Li, (Q) et G(L},.(Q)).

loc

b) G n'est pas surjective (donc G(L},.(Q)) C D'(Q)).

Démonstration. 1. Linéarité de G : exercice facile.
2. Injectivité de G : conséquence immédiate du Lemme 4.2.

3. Le fait que G n’est pas surjective est une conséquence immédiate du Lemma 4.1.

]

L’intérét de ce théoréme est le fait qu’il nous permet “d’identifier” les deux espaces
L. () et G(L,.(2)) en identifiants en fait chaque fonction v € L}, () & sa distribution
réguliére T,,. Donc on va dire par abus de language que la fonction u est une distribution en
pensant en fait & T;,. On va dire aussi que la distribution T}, est une fonction en pensant a u.
On aura alors (en utilisant toujours cette identification) L}, .(Q) C D'(Q2)). (C’est analoque
a 'identification entre M,,(R) et L(R™)).

C’est dans ce sense qu’on peut dire que les distributions généralisent les fonctions : une
fonction localement intégrable est un cas particulier de distribution. De la preuve de b)
Théoréme 4.1 on déduit que les distributions de Dirac ne sont pas des fonctions.

Du Théoréme 4.1 on déduit aussi que I'ensemble des distributions réguliéres est un sous
espace vectoriel de D'(€).

4.4 Convergence dans D'({2)

On définira une convergence des suite dans D’'(£2) (une topologie).

Définition 4.6. Soit {T},},en une suite des éléments de D'(Q) et T € D'(2). On dit que
T, = T en D'(Q) (on peut dire aussi : au sense des distributions en Q) pour p — 400 si

<Tp,¢o>—=<T,¢> pourp—+oo, YeeDQ).

Exemple 1 : Considérons la suite des fonctions : f, : R — C,

fp<x>:{p i llsg ()

0 sinon

avec p € N*. Il est facile de voir que f, € Lj,.(R) (on a méme f, € L'(R)). Alors f, peut
étre vue comme une suite des distributions sur R (on pense a Ty,). On se demande si’il y
a une limite au sense des distributions de f,,.

On a le calcul suivant : pour toute ¢ fixée et arbitraire en D({2) on a

1/(2p) 1
p(r)dr = p]—?w(ap) = p(ap)

<Tpo>= [ flarp)de=p [

—1/(2p)
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11
27 2p
(b—a)f(€) avec £ €]a,b|, pour toute fonction continue f). Comme |a,| < % nous avons
a, — 0 pour p — +00 et par continuité de ¢ on a p(a,) = ¢(0). On déduit alors

avec a, €| — [ (nous avons utilisé le théoréme de la moyenne : f;f(x) dx =

<Ty,, o >—=9(0)=<0d,¢p> pourp— +00

donc par définition
Tfp — 0

ce qui s’écrit plus simplement (en “confondant” T}, et f,) :

fp—0

au sense des distributions D'(R).

Cet exemple est important car il donne un sense rigoureux a la fonction ¢ introduite de
maniére empirique par les physiciens (voir le début de la Section 4.1). Donc la limite pour
de tels fonctions comme celle donnée dans I’exemple ci-dessus sera une distribution.

Exemple 2 : le résultat suivant nous donne des conditions suffisantes assez générales
pour avoir la convergence au sense des distributions d’une suite des fonctions vers une
autre fonction.

Proposition 4.6. Soit 2 C R™ un ensemble ouvert, une suite des fonctions
{up}pen C LL,.(Q) et une fonction u € L},.(Q). On suppose que

loc
1. Pour presque tout x € Q ona uy(x) — u(x) pour p— oo
(la convergence simple presque partout)

2. Il existe pg €N et v € L} (Q) avec v(z) >0, p.p. z € Q tel que
up(z)| <v(z), pp.reQ e VpeN, p>p.

Alors T, — T, en D'(2) (on peut aussi dire : u, — u au sense des distributions sur 2 ou
au sense D'(2)).

Démonstration. Soit p € D(Q) fixé. Il faut montrer que [, u,e — [, up pour p — +oo.
Soit K C Q compact tel que ¢ = 0 sur Q\ K; il est clair que chacune des intégrales
ci-dessus peuvent s’écrire sur K au lieu de €.
Ezercice : En utilisant le Théréme de convergence dominée de Lebesque sur K montrer
qu’on a

lim [ u,(x)p(x)dx :/ u(z)p(x) dx

p=e JK K
ce qui nous donne le résultat. [

Exemple : Pour tout p € N* on définit la fonction H, : R — R donnée par

: 1
0 S1 {E<—2—p
Hy(z)={ plx+4) si —5<ax<s
p 2p p = =3
1
1 S1 ZE>2—p
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Utilisons la proposition précédente avec u, = H,. On observe d’abord que H,, € L} .(R) car
H, est bornée. Ensuite on voit que pour tout = € R\ {0} (donc pour presque tout z € R)
on a H,(z) — H(x) (fonction de Heaviside) pour p — 400, donc la premiére hypothése de
la proposition est satisfaite avec u = H. Il est facile de voir que la deuxiéme hypothése de
la proposition est satisfaite avec v égale & la fonction constante 1 qui est dans L}, .(R).

On déduit alors que H,, converge vers H au sens des distributions sur R; ceci s’écrit aussi

THp — Ty dans D,<Q)

Remarque 4.6. Si la suite des fonctions u, converge uniformément vers u alors les deuz
hypothéses de la proposition précédente sont satisfaites (pour la premiére c’est évident, pour
la deuziéme : sip € N est assez grand on a u, = (up—u)+u donc |u,| < Ju,—u|+|u| < 1+|u]
donc on peut prendre v = |u| 4+ 1). On a donc la convergence au sense des distributions de
Up VETS U.

4.5 Dérivation des distributions

On veut définir la dérivée d’une distribution, de telle maniére que si en particulier cette
distribution est une fonction de classe C* alors la dérivée au sense des distributions soit
tout simplement la dérivée au sense habituel.

Plus précisément, on veut : %(Tu) = Ta% si u € C'(Q). Faisons ceci dans le cas plus

simple ot © est un intervalle ouvert inclus dans R. Soit u € C'(I) et I =]a,b[ avec
a,b € R, a < b. Alors pour tout ¢ € D(I) on veut avoir (1,), ¢ >=< Ty, > ce qui
donne

< ()0 > =< Tup>= [Wle)p@)de = - [u@)d(e)do+ fuplzz)
I I
(on a utilisé I'intégration par parties). La derniére expression est égale a zero, car ¢ € D(I),
ce qui nous donne
<(T,),p>=—<T,¢ > YeeD).

On va prendre cette derniére relation comme définition de la dérivée pour toute distri-
bution 7. Il y a un calcul analogue pour la dérivation a un ordre k € N* arbitraire (faire
plusieurs intégrations par parties successivement) et aussi en dimension quelconque de
Iespace. Il est donc naturel d’avoir la définition suivante :

Définition 4.7. Soit Q un ouvert en R", T' € D'(Q) et « € N". On appelle dérivée a
I'ordre o« de T (on peut ajouter : au sens de distributions) la distribution sur €2 notée
DT ou % définie par

T, 0Ty

< DT, p>=(-1) < T D% > VypeD) (4.8)

avec la notation [a] = a1 + ag + -+ + ay,.
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On peut vérifier facilement, en utilisant la linéarite de T et de l'opérateur D que
Uégalité (4.8) définit bien une distribution sur .
Remarque : Toute distribution peut se dériver et & n’importe quel ordre, le résultat étant
encore une distribution. Ceci, contrairement a ce qui se passe pour les fonctions, ou toute
fonction ne peut pas se dériver.
Cas particulier : Pour tout : € {1,2---n} on a

or Op

- — _<T X Yo e D).
<om ¥ <T, 5. > ¢ € D(2)

Notation : Si n = 1 on va noter les dérivée d’une distribution 7" par 7", 7", T®) ... T®)
exactement comme les dérivées classiques d’une fonction a une variable (on utilise la conven-
tion habituelle 7® = T'). On a donc pour tout k € N :

<TW, o>= (-1 <T,o® > VeeD).
Exemple 1 :
Proposition 4.7. Soit I C R un intervalle ouvert et u € C*(I) avec k € N. Alors on a :
(T)® =T

(donc pour une fonction de classe C* la dérivée k-éme au sense des distributions se confond
avec la dérivée k-éme au sense habituel).

Démonstration. Soit ¢ € D(I) arbitraire. Alors ¢ ainsi que toutes ses dérivées s’annule en
dehors d’un compact [a,b] C I. On a

b
(T, @) = (“D)M(T,, o) = (—1)* / up® = (~1)* / ul(z)p® () de =

= (1 [ W@ D@ == [WOwpde = [ue = (T, o

(on a appliqué k fois l'intégration par parties et a chaque fois le terme “frontiére” est égal
a zero, car o et ses dérivées s’annulent aussi en a et b par continuité). O

Ce résultat se généralise en dimension quelconque :
Exemple 2

Proposition 4.8. Soit Q ouvert en R et u € C*(Q) avec k € N. Alors on a
D(T,) = Tpey, Y aeN' avec [of <k.

Démonstration. On fera la preuve pour D = % ; pour un « général le résultat se démontre
k2
facilement par reccurence.

0 — i ou
<8xi<T“)’ o) = —(Ty / axz dr = amlpdx—/ upv; do.




(nous avons appliqué la formule de Green, le dernier terme étant une intégrale sur la
frontiere de €2 ; v; désigne ici la ¢ - éme composante du vecteur v qui est le vecteur normal
a 00 orienté vers Uexterieur de Q). Comme ¢ € D(Q) 'intégrale sur 052 est égale a zero et
on obtient :

0

a (Tu) :Tﬁiu.

(Tu>7 90> = <T§T§L¢’ 90> donc ; oz,

]

Calculons la dérivée au sens des distributions de la fonction de Heaviside H, qui peut
étre vue comme une distribution sur R, car H € L}, (R); nous voulons donc calculer (Ty)’.
Soit ¢ € D(R) fixé; il existe M > 0 tel que et ¢’ sont 0 sur R\ | — M, M|. On a alors

«m%¢>=—éﬂwwmmm=—4 o(r)dr = p(0) =<5, >

(car ¢(M) = 0) ce qui nous donne
(Tu) =0 (4.9)

(on peut dire aussi : H' = § au sense des distributions sur R).
Nous allons donner une généralisation de cet exemple.

Proposition 4.9. Soit I =]la, b[ un intervalle ouvert, avec —oo < a < b < +oo et
f I — R une fonction de classe C' par morceauz sur I et qui n’est pas de classe C' sur
1. Soit k € N* et ay,as, - --ar comme dans la Définition 1.1. La fonction [ aura alors une
dérivée classique [’ définie presque partout (partout sauf dans les points ay,as, - - - ay).
Pour tout j € {1,2,---k} nous notons par w(f,a;) le "saut” de la fonction f en a;, défini
par

w(f,a;) = flaj+) = f(a;—).
Alors
a) Les fonction f et f' sont dans L} ()
b) La dérivée au sense des distributions de f est donnée par la formule :

k
(Ty) =Tp + > w(f,a5)ba,.
j=1

Démonstration. a) Comme f est f’ sont continues par morceaux sur I alors elles sont
dans L}, (I) (voir partie 3. de la Proposition 3.3).

b) Soit ¢ € D(I) arbitraire fixé. Il existe ag € |a,a1[ et apy1 € Jag, b] tels que ¢ = 0 sur
la, ag| et sur [agi1,0].

Nous avons

(@) o) =~ = - [ J@e@a= -3 [ e .
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En utilisant une intégration par parties pour chacune des intégrales, on obtient

(1), e =Y [—f<aj+1—>so<aj+1> T Flag+)play) + / " Pe)p(e) da

Jj=0 J

= [=flai=)p(ar) + flao)p(ao)] + [=flaz—)p(az) + flar+)p(ar)] +-- -+

= Flarn=)o(ane) + Flat)plan)] + / " p@)e() da.

ao

En détaillant ces expressions on obtient
k
(T ) = [ F@p@rde+ Y wlf.a)ele)
I =
(en tenir compte du fait que ¢(ag) = @(agt+1) = 0) ce qui nous donne le résultat.

]

Corollaire 4.1. Soit I comme dans la Proposition 4.9 et soit f : I — R une fonction
continue et de classe C* par morceaux sur I. Alors on a

(Ty) =T
(car par continuité de f tous les sauts w(f,a;) sont 0).

Ezxemples :

On peut définir un opérateur D® qui associe a toute distribution 7' la distribution
D*T'. On a les propriétés suivantes de cet opérateur :

Proposition 4.10. Pour toute T' € D'(Q) et tous o,y € N* on a
D*(D'T) = DY(D°T) = DT,
Démonstration. Soit ¢ € D() fixé arbitraire. On a
<DYD'T), o >= (- < DT, D% > = (—=1)+DD < 7 DV(D) >

Comme D7(D%) = DY(D7¢p) = D@y et [a] + [y] = [a + 7] on a immédiatement le
résultat. O

Proposition 4.11. (linéarité de D*) :
L’opérateur D est linéaire, c’est a dire :

DY(BiTh + BoT3) = 1 DTy + B2 DTy, N By1,0, € C, VT1, Ty € D'(Q).
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Démonstration. Exercice facile O

Proposition 4.12. (continuité de D) :
Soit o € N" fizé et T, = T dans D'(2) pour p — +oo. Alors on a

DT, — DT dans D'(Q) pour p — +oo.
Démonstration. Soit ¢ € D(Q) fixé arbitraire. Grace a 'hypothése T, — T on a
<DT,, p>= (-1l < T,, D% > — (=) < T, D% >=< DT, p> pour p— +00
ce qui donne le résultat. O

Ezxemple : en classe.

4.6 Produit entre une fonction C'*° et une distribution

On définira le produit entre une fonction C'*° et une distribution de telle maniére que
si la distribution est une fonction localement intégrable, le résultat soit le produit habituel
des fonction.

On voudrait donc : si u € L,.(Q) et g € C=(Q) alors g - T,, = T,,. On aurait alors pour
tous p € D(Q) :

< g-Tu, p>=<Tg, <p>:/gu<pdx:<Tu, gp > .
Q

II est alors naturel de donner la définition suivante :

Définition 4.8. Soit g € C>(Q) et T € D'(Q2). On définit le produit de g par T noté
g-T comme la distribution définie par

<g-T,o>=<T, gp>, VYVpecD).

On vérifie tres facilement que [’égalité précédente définit bien une distribution.
Conséquences immédiates :
Pour tout 7' € D'(2) on a

1. Siue L, .(Q) et g€ C®(Q) alors g- T, =Ty,
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2. Si f,ge C®(Q)alors f-(¢g-T)=(fg)-T
3. Si g = constante = X alors g - T = AT (le produit entre le scalaire A et T'; en
particulier 1-7 =T).
Démonstration. Soit ¢ € D(Q) fixé arbitraire. On a
1.

<g-Ty, o >=<T,, g<p>:/uggodx:<Tgu, 0>,
Q

ce qui donne 1'égalité désirée.

<f-(g-T),p>=<g-T, fe>=<T, gfp>=<(fg)-T, ¢ >

ce qui montre la résultat.

< AT, p>=<T, dp>=A<T, p>

ce qui finit la preuve.

UJ
Exemple fondamental : Soit a € Q et g € C*(£2). Alors
g 0q = g(a)d,.
(produit entre le scalaire g(a) et la distribution d,).
Démonstration. Pour un ¢ € D(1) fixé arbitraire on a
< g-0a, ¢ >=<0a, gp >= gla)p(a) = g(a) <da, ¢ >=<g(a)da, ¢ >
ce qui finit la preuve.
Conséquence : en D'(R)onaxz-6 =0
Proposition 4.13. Si g € C*(Q) et T € D'(Q) alors
0 dg oTr
LT — T g-
(en dimension 1 cela devient : (¢-T) =¢ -T+g-T').
Démonstration. Soit ¢ € D(2) arbitraire. Nous avons
0 Op Op
< -T >= —<g-T >= —<T > v D(Q
o9 1) e 9T, 5 XE v €D(Q)
En utilisant I'égalité g%f—_ = 8(%??) - %gp on déduit
9 d(gp) dg oT dyg
< T >= —<T >+ <T > =< — >+ < —T,p>=
o0, 9T), ¢ om > T <D g 90>t <g. T
T g
=<g-7g—,p>+< T, 9>
ce qui nous donne le résultat. O
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Exemple : En D'(R) on a
(x-6)=a"-d0+a-0=0+x-9.
Comme z - § = 0 donc (z-9)" = 0 on déduit
x- 8 = —0.

Remarque : on peut obtenir cette formule en utilisant la définition et les fonctions test :
soit ¢ € D(R) arbitraire; on a

<z-0, p>=<d xp>= — <4, (xp) >=— <0, p+xp >.
Ceci nous donne
<z, p>=—p0)=— <d, 9>

ce qui nous donne le résultat.

4.7 Une bréve introduction aux espaces de Sobolev

Rappellons d’abord que si € est un ouvert de R™ et si u € L*(Q) alors u € L}, (Q) (car
de la Proposition 3.3 on déduit L*(Q2) C L2 .(Q) C L},.(Q)) done T, est une distribution
sur €).

On peut définir alors :

Définition 4.9. Soit Q) un ouvert de R". On pose
HY(Q) = {u € L*(Q) et Yke{1,2,---n} Fu, € L*(Q) tel que Gi(Tu) = Tvk} :
T

C’est un exemple d’espace de Sobolev sur (). Par abus de language, la définition de
H'(Q) peut s’écrire :

ou
Hl(Q) = {u € L2<Q), v c LQ(Q) pour tout k=1,2, - n} )
T
(la dérivée a%k est comprise au sense des distributions; 59—;; qui est a priori une distribu-

tion, doit étre une fonction dans L*(Q2). On confond ici les fonctions avec les distributions
réguliéres associées).
On a aussi 'espace de Sobolev plus général suivant :

Définition 4.10. Soit Q un ouvert de R™ et m € N*. On pose
H™Q) = {ue L*(Q), Va € N" avec [a] <m Jv, € L*(Q) tel que D*(T,) =T,,}.
qui peut encore s’écrire :

H™Q) = {u e L*(Q), D*u € L*() pour tout a € N* avec [a] <m}.
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Par exemple on a

0 0?
H*(Q) = {u € L*(), 8; € L*(Q) et 8a:i;:cj e L*() pour tous 4,5 = 1,2,---m}-
Remarque 4.7. 1. Par convention nous posons H°(Q2) = L*(Q)

2. L’ensemble H™(Q)) est un sous-ensemble de L*(Q2) ; on utilise comme pour L*(Q) la
convention qu’on confond deuz fonctions de H™(Q)) qui sont égales presque partout.

On a le résultat suivant :

Proposition 4.14. Pour tout m € N on a

1. L’ensemble H™ () est un espace vectoriel sur R, qu’il faut voir comme un sous-
espace vectoriel de L*(Q)

H™M(Q) C H™(Q).

Démonstration. 1. Soient u,v € H™(Q2) et a,b € R et il faut montrer que

au + av € H™(). Soit « € N" un multiindice arbitraire avec [a] < m. Comme
D*(au + bv) = aD% + bD%v, avec D%, D* € L*(Q2) et comme L?(Q) est un

espace vectoriel alors D®(au + bv) € L*(Q2), ce qui finit la preuve.
2. Soit u € H™(Q) et il faut montrer u € H™(Q). Pour cela considérons encore
a € N” un multiindice arbitraire avec [a] < m. On a alors que [a] < m + 1 ce qui

nous donne D*u € L?(Q) (car uw € H™(Q)). Ceci finit la preuve.
UJ

Nous finissons ce chapitre en donnant une classe importante des fonctions qui sont dans

Proposition 4.15. Soit m € N et Q) un ensemble ouvert et borné. Alors

C™(Q) Cc H™(Q).
Démonstration. Soit u € C™(Q) arbitraire et o € N™ avec [a] < m. Alors D%u se prolonge
par continuité sur {2 qui est un ensemble compact. Le Théoréme de Weierstrass nous dit
alors que D%u est bornée sur © donc elle est dans L?(Q) car Q est bornée. O

Ezemple : la fonction z — < est dans H'(Q) si Q =]1,2[ (car elle est dans C*([1,2])),
mais cette méme fonction n’est pas dans H'(Q) si Q =]0, 1| (car elle n’est méme pas dans
L2(€2)).
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