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Exercice 1.
Soit 0 =]a,b[ un ouvert borné dans R, avec a,b € R, a < b. On se donne aussi une
fonction f € C(£) et une constante v > 0.
On considere I'quation différentielle suivante: trouver u € C2(2) N C1(Q) satisfaisant

(1) —u"(z) +yu(z) = f(z), VzeN
avec les conditions aux limites périodiques suivantes:

(2) u(a) = u(b)

et

(3) u'(a) = u'(b).

Dans la suite de l'exercice on va utiliser la méthode et les notations du cours pour
construire une approximation du probleme (1) - (2) - (3). On fixe N € N avec N > 3 assez
grand, on pose h = ]l\’,jfl, on pose z; = a + ih pour tout ¢ € {0,1,--+- N + 1} et on note par
U; une approximation de u(x;).

Pour tout ¢ = 1,2,--+- N on approche en (1) u”(z;) par

U1 —2U;+U;
1T+“ et u(z;) par U;. On

Uni1—-Un

approche en (2) u(a) par Uy et u(b) par Uy et en (3) u/(a) par Y520 et o/ (b) par =24

a) Ecrire les approximations de (2) et (3) comme deux équations faisant intervenir
Uy, Up, Uy et Unyq. Montrer qu'on peut exprimer Uy et Uy, 1 en fonction de U; et Uy.

b) Ecrire un systeme algébrique linéaire d’inconnues Uy, Us, - - - Uy qui approche le probleme
(1) - (2) - (3). Ecrire ce systéme sous la forme matricielle AU = b avec A € My (R) et
b € RN & préciser.

c) Montrer que A est une matrice symétrique et positive.

d) On suppose ici que v > 0.

Montrer que A est une matrice définie positive.

e) On suppose ici que v = 0.

Montrer que A n’est pas une matrice inversible

Indication: mettre en évidence un élément non nul de Ker(A).

Exercice 2.
a) Calculer en fonction de a € R les normes subordonnées || - |1, - ||oo €t || - |2 de la
matrice réelle
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b) Donner ces 3 normes dans le cas particulier a = 1.

Exercice 3.
Pour un n € N* fixé on considere la matrice H € M,,(R) donnée par

Hy=gg—ge Vi €llLll
a) Montrer que H est une matrice symétrique.
b) Montrer que H est une matrice positive.
Indication: utiliser la définition et le fait que m = fol 224t

c) Montrer que H est une matrice définie positive.



