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Exercice 1.
Soit 2 =]a,b[ un ouvert borné dans R, avec a,b € R, a < b et o, € R des constantes
avec 3 > 0. On se donne aussi deux fonction f,7:Q — R avec f € C(Q) et v € CH(Q).
On suppose en plus que y(z) >0, Ve Q.
On considere I'quation différentielle suivante avec conditions aux limites du type Neuman:
trouver u € C2(2) N CH(Q) satisfaisant

(1) —(y) (z) + Pu(z) = f(z), Vzel
et

w(a) = «
2) { Z(b) = 0.
Pour approcher le probleme par un systeme linéaire algébrique, on utilise les mémes nota-
tions qu’en cours et a ’Exercice 2 de TD2. On fixe N € N avec N > 3 assez grand, on
pose h = ]l\’,;fl, on pose z; = a + th pour tout i € {0,1,--- N + 1} et on note par U; une
approximation de u(x;).
Pour discrétiser (1) on va noter par W/, une approximation de ~(x; + h/2)u'(z; + h/2)
pour tous ¢ = 0,1,2,--- N; cette approximation sera W;i1/o = vy(z; + h/2)% (par

commodité il sera préférable de noter ;112 = v(x; + h/2) pour tout i de 0 a N). On

Wit1/2=Wi_1/2
—

D’autre part pour (2) on approchera u/(a) par 2% et v/(b) par

approchera ensuite (yu')'(x;) par
Unyi1—-Un
R

a) Ecrire les approximations de (2) comme deux équations faisant intervenir Uy, Uy, Uy
et Uni1. Montrer qu’on peut exprimer Uy en fonction de Uy et Uy, en fonction de Uy.
b) Ecrire un systeme algébrique linéaire d’inconnues Uy, Uy, - - - Uy qui approche le probleme
(1) - (2) . Ecrire ce systeme sous la forme matricielle AU = b avec A € My(R) et b € RY
a préciser.

c) Montrer que A est une matrice symétrique et positive.

d) On suppose ici que S > 0.

Montrer que A est une matrice définie positive.

e) On suppose ici que 5 = 0.

Montrer que A n’est pas une matrice inversible

Indication: mettre en évidence un élément non nul de Ker(A).

Exercice 2.

On se donne n € N avec n > 2, un vecteur b € K" et on considere la matrice carrée
1



2

A € M,,(K) dont la premiere colonne est le vecteur b et les autres colonnes sont le vecteur
0, donc pour tout i € [[1,n]] on a
b; si j=1
AU:{Z J

0 si g >2.
On se donne aussi p € R avec p > 1 et on se propose de montrer que
1Al = 1ol

ou ||Al|, désigne la norme matricielle de A subordonnée a la norme vectorielle || - ||,

n 1/p
(rappel Hﬂb:<§:uﬁ) , VreKn).
=1

X1

a) Pour z = 2

€ C™ arbitraire calculer Az et montrer 1’égalité
T

[Az|[p = || [|b]],-
b) En déduire I'inégalité

[Allp < [16]l5-
c) Montrer I’égalité demandée en choisissant un vecteur approprié.
1 00
d) (Application): calculer ||A||3 pour A= 2 0 0] € M3(R).
-1 00

Exercice 3.
Soit A € M,,(R) matrice orthogonale, avec n € N*.
a) Montrer que toute valeur propre complexe A de A est de module égal a 1.
Indication: trouver un vecteur x € C" approprié tel que

e = |\|*z* 2.
b) Soient X et Y deux vecteurs propres de A associés a deux valeurs propres complexes
A et u respectivement, avec A # fi. Montrer que Y7 X = 0.



