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Durée 1h et 30min - Calculettes interdites, une page de notes manuscrites autorisée

Exercice 1.

1 2 3
On considere la matrice A € M3(R) donnée par A= |2 3 -1
3 1 2
1
a) Soit b € R3 donné par b = | 0 |. Utiliser I'algorithme de Gauss pour résoudre le

0
systeme algébrique lindaire Az = b d’inconnue x € R3.
b) Montrer qu'il existe la décomposition A = LU ou L € Mj3(R) est une matrice tri-
angulaire inférieure avec 1 sur la diagonale et U € M3(R) est une matrice triangulaire
supérieure. Trouver L et U.

Exercice 2.
Soit f:[0,7] = R la fonction donnée par

f(z) =sin(3z), Vaz € [0,

a) Construire le polynome d’interpolation de Lagrange de f aux points yo =0, y1 = § et
Yo = T0.

b) Pour tout n € N avec n > 2 on considere la division suivante sur [0, 7]: on pose h = =
et ensuite z; = jh, j € [[0,n]].

On considere alors P, le polynome d’interpolation de Lagrange de f aux points xg, z1, - - - Xy
On pose E,(z) = P,(z) — f(x) (I'erreur d’interpolation) et on se propose de montrer que

sup |E,(x)] — 0 pour n — +4oo.
z€[0,7]

bl) Montrer qu'on a
| (@) <3, Vaelon].

b2) Majorer par une constante indépendante de x € [0, 7] 'expression
(@ = zo)(z — 1) -+ (& — ).

b3) Montrer le résultat attendu.

Exercice 3.
Rappelons que pour tout z € C le nombre réel Re(z) désigne la partie réele du z et que
z+ZzZ=2Re(z) et |Re(z)| < |z|.
Soit n € N avec n > 2 et les nombre réels et strictement positifs oy, ag, -, et 5. On
1



2

considere la matrice tridiagonale A € M,,(R) donnée par

2+ oy si 1=7
0 si |i—j]>1

On pose A= M — N, avec M, N € M, (R) ou N est la matrice diagonale donnée par
N = diag(f — a1, — ag, - — an).
On se propose de montrer que sous certaines conditions on a
p(M™'N) <1

ce qui va assurer la convergence de la méthode itérative associée a cette décomposition de

A.

a) Trouver la matrice M et montrer qu’elle est inversible.
Indication: montrer que M est a diagonale strictement dominante.

b) Soit A € C une valeur propre arbitraire de M~'N et x = (21,79, --2z,)T € C" un
vecteur propre correspondant, avec x non nul. Montrer qu’on a

(Nz,z) = AX(Mx, z)
(on utilise ici le produit scalaire en C").

c) Montrer que (N ,z) est un nombre réel et qu'on a

[(Nz, x)| < (‘max 18— Oéi’) 3
i€([1,n]]

d) Montrer que (M z ,z) est un nombre réel et qu'on a
n—1

(Ma,z) = (2+B)l|lzl; — 2 ) Re(eTir).

i=1

e) En déduire que
Mz, z) = B3

f) Montrer que
1
p(M™'N) < = max |8 — .
1€[[1,n]]
g) En déduire que si f > % avec & = max{ai, as,---a,} alors on a

p(M™IN) < 1.



