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Remarque: Toutes les intégrales qui apparaissent dans la suite doivent étre considérées
comme des intégrales de Lebesgue.

Exercice 1.
a) Soit fi :[1, +oo[ — R donnée par
fi(r) = 2%, Vx> 1.

Montrer que f; est intégrable Lebesgue.
a) Soit f:]0, 1] — R donnée par

_ sin(3z)
falw) = xr(r+2)’

Montrer que fs est intégrable Lebesgue.

vz €]0,1].

Exercice 2.
Pour tout n € N* on considere la fonction f, : [0, +oo[ — R donnée par
1
n = — Ve 0, .
fule) = ———. Va0, o0l
a) Trouver une fonction f : [0, 400 — R telle que

lim f,(z)= f(z), Va>0.

n—-+oo
(Indication: considérer 3 cas différents pour x).
b) Trouver une fonction g : [0, +00[ — R intégrable Lebesgue telle que
fu(x) < g(x), V=0

En déduire que f, est intégrable Lebesgue pour tout n € N*.
c) En appliquant un théoréme vu en cours montrer que lim,, fooo fu(z) dz existe et
trouver cette limite.

Exercice 3.
Soit a € R, l'intervalle I = [a, +oo| et une fonction f € L*(I). On introduit la fonction
g: 1 — R donnée par

g(x):/xf(y)dy, Vx> a.
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a) Montrer que la fonction g est bien définie (c’est a dire, montrer que f est intégrable
Lebesgue sur Uintervalle [a, x| pour tout x > a).

b) Montrer que g a la propriété suivante: il existe une constante C' > 0 (& préciser) telle

que
lg(u) —g(v)| < Cy|lu—v|, Yuvel

(une fonction avec une telle propriété s’appelle fonction Holder - continue).
Indication pour a) et b): wutiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz (rappel: si p,vp € L*(I)
alors @ € L'(I) avec en plus

/I\w(x)w(:vﬂdx < \//1902(3:) d \//Iw(x) da.




