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Exercice 1.
a) Soit f1 : [−1,+∞[→ R définie par

f1(x) =
x4 + 3

x2 + 1
e−3x, ∀ x ≥ −1.

Montrer que f1 est intégrable Lebesque.
b) Soit f2 : ]0,+∞[→ R définie par

f2(x) =
sin2(2x)

x7/3(2x + 5)
, ∀ x > 0.

Montrer que f2 est intégrable Lebesque.
c) Soit f3 : ]2, 3[→ R définie par

f3(x) =
x2 + 1

x2 − 4
, ∀ x ∈ ]2, 3[.

Montrer que f3 n’est pas intégrable Lebesgue.

Exercice 2.
On se donne f : ]1,+∞[→ R une fonction intégrable Lebesque et on introduit la fonction
g : ]0,+∞[→ R définie par

g(y) =

∫ +∞

1

e−(x−1)yf(x)dx, ∀ y > 0.

a) Montrer que la fonction g est bien définie (ceci revient à montrer que pour tout y > 0
la fonction x→ e−(x−1)yf(x) est intégrable Lebesgue sur [1,+∞[).
b) Montrer que g est une fonction continue.
Indication: montrer que pour tout y > 0 fixé et toute suite (yn) ⊂ ]0,+∞[ avec yn → y
pour n→ +∞ on a g(yn)→ g(y) pour n→ +∞.
c) Montrer que g(n) converge vers une limite à trouver si n→ +∞.

Exercice 3.
Soit Ω l’intervalle ouvert donné par Ω = ]− 1, 1[.
a) Soit f : Ω→ R telle que f ∈ L3(Ω). Montrer que f ∈ L2(Ω).
Indication: utiliser l’inégalité de Holder.
b) Montrer qu’on peut trouver une fonction f : Ω → R avec f ∈ L2(Ω) et f 6∈ C(Ω) et
une suite des fonctions fn : Ω→ R avec fn ∈ C(Ω) telles que

fn → f en L2(Ω) pour n→ +∞

(c’est à dire
(∫

Ω
[fn(x)− f(x)]2 dx

)1/2 → 0 pour n→ +∞).
Indication: choisir f constante par morceaux et chaque fn affine par morceaux.
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