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Partout H désigne la fonction de Heaviside, H : R — R définie par H = 1jg o[-

Exercice 1.
On se propose de trouver la fonction y € C?([0, +oo[) avec y,y',y” € L,, solution de
I’équation différentielle
(1) Yy +6y +9y=e Vtel0,+oo]
avec conditions initiales
5 y(0) =0
(2) Y —
y'(0) =3.
Nous considérons que toutes les fonctions qui interviennent dans le probleme se prolongent

par 0 sur | — 00,0/
a) On pose Y(s) = L(y)(s) définie sur {s € C, Re(s) > &,(y)}. Montrer qu’on a

Y(s) = 3s+7 7
(s+2)(s+3)?
b) Déterminer a,b,c € C tels que
3547 a b c

(s+2)(s+3)2 s+2 - s+3 * (s+3)%’
c) Trouver la solution y de (1) - (2).

VseC, avec Re(s) > &(y).

Vs e C\{-2,-3}.

Exercice 2.
On considere la fonction f: R — R avec f € L,. Notons par II(f) C C le domaine de
définition de L(f).
On introduit la fonction g : R — R définie par

fot f(r)ydr st t>0
g(t) =
0 si t>0.
a) Montrer que la fonction g est bien définie et qu’elle peut s’écrire comme la convolution
entre f et la fonction de Heaviside H.
b) Montrer que g € L,.
Nous notons dans la suite par 11(g) le domaine de définition de L(g).
c) Montrer qu’on a

L(g)(s) = -L(f)(s), Vs ell(f)N1I(g).



d) Application:
Utilisez les points précédents pour trouver h € L, tel que
1

L(h)(s) = 3(32—4‘4)’ VseC avec Re(s)> 0.

Exercice 3.
Pour chacune des applications suivantes de D(R) & valeurs dans R, précisez (en justifiant)
si elles sont bien définies et si elles sont des distributions:

a) ¢ — [p(cos(mx)+a?)p(z)dx

b) ¢ — 2¢(0) — 4p(2) + 3p(-10)

c) p — fR eg;glgo(x)dx
Exercice 4.

On se donne f : R — R une fonction continue et périodique (donc f(t) = f(t+71), Vt € R).
Pour tout n € N* on introduit la fonction f, : R — R définie par

fa(t) = f(nt), VieR.
On introduit aussi la fonction F : R — R définie par

Flz) = /jf(t) dt, VzeR.

(F est une primitive de f).
On se propose de trouver une limite au sens des distributions D’'(R), quand n — +o0, de
la suite des fonctions f,.

Partie I.
On suppose ici que [ satisfait

/DTf(t)dtzo.

Ia) Montrer que la fonction F' est bornée sur R.
Indication: utiliser le fait que pour tout x € R il existe k € Z tel que x € [KT, (k + 1)T]

(k est la partie enticre de %) et le fait que [y f(t)dt = OkT fe)ydt+ [2, f(t)dt.
Ib) En utilisant le fait que f,(z) = 2L F(nz) V2 € R montrer que

fn—0 en D'(R) pour n— +4oc.
Partie II (cas général).
On pose ici M(f) = %fOT f(t)dt (moyenne de f sur 'intervalle [0,7]). Montrer que
fo— M(f) en D'(R) pour n — +oo.
Indication: Utiliser la Partie 1 pour la fonction g = f — M(f).



