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Exercice 1.
a) Soit f; : [0,4+00] — R définie par

Montrer que f; est intégrable Lebesque.

b) Soit f5:]0,4+00] — R définie par
sin?(2z)
f2(x) - .’K5/2<21’ n 3)a

Montrer que f5 est intégrable Lebesque.
c) Soit f3:]0,2] - R définie par

Vao>0.

et —1

fg(l’) = 22 s Vze ]0, 2[

Montrer que f3 n’est pas intégrable Lebesgue.
d) Soit fy:]1,+o00[ - R définie par

et —e”*

Montrer que f4 n’est pas intégrable Lebesgue.

Exercice 2.
On se donne a1, as deux nombres réels strictement positives et on considere I'ellipse suivante

2 x% x%
FI{<x1,SC2>€R, yﬁ—?:l}
1 2
On cosidére 'ensemble ouvert borné suivant:
2 2
2 Ty | Ty
Q:{(Z'l,l'g) eR s - —5 < 1}
aj as

(remarquer que la frontiere de €2 est I'). On se propose de calculer l'aire de €, c’est a
dire calculer \y(€2), en calculant une intégrale de Lebesgue appropriée. On propose le
changement de variable suivant

1 =aipcost et 3 =agpsing, (p,0) €0, 1] x]0,27].
On introduit alors I'application ¢ :]0, 400 x ]0, 27r[ — R? donnée par

(p,0) — (arpcosh, aspsinb)
1



2

et nous admettons que ¢ est injective et que
(10, +00[ x 0, 27[) = R*\ ([0, +00[ x {0}).
a) Montrer que ¢ est une bijection de 'ouvert U =10, 1[ x ]0, 27[ dans 'ouvert
V =0\ ([0,a1[ x {0}).
b) Montrer que Q et V ont la méme mesure de Lebesgue en R2.
c) Ecrire d’abord Ay(V') comme une intgrale sur V', I'écrire ensuite comme une intégrale

sur U (en utilisant le théoreme de changement des variables) et calculer cette intégrale en
utilisant la formule de Fubini 2D. En déduire A\»(€2).

Exercice 3.

Soit n € N* et 2 C R™ un ensemble ouvert. On se donne f : {2 — R une fonction bornée
(donc f € L>(Q)) et g : © — R une fonction intégrable Lebesgue (donc g € L'(€2)). On
se donne aussi une suite réelle (nx)ren tel que

m >0, VkeN et n,— 0pourk — +oc.

Pour tout k € N on considere la fonction hy : 2 — R donnée par

x = hi(z) = f(x)g(x) (fQ(:U)n—lli Uk)3/2

a) Montrer que pour tout k& € N la fonction hy, est intégrable Lebesgue.
Indication: faire une minoration appropriée de (f2(z) -+ )2,
b) Montrer que

/hk(x)dx — 0 pour k — +oo0.
Q

Indication: utiliser le théoréeme de convergence dominée de Lebesque; considérer deux cas:

F(x) =0 ou f(z) #0.



