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Exercice 1.
a) Soit f; : [0,4+00] — R définie par

fi(x) = (2 + 3z +2)e >, Va>0.

Montrer que f; est intégrable Lebesque.
b) Soit f5:]0,2] — R définie par

sin?(4x)
=———7’ _ Vz€l0,2
fQ(x) $9/4(3$ + 2)7 T ] ) ]
Montrer que fs est intégrable Lebesque.
c) Soit f3:]1,4+00] — R définie par
22 —3x+5
=——, Vzell, :
Montrer que f3 n’est pas intégrable Lebesgue.
d) Soit f4:]0,3] — R définie par
et — e
f4(ZE) = 1'2 s Vo S ]073]

Montrer que f4 n’est pas intégrable Lebesgue.

Exercice 2.

Rappelons que || - || représente la norme euclidienne.

Soit B(0,r) = {x € R, ||z|| < r} le disque centré en 0 et de rayon 7 > 0 en R? et
f:B(0,r)\ {0} — R la fonction donnée par

Flz) = W ¥z e BO,r)\ {0}

avec 0 < a < 2. Nous prolongeons cette fonction en x = 0 en lui donnant la valeur
0 (attention: ce n’est pas un prolongement par continuité!). Le but de I'exercice est de
montrer que f est intégrable Lebesque sur B(0,r) et de calculer | B (x) dz.

Pour cela on considere 'application ¢ :]0, +-o00[ x [0, 27| — R? donnée par

ep.0)= (0550 ) ¥ 0 €10 bocl x o 25]

(passage en coordonnées polaires).
Rappelons que ¢ est bijective de ]0, +oo[ x [0, 27| dans R? \ {0}.
D’autre part soit mg € N avec mqy > % et introduisons pour tout m € N avec m > mq les
ensembles B, = {z € R?, L <|zf| <r}.
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Dans la suite de l’exercice on va toujours supposer que m € N et m > my.

Remarquons que ¢ est une bijection entre U,, =]=, [ x 0, 27 et V;, = By, \ Dy, 01t Dy,
est Uensemble Lebesgue - négligeable défini par D,, =]+, r[ x{0}.

a) Montrer que f est intégrable Lebesque sur B,, (Indication: on pourrait montrer que f
est bornée sur By,).

Nous notons dans la suite I, = [, f(x)dz.

b) En se rappelant que l'intégrale de Lebesgue sur un ensemble Lebesgue - négligeable est
toujours égale a 0 montrer que

I, = f(x)dx.
Vin

En utlisant la formule de changement des variables écrire cette derniere intégrale comme
une intégrale sur U,,.

c) Utiliser la formule de Fubini pour calculer 7,,,.

d) Montrer que f est intégrable Lebesgue sur B(0,r) et calculer fB(O,r) f(z)dx.

Exercice 3.
Soit f: R — R une fonction telle que

e f est intégrable Lebesgue sur R
e f(x) >0, VzxeR

° fR f(z)dx =1.

On se donne aussi un nombre réel o avec v > 1.
On considere pour tout k € N* la fonction f; : R —+ R donnée par

fr(x) =klIn {1—1— (%) ], VzeR.
a) Montrer 'inégalité
In(l1+y*) <ay, Vy=>0.
b) En déduire que pour tout k € N* la fonction f; est intégrable Lebesgue sur R.
c) Montrer que la limite suivante
o f s

existe et est finie; trouver cette limite.
Indication: Utiliser le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue et aussi le développement
limité suivant:
In(1+2)=2z+ 2¢(2)
ot €(z) - 0 pour z—0.



