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Exercice 1.
On se propose de trouver la fonction y ∈ C1([0,+∞[) avec y, y′ ∈ La, solution de
l’équation integro-différentielle

(1)
1

2
y′(t) + y(t) =

∫ t

0

sin (t− τ)y(τ) dτ + cos t− 2, ∀ t ≥ 0.

avec condition initiale

(2) y(0) = 0.

Nous considérons que toutes les fonctions qui interviennent dans le problème se prolongent
par 0 sur ]−∞, 0[.

a) On pose Y (s) = L(y)(s) définie sur {s ∈ C, Re(s) > ξa(y)}. Montrer qu’on a

Y (s) =
−2(s2 + 2)

s2(s+ 1)2
, ∀ s ∈ C, avec Re(s) > ξa(y).

b) Trouver des constantes a, b, c, d ∈ C tels que

(3)
−2(s2 + 2)

s2(s+ 1)2
=

a

s
+

b

s2
+

c

s+ 1
+

d

(s+ 1)2
, ∀ s ∈ C.

c) Trouver la solution y de (1) - (2).

Exercice 2.
Pour chacune des applications suivantes de D(R) à valeurs dans R, précisez (en justifiant)
si elles sont des distributions:

a) ϕ →
∫
R(cos (πx)− x2)ϕ(x) dx

b) ϕ → 2ϕ(−2)− 3ϕ(0)

c) ϕ → 2ϕ(1) +
∫
R xe

x ϕ(x) dx

d) ϕ →
∫
R

ϕ(x)
x2 dx

Problème 3.
Soit f : R→ R une fonction continue. Pour tout n ∈ N∗ on considère la fonction
gn : R→ R donnée par

gn(x) = n2

[
f

(
x+

1

n

)
+ f

(
x− 1

n

)
− 2f(x)

]
, ∀x ∈ R.

a) Montrer que pour tout n ∈ N∗ la fonction gn peut être vue comme une distribution sur
R (qu’on notera Tgn).
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b) Montrer qu’on a

〈Tgn , ϕ〉 = n2

∫
R
f(x)

[
ϕ

(
x+

1

n

)
+ ϕ

(
x− 1

n

)
− 2ϕ(x)

]
dx, ∀ϕ ∈ D(R), ∀n ∈ N∗.

c) Montrer que Tgn converge, pour n → +∞, vers une distribution limite T ∈ D′(R) à
trouver.
d) Application: Trouver T dans le cas particulier f(x) = |x|, ∀x ∈ R.


