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Exercice 1.
On se donne f € L,, m € N* et ag,a1,---a,—1 € R. On se propose de trouver
y € C™([0, +oo[) avec y,9/,---y"™ € L, solution de 'équation différentielle

(1) agy +ary + -+ am,ly(mfl) + y(m) = f sur [0, 4o00]
avec conditions initiales

(2) y(0) = y’(o) —_ .= y(m—l)(o) = 0.

On notera dans la suite

G=L(y) et F=CL(f).

a) Montrer que si y est solution de (1) et (2) alors sa transformée de Laplace G satisfait
I’équation algébrique

P(s)G(s) = F(s) Vs € Cavec Re(s) > max {&.(f), &.(y)}

ou P : C — C est le polynome complexe

m—1
P(s) = Z aps® +s™, Vs e C.
k=0

b) Dans cette partie on suppose que les racines de P sont simples, c’est a dire, le
polynome P admet la décomposition suivante en facteurs:

P(s)=(s—z1)(s—22) - (s—2zp), VseC

ol les racines complexes 21, 29, - - - 2, sont deux a deux distinctes (z; # z; si ¢ # j).
On admet qu’on a la décomposition suivante en fractions simples:

1 T b
= VseC L 29,0 Zm )
P(s) le—zk N R Zm}
avec by, by, b, € C.
bl) Trouver les coefficients by, by, - - - by, en fonction des z1, 29, - - Zpy,.
b2) Donner la solution y de (1) et (2) en I’écrivant comme une convolution entre deux

fonctions a préciser.

c) Application: Trouver y € C?([0, +oo) avec y,y,y" € L, solution de I'équation

différentielle

Yy —4y +3y=e" sur [0,+oof
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2

avec conditions initiales

Calculer limg o y(t).

Exercice 2.
Pour chacune des applications suivantes de D(R) a valeurs dans R, précisez (en justifiant)
si elles sont bien définies et si elles sont des distributions.
a) p — Qfo sin (z) p(z) dz
b) ¢ — 4p(0) — /(1)
c) p —2p(1)+ fR(a: — D(x) dx
d) ¢ = [ goapela)de.

Exercice 3.
Soit f : R — R avec f € L,. On considere aussi la fonction @ : R — R donnée par
a(t)=tH(t), Yt € R ou H est la fonction de Heaviside H = 1jg ;o[-
a) Montrer que la convolution a * f est bien définie et est un élément de £,. On notera
dans la suite u = a * f.

b) Montrer qu'il existe o € R tel que si on considere le demi-plan complexe
D, ={s € C, Re(s) > a} alors

2 L(u)(s) = L(f)(s), Vs € D,.

c) Montrer qu’on peut définir la distribution réguliere T, € D'(R) associée a u.
d) Soit ¢ € D(R) une fonction test. Montrer qu’on a

(T)", @) = /000 f(t) /too(x — )" (z) dx dt.

e) En déduire 1'égalité
(T.)" =T  en D'(R).



