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Partout dans cet énoncé || - || désigne la norme euclidienne.

Exercice 1.
Soit « € R, U=R? — {(0,0)} et f:R?> - R une fonction définie par

|z (21 + x2) si r=(x1,29) €U

f(z1,m2) =
0 si (zq,22) = (0,0).

a) Montrer que f est de classe C* sur U et calculer Vf(x), Vo € U.
b) Montrer que f est continue sur R? si et seulement si @ > —1.
c) Montrer que si « > 0 alors f est de classe C'' sur R?.

Exercice 2.
On se donne n € N avec n > 2, A € M, (R) une matrice symétrique et b € R™ un vecteur
avec b # 0.
On considere la fonction f : R™ — R donnée par

1
f(x) = ||z|]? +§ <Ar,x> — <b,xz>, VzeR"

a) On admet sans preuve que f est de classe C? sur R™; calculer V f sur R™.

b) Montrer que f est coercive sur R" et en déduire que f admet au moins un point de
minimum sur R".

Indication: utiliser l'inégalité ||Az| < ||A||||x]| ou ||A]l est la norme subordonnée de A.
c) On suppose ici que A est une matrice diagonale, avec

AH:O et A“ZO, VZE{Q,R}

On suppose aussi
biZO, V'LG{Q,TL} et b1>0.
On notera par x* un point de minimum arbitraire de f.
cl) Ecrire 'équation satisfaite par x* et montrer que z* # 0.
c2) Trouver z* et montrer qu’il est unique.
d) On suppose ici que A est une matrice positive (rappel: < Ah,h > >0, VYV h e R").
En calculant éventuellement V2 f, montrer que f est une fonction convexe sur R™.



