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Partout dans cet énoncé ‖ · ‖ désigne la norme euclidienne.

Exercice 1.
Soit f : R2 → R une fonction définie par

f(x) =

 (x1 + x2) ‖x‖α si x = (x1, x2) 6= 0

0 si x = 0

avec α ∈ R.
a) Trouver α tel que f soit une fonction continue sur R2.
b) Montrer que si α ≥ 0 alors f est de classe C1 sur R2 et calculer ∇f(x) pour tout

x ∈ R2.

Exercice 2. (composée entre une fonction convexe et une fonction affine)
Soient m,n ∈ N∗, A ∈ Mm,n(R) une matrice, b ∈ Rm un vecteur et la fonction affine
f : Rn → Rm donnée par

f(x) = Ax+ b, ∀ x ∈ Rn.

On se donne aussi g : Rm → R une fonction de classe C2 et convexe et on définit
ϕ : Rn → R comme la composée entre g et f (donc ϕ(x) = (g◦f)(x) = g(f(x)), ∀ x ∈ Rn).

a) Montrer la convexité de la fonction ϕ par deux méthodes:
a1) En utilisant la définition d’une fonction convexe

Indication: montrer d’abord que f(tx+(1−t)y) = tf(x)+(1−t)f(y), ∀x, y ∈ Rn, t ∈ [0, 1].
(pour cette méthode l’hypothèse g de classe C2 est inutile)

a2) En utilisant la caractérisation de la convexité avec la matrice Hessienne pour une
fonction de classe C2

Rappel résultat vu en TD1: ∇2ϕ(x) = AT ∇2g(f(x))A.
b) Montrer que si en plus g est fortement convexe et A est une matrice injective (c’est

à dire Ker(A) = {0}) alors ϕ est fortement convexe.
c) Application: Montrer la convexité de la fonction ϕ1 : R3 → R définie par

ϕ1(x1, x2, x3) = (x1 + x2 − 2x3)
2 + sin (x1 + x2 − 2x3), ∀ x = (x1, x2, x3) ∈ R3.

Est-ce ϕ1 une fonction fortement convexe?

Exercice 3.
Montrer par un contraexemple que

a) La composée des deux fonctions convexes n’est pas toujours une fonction convexe
b) Le produit des deux fonctions convexes n’est pas toujours une fonction convexe.

Indication: Se rappeler que les fonctions constantes ou les fonctions affines sont des fonc-
tions convexes.
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