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Problème
On considère ici un modèle de trafic routier un peu différent de celui vu en cours. Nous supposons
que la vitesse des voitures est une fonction de la densité, de la forme V : R → R donnée par

V (z) = vmax

(
1− z2

ρ2max

)
, ∀ z ∈ R (1)

avec ρmax > 0 donnée (densité maximale) et vmax > 0 donnée (vitesse maximale).
On introduit aussi la fonction f : R → R donnée par f(z) = zV (z), ∀ z ∈ R (c’est la fonction
flux) avec V donnée par (1). On se donne aussi une autre fonction g : R → R telle que g ∈ L∞(R)
(c’est la donnée initiale).

On considère le problème suivant: trouver u(x, t) ∈ R (densité des voitures) satisfaisant la
loi de conservation scalaire:

∂u
∂t

+ ∂
∂x
f(u) = 0 pour (x, t) ∈ R× [0, +∞[

u(x, 0) = g(x) pour x ∈ R.
(2)

a) Montrer qu’on a
f ′′(z) < 0, ∀ z ∈ ]0, +∞[.

b) On suppose ici

g(x) =

{
ug si x < 0

ud si x ≥ 0

avec ug, ud ∈ ]0, ρmax[, ce qui correspond à un problème de Riemann.
b1) Donner la solution entropique de (2) en considérant tous les cas possibles.

Indication: remarquer que la solution sera toujours strictement positive et utiliser a).
b2) On suppose ici que ug < ud; supposons aussi que ug est assez petite, ce qui correspond à

un trafic peu dense pour x < 0 et que ud est assez grande, proche de ρmax, ce qui correspond à un
trafic dense, proche de l’embouteillage pour x > 0. Quelle condition doit satisfaire ug et ud pour
que le bouchon diminue, donc pour que le trafic devient de moins en moins dense globalement?

c) On suppose ici vmax = 5 et ρmax = 10 (les unités de mesure ne sont pas nécessairement
”kilomètres à l’heure” pour la vitesse et ”nombre des voitures par kilomètre” pour la densité).
On suppose qu’on a une densité initiale donnée par

g(x) =


1 si x < 0

3 si 0 < x < 2
5 si x > 2.

(3)
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c1) Trouver une valeur t1 > 0 telle que pour (x, t) ∈ R× [0, t1[ la solution entropique de (2)
soit donnée par

u(x, t) =


1 si x < σ1t

3 si σ1t < x < 2 + σ2t
5 si x > 2 + σ2t

(4)

avec σ1, σ2 ∈ R à trouver (il s’agit de la juxtaposition de 2 chocs entropiques). Ilustrer graphique-
ment les 2 chocs.

c2) Trouver la solution entropique pour tous (x, t) ∈ R× R+.
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