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Chapitre 1

Introduction et motivation

Partout dans ce cours m,n, p désigne des nombres dans N*.

Ce cours est consacré a ’étude des sytémes commandés, c’est & dire des systémes dyna-
miques sur lesquelles on peut agir au moyen d’'une commande ou controle.

L’obectif principal dans ce cours est de déterminer un controle optimale, c’est a dire un
contrdle minimisant un certain critére dépendant du controle et de la trajectoire résultant
de ce controle. Il s’agit du probléme de controle optimale.

Un autre objectif qui sera abordé ici est de voir si on peut amener le systéme d’un état
initial donné & un état final fixé a priori (un cible) en respectant éventuellement certaines
contraintes. Il s’agit du probléme de controélabilité.

Le champ d’applications est trés vaste. On rencontre des problémes de contrdle optimale
et de controlabilité dans des domaines trés variés comme 'aéronautique, la mécanique en
général, I’électronique, la médecine, économie et les finances , etc ...

De point de vue mathématique un systéme controlé est un systéme dynamique dont

I'état est décrit par une fonction inconnue dite fonction d’état (ou variable d’état), qui
vérifie une ou plusieurs lois d’évolution (trés souvent ce sont des équations différentielles,
mais d’autres lois peuvent étre envisagées : équations intégrales, équations aux différences,
lois d’évolutions stochasiques, etc ..). On supposera qu’on peut agir sur le systéme (en
fait sur I’état du systéme) via une ou plusieurs fonctions qu’on appelle des controéles (ou
commandes).
Un autre type de probléme qu’on peut rencontrer, mais qui revient au méme sur le plan
mathématique, est le fait que le systéme en lui méme peut étre mal connu, c’est a dire
qu’il y a un ou plusieurs parameétres qui ne sont pas connus, ou qui sont inaccessibles ou
difficile & mesurer directement. On cherche alors & déduire ces paramétres en les voyant
comme des controles et en observant 1’état du systéme ; ¢’est ce qu’on appelle un probléme
d’identification des parameétres ou probléme inverse.

Exemples des problémes de controéle :

Exemple 1.1. On considére un véhicule sur une route supposée droite avec une origine
0 et un sens positif. On suppose qu’au moment t = 0 le véhicule se trouve a une position
Yo € R et il a une vitesse vy € R. On souhaite, grice a une accélération u donnée au



véhicule, faire en sorte qu’il s’arréte a un point y; € R donné.
Ici le systeme est la véhicule et [’état du systeme est la fonction a valeurs vectorielles

t €0, +oo[ — (gg; ) € R?

ot y(t) etwv(t) sont respectivement la position et la vitesse au temps t.
Les variables d’état satisfont le systéme d’équations différentielles

Yy =v
{y=e (11)
avec u = ['accélération du véhicule.

Nous avons aussi les conditions initiales

{%3:$ (12)

On peut voir ce systéme comme un systéme contrdlé ou le controle est [’accélération u
qui est une fonction du temps

te0,+00] — u(t)€R.

1l faut faire une hypotheése “raisonnable” sur le contrdle u ; on supposera par exemple que
u est une fonction continue, ou continue par morceauz, ou u € L*([0, +o0]), etc ..
On peut aussi supposer que |u| est bornée par une constante donnée a > 0, donc

lu(t)] <a, Vit=>0.
On mettra toutes les fonctions u satisfaisant ces conditions dans un ensemble “admissible”
que nous notons U,q.
1l faut maintenant introduire un critére d’optimisation et il y a plusieurs possibilités qui
sont utilisées habituellement dans la pratique :
Possibilité 1 :  Trouver “le meilleur” u parmi tous les u € U,y tel que le véhicule s’arréte
au point y; € R (donné) dans un temps minimum. Le probléme peut alors s’écrire :

min{7 >0, y(7)=y; etv(r) =0, (y,v,u) satisfont (1.1) —(1.2), avec u € Uyq}.
On peut aussi “relaxer” le probléme et considérer pour un € > 0 assez petit donné le probléme
min {7 >0, (y(7), v(7)) € [11 —€, y1 + € x {0}, (y,v,u) satisfont (1.1) — (1.2), u € Uuq}-

On se contente donc d’amener (y,v) "proche" de (y1,0) dans un temps minimum ; c’est
un probléme moins contraignant.

Possibilité 2 :  Amener le véhicule a I’arét au point y; en ayant un codt du déplacement
le plus petit possible, ceci dans un temps donné T > 0. On introduit alors une fonctionnelle
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E Uy — R qui donne le coit du déplacement en fonction de accélération ; l’exemple le
plus utilisé est

T
E(u) :/ w(t)dt, Y u € Uy
0

(pour cela il faut choisir U,y de telle maniére que lintégrale ci-dessus existe pour tout
u € Uad)-

Alors le probléeme de contréole optimal sera
min{E(u), (y(T), v(T)) = (y1,0), (y,v,u) satisfont (1.1) — (1.2), avec u € Uyq}.
ou encore le probleme "relaxé” :
min {E(u), (y(T), v(T)) € [y1 —€, y1 + €] x {0}, (y,v,u) satisfont (1.1) — (1.2), u € Uuq}-

1l y a une autre maniere plus convenable mathématiquement de définir un tel probléme de
contréle. Pour € > 0 assez petit on considére la fonction pénalisée E. : U,y — R définie
par

1 1
Fo(u) = B(w) + —[y(T) = + ~|o(T)?
et le probleme sera

min{FE.(u), (y,v,u) satisfont (1.1) —(1.2), avec u € Uuq}.

L’idée de cette méthode est de pénaliser "I’éloignement” de y(T') par rapport a y; et celui
de v(T) par rapport a 0. Ce probléme est bien plus facile & manier mathématiquement, car
il n’y a pas des contraintes explicites sur ’état final.

Exemple 1.2. On considére I’équation de la chaleur d’évolution : on se donne 2 C R™ un
ouvert (n € {1,2,3}) et T > 0 et on cherche y : Q x [0,T] — R ou y(x,t) représente la
température, solution de I’EDP suwvant :

( @_i a(a@y):f pour (z,t) € Q x [0,T]
1

ot = ozr; \ Ox;
(1.3)
a@ =g pour  (x,t) € 002 x [0, 7]
ov
\ y(r,0) = yo(w) pour r €.

Dans ce systéme les donnée sont les fonctions a, g et f, avec : la fonction a : Q@ — 10, 400]
est la conductivité thermique, g : 0Q x [0,T] — R est le flux rentrant de chaleur sur la
frontiere O et f : Q x [0,T] — R est la source de chaleur. Le terme % est égal a Vy - v
ou v est le vecteur normal a la frontiére OS2, extérieur a €.

Remarque : Le méme systéme d’équations peut étre utilisé pour modéliser la concentration
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d’une substance dans un mélange (dans ce cas l'inconnue y étant la concentration), ou
Uécoulement d’un fluide dans un milieu poreux (y = la pression) ou le potentiel crée par
une charge éléctrique (y = le potentiel).

On peut poser sur le systeme d’équations (1.3) plusieurs probléemes de controle optimal :

1. On peut se proposer d’amener la température y(z,t) le plus proche que possible d’une
température donnée yq(x) auw moment t =T avec une consommation la plus petite
possible d’energie, en utilisant comme controle u :

- soit le terme source de chaleur, donc u = f (a et g sont données)

- soit le flux rentrant de chaleur, donc u = g (a et f sont données)

En considérant ’expression suivante pour la consommation d’énergie E :
- soit E(f) = fOT Jo [Pz t)dzdt sile controle est f

- soit E(g) = fOT S0 0°(x,t)dodt sile controle est g
le probléeme de contrdle optimal sera

. T 1 |
mln{/o /QfQ(%t) dx dt + Z/Q[y(x,T) —ya*dx, (y, f) satisfont (1.3), f € Uad}

respectivement

4 1
min {/ / g*(z,t)dodt + - / [y(x,T) — ya* dz, (y,g) satisfont (1.3), g € Uad}
0 Joo €Ja

ou l’ensemble U,y est a choisir convenablement dans chaque cas.

2. Un autre probléeme qu’on peut se poser ici est un probléme inverse. On suppose
que la conductivité a(x) n’est pas bien connue et que f et g sont connues; on verra
alors la fonction a comme le contréle, donc uw = a. Le but sera alors de trouver
a(x) en mesurant la température y(x,t) dans des points x € 98 et a des moments
t € [0, T) choisis convenablement.

Supposons par exemple qu’on peut mesurer y(x,t) pour tout x € OS2 et toutt € [0, T
et qu’on obtient une fonction y,, : 0 x [0,T] — R (fonction donnée). En utilisant
la méthode des moindres carrées, le probleme de contréle optimal sera alors

rmn{ATL;@@J)—ym@JH%Mdt@h@smmhM<L®7a€Uw}

avec encore Uyq un ensemble des fonction a a choisir convenablement.

Ce probleme veut dire : on cherche a telle que y s’éloigne le moins possible de la
fonction mesurée y,,.

Il y a encore d’autres possibilitées de définir un probléeme de contrdle optimal dans
ce cadre : il est plus réaliste de supposer que y n’est mesuré que a un nombre fini
d’instants T, To, -+ - . Dans ce cas dans le probléeme de controle considéré il faut
remplacer fOT Loaly(@,t) = ym(z, )] do dt par S5 [0y, ) = Ym(z, 7)) do.

1l est encore plus réaliste de supposer que y est mesuré aussi dans un nombre fini
de points x1,xa, - T, € 0. Dans ce cas il faut remplacer le terme fOT Jooly(,t) —

Y (@, )P dodt par 30 ST [y(x5,7i) — Y5, 7))
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Le problémes considérés dans ces exemples entrent dans la catégorie des problémes de

controle direct ou & boucle ouverte, ou le controle est déterminé comme une fonction
du temps.
Il y a encore une catégorie importante des problémes de controle appelée problémes de
controle en feed-back ou & boucle fermé. Dans ce cas le controle u est determiné
comme une fonction de temps mais aussi de I'état y. Autrement dit, I’état du systéme
est pris en compte & chaque instant afin de déterminer “en temp réel” la commande ou le
controle. L’étude de ce type de contrdle fera 'objet du dernier chapitre du cours.



Chapitre 2

Controéle optimal direct (ou a boucle
ouvert) pour les systémes d’équations

différentielles ordinaires (EDO)

Notations : Partout dans ce cours, pour une fonction f : {2 — R™ avec ) sous-ensemble
ouvert de R", pour tout z € Q nous notons (quand ¢a existe) par Jy(z) la matrice
Jacobienne de f en z. Rappelons que si f = (f1, f2, - fm)? alors

fi

Ji(@) € M a(R) et (Jp(z))y = oz,

(), Vi=1,2,---m, j=1,2,---n.

(la ligne i de la matrice J¢(x) contient les dérivées partielles de f; en xy, 2o, - - y,).

Nous notons par V f(z) € M, ,,(R) la transposée de la matrice Jacobienne J¢(x); On peut
écrire Vf(z) = (J;(x))" (la colonne i de la matrice V f(z) contient les dérivées partielles
de f; en x).

On peut alors écrire J;(x) = (Vf(z))T = VT f(x).

Remarque : si f est a valeurs scalaires (donc m = 1) alors V f(z) s’identifie avec le vecteur
colonne des dérivées partielles de f en x.

2.1 Position du probléme de contrdle optimal

On se donne deux réels ¢y, t; € R avec tg < 1, une fonction f : [tg, t;] x R" xR™ — R"

y
0
Ly

et un vecteur 2° = | - | € R
T
On considére le systéme d’équations différentielles ordinaires (EDO) suivant : pour une



uy (t)

ua(t)
fonction w : [tg,t;] — R™ donnée avec u(t) = . (avec certaines propriétés qui
U (¢)
1(t)
(t)
seront précisées plus loin) trouver = : [tg,t;] — R™ avec z(t) = . satisfaisant le
T (t)

probléme de Cauchy
,I’/(t) = f(tv Zlf(t), U(t)), t e [t07t1]

z(ty) = 2. 21)

Le systéme (2.1) est appellé systéme controlé

x(t) s’appelle ’état du systéme (2.1)

u(t) s’appelle le controle du systéme (2.1).

On se donne aussi U, un ensemble des fonctions admissibles pour le contrdle u (on verra
plus tard un exemple de U,q) et aussi un ensemble cible pour x(t;), c’est a dire on se
donne un ensemble C; C R™ et on demandera z(t;) € C.

Remarque 2.1. Il y a dans la théorie de controle la notion de controlabilité ; donnons
pour l'instant juste quelques définitions :

— Si on peut trouver un temps T € |to, t1] et une fonction u € Uyy tels que x(1) € C4
alors on dira que le systéme (2.1) est controlable pour la cible C; ; dans le cas
particulier C; = {0} (donc x(1) = 0) on dira simplement que (2.1) est controlable.

— Pour un T € |tg, t1] fixé si on peut trouwver u € Uyq tel que x(T') = 0 alors on dira
que le systéme (2.1) est controlable en temps T

Revenons & notre probléme de controle optimal ; on va introduire une fonction S dé-
pendant de x et de u appellée fonction cotit, qui sera de la forme

S(z, ) —/1L(t,x(t),u(t))dt+go(x(tl)) (2.2)

to
avec
L: [to,tl] x R" x R™ — R
et
p:R" - R

des fonctions données.
Le probleme de contrble optimal consiste & trouver parmi toutes les paires de fonctions
(x,u) satisfaisant le systéme (2.1) avec u € Uy et x(t1) € Cy celles qui minimisent la



fonction S donnée par (2.2).
On peut alors écrire le probléme sous la forme

min {/t 1 L(t,x(t),u(t)) dt + o(z(t1)) / 2’ = f(t,z,u), 2(ty) = 2°, u € Uyq, x(t1) € C’l}
’ (2.3)

On peut voir ceci comme un probléme de minimisation avec contraintes :

min  S(z,u)
(z,u)eCTR

avec CT R = un ensemble des contraintes défini par
CTR = {(z,u), v’ = f(t,z,u), x(ty) = 2°, u € Uy, x(t;) € C1}.
Le probléme de contrdle optimal (2.3) est appelé probléme en formulation de Bolza.

Exemple 2.1. Rappellons I’Exemple 1.1 avec le contréle d’un véhicule. L’état de ce systéme
est (y,v) satisfaisant le probléme de Cauchy

/

!/

(

ST
[l
S <

<

Yo
v

()

—
o O
~— ~—

I

0

Le premier probléeme de contréle considéré était

min{/o u(t)dt | (y,v,u) satisfont (2.4), u € Uug, (y,0)(T) = (yl,O)}

avec T > 0, yo,vo,y1 € R donnés.
C’est un probleme du type (2.3) avec

to =0
ti1 =T
n =2
m=1

(V)
v
20 = Yo c R2
Vo
f:00,7] x R x R — R? donnée par
ft, (31,72),0) = ( ”;2 > : V (8, (%1,72),0) €[0,T] x R? x R — R?.
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p: R =R, pz)=0
L:[0,T|xR?xR =R, L 7, u) =

“=A(5)}

On peut aussi considérer un autre probleme de contréle optimal :

min {/0 u?(t) dt + %[y(T) — ]’ + %U2(T) / (y,v,u) satisfont (2.4), u € Uad}

avec € > 0 assez petit donné. C’est un probléeme penalisé du probléeme précédent et c’est
encore du type (2.3) avec les changements suivants :

- prendre Cy; = R? (pas de contraintes sur ’état final)

- prendre o(z) = L(z1 —y1)? + 123, V2= (z1,2) € R%.

Remarque 2.2. Dans cet exemple la fonction f est linéaire par rapport aux variables
((Z1,Z2),a) ; elle peut s’écrire

avec

A:(gé)eMg(R) et B:(?)eMM(R).

Quelques éléments de vocabulaire :

1. Si m =1 alors le systéme controlé (2.1) est dit & simple commande (c’est le cas
dans ’'Exemple 2.1).

2. Si m > 2 alors le systéme est dit & commande multiple

3. Si p est la fonction constante nulle alors on dit que le systéeme est & observation
distribuée (c’est le cas pour le premier probléme de I'Exemple 2.1).

4. Si p n’est pas la fonction constante nulle alors on dit que le systéme est & obser-
vation finale (c’est le cas pour le deuxiéme probléme de I’'Exemple 2.1).

5. Si C; = R"™ on dit que le systéme est sans contrainte sur I’état final (c’est le cas
pour le deuxiéme probléme de 'Exemple 2.1).

6. Si C; # R™ on dit que le systéme est avec contrainte sur ’état final (c’est le cas
pour le premier probléme de 'Exemple 2.1).

Remarque 2.3. Le cas C; = R"™ (donc sans contrainte sur ’état final) est beaucoup plus
facile de point de vue mathématique que les cas contraire C; # R"™ (donc avec contrainte
sur ’état final).

C’est pourquoi, on cherche trés souvent a remplacer un probleme avec Cy; # R™ par un
probleme “approché” avec C7 = R™ en ajoutant a la fonction codt un terme de pénalisation
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du type *dist*(x(t1),Cy) avec € > 0 tres petit et “dist” une “distance” (& définir) entre
un point et un ensemble. Par exemple le passage du premier au deuxiéme probléme dans
I’Ezemple 2.1 a été fait en remplagant Cy = {(y1,0)} par C;, = R? et en ajoutant a la
fonction cout le terme de pénalisation [y(T) —y1]* + 20*(T) qui n'est autre que la distance
au carré entre le point (y(T),v(T)) et le singleton {(y1,0)}, multipliée par 1/e.

Remarque 2.4. Un cas particulier important et qui a été beaucoup étudié est le cas ou la
fonction f est linéaire par rapport aux variables (x,u) (on dira dans ce cas que le systéme
controlé (2.1) est linéaire).

Pour donner une forme générale de f dans ce cas, on définit deux fonctions a valeurs
matricielles

A [t(), tl] — Mn(R>, A(t) = (Aij(t))i,j:1~~~n

et
B:[to, ti] = Mum(R),  B(t) = (Bij(t))i=1.-nj=1,-m

et une fonction a valeurs vectorielles
g:lto, t] 2R g(t) = (91(t), 92(t), -+ ga(t))"
Alors [ sera sous la forme f : [to, t1] Xx R" x R™ — R™ avec
ft,z,a) = A(t) + B(t)u + g(t), Y (t,z,a) € [to, t1] x R" x R™.

Le systéme controlé (2.1) s’érit alors

{m'((tt)):_ A)e(0) + B(Ou(D) +9(t), ¢ € ot 25

On supposera que A et B sont des fonctions continues, ce qui veut dire que chacune des
composantes de A et B sont des fonctions continues de [tg,t;] dans R.

Un cas particulier souvent considéré sera le cas ou A et B sont des fonctions matricielles
constantes, notées encore A et respectivement B.

Le choix de U,
Rappels espaces de Lebesgue :
Si Q est un ensemble ouvert et non vide de R? et r € [1,4+00[ on note

L"(Q) = {f Q= R, / |f(x)|"dx < +oo}
Q
(avec la remarque que f doit étre en plus mesurable et qu’on confond toujours deux fonc-

tions égale presque partout).
On peut considérer la généralisation suivante : pour tout g € N*

L7(Q; RY) = {f L RY, /Q 1f(2)||" do < —1—00}
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ou || - || désigne une norme quelconque (par exemple la norme Euclidienne) dans R?.
Remarquons qu’une définition équivalente pour ce dernier espace est

LT(Q; Rg) - {f - (fh f27 fq>T7 fl € LT<Q)= Vi= 1,2, Q}

Rappelons que L"(2; RY) est un espace de Banach avec la norme

1/r
Fe (@ RY < ||f ] mn = ( / ||f(:v)||rdx) .

Rappelons aussi que dans le particulier r = 2 I'espace L?(€); RY) est un espace de Hilbert
avec produit scalaire

< F19 >0 mn= / < F@)|9(@) > dz =Y / fi(@)gi (@) de
=1

Nous choisissons comme ensemble des controles admissibles
Uwa = L*(Jto, t1[; R™) ou U,y = un sous-ensemble approprié¢ de L?(]ty, t1[; R™).

On montrera dans la suite qu’il y a un cas ou le probléme de controle considéré peut
s’écrire de maniére plus simple comme un probléme de minimisation sur un sous-ensemble
de lespace de Hilbert L?(]to, t;[; R™).

On supposera dans ce chapitre que la fonction f est telle que pour toute
fonction u donnée avec u € L*(Jty, t1[; R™) on a l’existence et 'unicité d’une
solution z(t) du probléme de Cauchy (2.1).

Remarque 2.5. Il nous reste a préciser clairement qu’est-ce que ¢a veut dire que x est
solution du probléme de Cauchy (2.1).

Dans le cas ou les fonctions f et u sont continues alors on peut appliquer le cadre
classique : une solution de (2.1) est une fonction x de classe C* sur [to,t1] et qui satisfait
en méme temps
- la premiére égalité de (2.1) pour tous t € [to, t1]

- la deuzieme égalité de (2.1).

Dans le cas ot au moins l'une des fonctions f ou u n’est pas continue alors le cadre
classique ne s’applique pas. Une possibilité pour donner un sense au fait que x est une so-
lution de (2.1) est de dire que x est continue, qu’elle satisfait la deuxiéme égalité de (2.1)
et que la premiére égalité de (2.1) est satisfaite au sense des distributions D'(]to, t1]).
Nous aurons trés souvent le cas suivant : la fonction u ainsi que la fonctiont — f(t, x(t), u(t))
sont des fonctions continues par morceauz sur [to,t1]. Alors sur chaque “morceau ouvert”
la premiere égalité de (2.1) doit étre satisfaite au sense classique, alors que dans tous les
points de discontinuité de u ou de t — f(t,z(t),u(t)) la solution x doit étre continue (la
solution = sera alors continue et de classe C' par morceaux). On admet que dans ce cas
’équation principale de(2.1) est satisfaite au sens des distributions D'(Jtg, t1]).
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Un autre cadre mathématique qui est utilisé est de chercher la solution x comme une
fonction absolument continue sur [ty,t1]. Alors elle sera continue sur [ty, t1] et dérivable
pour presque tout t € [tg,t1]. On demandera alors que la deuziéme égalité de (2.1) soit
satisfaite et que la premiére égalité de (2.1) soit satisfaite pour presque tout t € [tg,t1].
Une telle solution s’appelle solution au sense de Carathéodory de (2.1).

Rappel :
Il est utile de rappeler la solution d’un systéme EDO linéaire avec condition initiale. Consi-
dérons donc le probléme suivant : trouver y : I — R” solution du systéme

{y’(t) — A()y(t) + h(t), Viel

y(r0) =y 20

avec I C R un intervalle, A(t) € M, (R), h(t) € R", 79 € I et y° € R™ données.
(Remarquons que pour tout controle u fixé le systéme linéaire (2.5) est de la forme (2.6)
avec h = Bu + g).
1. Dans le cas particulier ot A est une matrice constante, la solution de (2.6) est donnée
par la formule de Duhamel :

t

y(t) = eMm0)y0 —I—/ eAIn(s)ds, Vtel.
70

(Rappelons que pour toute matrice carrée réelle M € M, (R) 'exponentielle e de

M se définit comme la matrice de méme taille donnée par

1.
eM=N"—Mi )
— 4!

Jj=0

2. Dans le cas particulier n = 1 (méme avec A dépendant du temps) la solution de
(2.6) est donnée par

y(t) = exp (/T:A(T) dT)yO + /t exp (/:A(T) dr) h(s)ds, Vtel.

3. Dans le cas n > 2 et A est dépendante du temps il n’y a pas de formule générale
explicite pour la solution de (2.6) (on sait seulement qu’une telle solution existe et
est unique, par exemple dans le cas ot A et h sont continues).

Rappelons donc qu’on suppose que a tout contrdle u on peut faire correspondre un état
unique = du systéme, solution de (2.1). Pour mettre en évidence la dépendence de 'état
du controle on notera souvent la solution x de (2.1) par z*.

On observe alors que dans le cas C; = R" le probléme de controle (2.3) est équivalent
au probléme de minimisation plus simple :

min {J(u), u € Ui} (2.7)
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ou J : L*(Jty, t1[; R™) — R est une fonction donnée par

J(u) = / ! Lt 2 (), u(t)) dt + p(a*(t1)), Y u € Uy (2.8)

to
Remarque 2.6. Cette méthode qui consiste a réduire le probleme (2.3) au probléme plus
simple (2.7) ne peut pas s’appliquer en général dans le cas Cy # R™. Ceci est du au fait que

pour un u arbitraire dans Uyq il n'est pas sur que x* satisfait aussi la contrainte x*(t;) € Cy
sur [’état final.

2.2 Quelques notions de minimisation d’une fonction sur
un espace vectoriel

Dans ce paragraph X désigne un espace vectoriel sur R (noter e.v.). Rappelons que si
on muni X d’une norme || -|| alors X devient un espace vectoriel normé (noter e.v.n).
Rappelons que dans un e.v.n X nous avons les notions suivantes, qui généralisent des
notions connues dans I’espace euclidien R" :

1. convergence des suites (ry — z en X veut dire : ||z — x| — 0 en R, pour
k — 400).

2. boule ouverte en X centré en a € X et de rayon r > 0 notée Bx(a,r) (ou
simplement B(a,r)); elle est définie par

BX(GJT):{yEX7 Hy_‘TH < T}'

3. ensemble ouvert : 2 C X est dit ouvert si pour tout a € X il existe r > 0 tel que
Bx(a,r) C .
4. ensemble fermé : F' C X est dit fermé si pour toute suite (zy) C F tel que z — x

en XonaxelF.

Rappelons qu’un e.v.n. qui est complet (c’est a dire : toute suite de Cauchy est convergent)
s’appelle espace de Banach.

Enfin, rappelons qu’un espace de Banach X dont la norme provient d’un produit scalaire
(-]-) sur X (c’est a dire : ||z|| = v/(z|z), Va2 € X) s’appelle espace de Hilbert.
Rappel : Un exemple élémentaire d’espace de Hilbert est l’espace Fuclidien R™ muni du
produit scalaire habituel entre deuz vecteurs de R™ :

(x|y) = Zlfzyz
i=1

Pour un ensemble A non vide et pour une fonction g : A — R nous considérons le
probléme de minimisation sur A :

min {g(y), y€ A} (2.9)
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c’est a dire, trouver y* € A tel que

9(y") <gly), VyeA (2.10)

Rappellons quelques notions liées & la convexité et & la coercivité :

Définition 2.1. Soit X un e.v. et D un sous ensemble non vide de X .
1. On dit que D est convexe siV z,y € D etV A€ [0,1] onaXx+ (1 — Ny € D.

2. Soit D C X un ensemble convexe et h : D — R une fonction.
On dit que h est une fonction convexe sur D si

h(Ax + (1 = N)y) < Ah(z) + (1 = Nh(y), Vax,ye D, VAIel0,1].
On dit que h est une fonction strictement convexe sur D si
h( Az + (1 = Ny) < Ah(z) + (1= MNh(y), Vz,y€ D avec x#y, VAe]0,1].

Définition 2.2. Soit X un e.v.n. D C X un sous ensemble non vide et supposons que D
est non bornée (c’est a dire : il existe au moins une suite (zy)ren C D tel que ||xg||lg — +o0
pour k — +00).

Soit h : X — R une fonction. On dit que h est coercive sur D si pour toute suite
(xk)ken C D tel que ||xg||g — +00 pour k — +o0o on a h(xy) — +oo pour k — +00.

Rappellons les résultats suivants connus pour X = RP :
Proposition 2.1. Soit X = RP, g : RP — R une fonction et A C RP un ensemble fermé

et convexe. Nous avons

1. Supposons que g est continue sur A avec en plus g coercive dans le cas ot A est non
bornée. Alors il existe au moins une solution du probléme de minimisation (2.9).

2. Si en plus g est strictement convexe alors on a aussi l'unicité de la solution de (2.9).

3. Si g est différentiable sur RP (sur un voisinage ouvert de A c’est suffisant) et si
y* € A est une solution de (2.9) (c’est a dire, y* satisfait (2.10)), alors on a

(Vg(y") ly—y") =20, VyeA (2.11)

Cette inégalité s’appelle inéquation d’Euler et elle donne une condition néces-
saire d’optimalité de premier ordre.

Remarque 2.7. Si on sait que y* est dans lintérieur de A (ce qui est toujours vrai par
exemple dans le cas particulier A = RP), alors (2.11) est équivalente a [’égalité suivante
(appellée ’équation d’Euler) :

Vy(y*) = 0.

Sur un espace vectoriel normé (e.v.n.) général?
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Définition 2.3. Soit X un e.v.n., ) un sous-ensemble ouvert et non vide de X,
h:Q — R une fonction, a € Q) et v € X. On appelle dérivée directionnelle de h en a
de direction v notée %(a) la limite réelle suivante (si elle existe)

o (a) = lim Lihia + 2) = (). (2.12)

Rappel : i X = R" et h € CY(Q) alors

dh

d—(a) = (Vh(a)|v), Vae, YveR"
v

Remarque 2.8. Dans cette définition [’hypothese que X est un e.v.n. sert uniquement
pour la notion d’ensemble ouvert 2. On peut généraliser la notion de dérivée directionnelle
dans le cas ot X est un espace vectoriel (sans aucune norme!), Q C X,a € Q, v € X et
h : Q — R. Il nous faut encore une hypothése : il existe I un intervalle ouvert en R qui
contient 0 tel que a+ v € Q, Y\ € I. Alors on peut encore définir la dérivée directionnelle
de h en a de direction v (notée toujours % (a)) par la méme limite de (2.12) (si elle existe).

Dans un espace de Hilbert nous avons les notions suivantes :

Définition 2.4. Soit H un espace de Hilbert, {2 un sous-ensemble ouvert et non vide de
H et h:Q — R une fonction.

1. Soit a € Q. On dit que h est dérivable Gateaux en a (on dit aussi que
h est G - dérivable) si pour tout v € H la dérivée directionnelle de h en a et de
direction v existe et si en plus il existe w € H tel que

%(a): (wlv), Ve (2.13)

Cet élément w € H (dont on peut montrer qu’il est unique) s’appelle le gradient
de h en H et il est noté Vh(a).
Donc Vh(a) € H a la propriété

@
dv

2. Soit B C Q. On dit que h est G - dérivable sur B si h est G - dérivable en x
pour tout x € B.

(a) = (Vh(a)|v), YveR"

Remarque 2.9. 1. Dans le cas particulier H = RP alors on retrouve le fait que Vh(a)
est le vecteur des dérivées partielles (car on sait que si h est G - dérivable alors

B(a) = (Vh(a)|v), Yv€ERP eton conclu par unicité).

2. St H est un espace de Banach on peut encore définir Vh(a) mais comme un élément
du dual H' de H (en fait dans le cas particulier oo H est un espace de Hilbert le
dual H' “s’identifie” & H ).
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On admet sans preuve le résultat suivant, ’analogue pour un espace de Hilbert général de
la Proposition 2.1 :

Proposition 2.2. Soit H un espace de Hilbert, g : H — R une fonction et A C H un
ensemble fermé et convexe. Nous avons

1. Supposons que g est continue et convexe sur A, avec en plus g coercive dans le cas
ou A est non borné. Alors il existe au moins une solution du probleme de minimi-
sation (2.9).

2. Si en plus g est strictement convexe alors on a aussi l'unicité de la solution de (2.9).

3. Si g est dérivable Gateaur sur H (sur un voisinage ouvert de A c’est suffisant) et
siy* € A est une solution de (2.9) (c’est a dire, y* satisfait (2.10)), alors on a
[inéquation d’Fuler :

(Vay) ly—y) =20, VyeA (2.14)

Remarque 2.10. Si on sait que y* est dans lintérieur de A (ce qui est toujours vrai par
exemple dans le cas particulier A = H ), alors (2.14) est équivalente a l’équation d’Euler :

Vg(y*) =0.

Remarque 2.11. La partie 3. de la Proposition 2.2 peut se généraliser sur un espace
vectoriel X quelconque. Supposons qu’on a les ensembles A C Q C X, avec A conveze,
une fonction g : Q — R et un élément y* qui est un point de minimum de g sur A (donc
g(y*) < g(y), Yy € A). Supposons en plus que la dérivée directionnelle de g en y* existe
pour tout vecteur v € X. On a alors

_dg
d(y — y*)
dg

(car 5o (y) = limysor S [9(y "+ Ay —y"))—g(y*)] = 0 car g(y*+A(y—y*)—g(y) = 0).

(y*) >0, VyeA (2.15)

Dans la suite on va introduire une notion qui va nous simplifier I’écriture des inéga-
lités variationnelles comme celles de la proposition précédente. Nous avons la définition
suivante :

Définition 2.5. Soit H un espace de Hilbert, K C H un sous-ensemble et x € K. On
appelle cone normal & K en x, noté Ni(x) [’ensemble

Nig(z)={we H, (w|y—az)g <0, VyeK}.

Remarque 2.12. Cette notion de cone normal se généralise a des espaces de Banach X,
mais dans ce cas la cone normal sera un sous-ensemble de X' (dual de X ) au lieu d’un
sous-ensemble de X .
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Exemple 2.2. (fondamental)
Six € K (intérieur de K ) alors Nk (z) = {0}.

Démonstration. L'inclusion "D" est évidente car N (z) contients toujours I’élément 0.
L’inclusion "C" se démontre par absurd. Supposons qu’il existe w € Ng(z) avec w # 0.
Comme z € K alors il existe € > 0 tel que B(x,¢e) C K. On considére

y:x+Lw€B(x,e)CK

2[Jwl
Nous avons ¢
(wly—n)n = meHQ >0
ce qui est en contradiction avec (w |y —x)g < 0. O

Conséquence immédiate :
Si H est un espace de Hilbert alors Ny (x) = {0}, V2 € H.

Exemple 2.3. (fondamental)
Soit H=R, K C R un intervalle fermé et v € K. Alors

1. Siz =min (K) alors Ng(z) =R_ =] — 00, 0].
2. Six=max (K) alors Ng(x) =Ry = [0, +o0].
La preuve est immédiate et laissée en exercice.
Par exemple si K = [0, 4o00[ alors on a

[ ]=00,00 st x=0
Nic() _{ {0} si x>0

Remarque 2.13. La condition générale d’optimalité (2.14) de la Proposition 2.2 peut
s’écrire sous la forme équivalente suivante :

—Vg(y*) € Na(y").
Nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.1. Soit V un sous-ensemble de l'espace de Hilbert L*(]to, t:[; R™) ou V est
défini par

V ={ve Lt ti[; R™), v(t) €U, p.p. t € Jto, t1] }.
avec U C R™ un ensemble fermé et conveze. Soit u € V et w € L*(Jto, t1[; R™) . Alors les
deuz propositions suivantes sont équivalentes :

1.
w € Ny (u) (2.16)

w(t) € Ny(u(t)), p.p. t€lto, ti[. (2.17)
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Démonstration. On donne ici seulement 1'idée de la preuve de I'implication 2. = 1.
Par hypothése nous avons

(w(t) |y —u(t))rm <0, p.p. tE by, taf, Vyel. (2.18)

D’autre part pour un v € V arbitraire on peut prendre y = v(t) en (2.18) pour presque
tout ¢ € |to, t1[ arbitraire, ce qui donne

(w(t) | v(t) —u(@))pm <0, p.p. tE€Jto, taf.
En intégrant en ¢ on obtient le résultat. ]
Exemple 2.4. Soient m =1, U = [0, +oo[ donc
V ={ve L*t, t1; R), ov(t) >0, pp.t € Jto, t:] }.

Supposons qu'on au € V et w € L*(Jty, t1[; R). Alors w € Ny (u) si et seulement si pour
presque tout t € |to, t1] on a w(t) € Ny oo(u(t)), c’est a dire

{ w(t)=0 si  u(t)>0
w(t) <0 ) =

2.3 Le principe de minumum de Pontryagin pour le contrdle
optimal des systémes EDO

2.3.1 Le cas sans contraintes sur l’état final

On revient au probléme de controle (2.3).
Dans la suite, pour faciliter 'écriture, on notera simplement L? a la place de L?(]to, t1[; R™)).
On suppose ici C7 = R", donc il n’y a pas des contraintes sur 1’état final ; rappellons que
dans ce cas notre probléme de controle optimal s’écrit

min {J(u), u € Uy} (2.19)
avec U,q un sous ensemble non vide de L*(Jtg, t1[; R™).
Rappellons que J : L%(Jty, t;[; R™) — R est une fonction donnée par (2.8), c’est a dire
t1
J(u) = / L(t,z"(t),u(t)) dt + p(z"(t1)), Vue L? (2.20)
to

avec " = x I'unique solution du probléme de Cauchy

{x’(t) = f(t,z(t),ult), te€ lto,t] (2.21)

x(ty) = 2°
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On supposera partout dans ce chapitre :
U,s est un sous-ensemble convexe et fermé de 2.

On aura besoin dans la suite de montrer que J est dérivable Gateaux et de calculer son
gradient. Pour cela on commence par calculer la dérivée directionnelle de J.

On considére u et v arbitraires dans 'espace de Hilbert L?; on doit calculer la limite
suivante :

lim [J(u+ Av) — J(u)]
A—=0 A '

Nous ferons dans la suite un calcul purement formel, sans preuve rigoureuse.
Nous avons d’abord

J(u+ Av) — J(u) = Ey + B
B = /t L (5 ), u(t) + M) — L5 2(8), u(t))] dt
et
By = (2" (1)) — ¢ (¢(t1)) -

D’autre part on a
E,=FE;+ E,
E3 = /t 1 [L (¢, (t), u(t) + M(t)) — L (¢, 2"(t), u(t))] dt
et
E,= /t [L (¢, 2""(t), w(t) + (b)) — L (¢, *(t), u(t) + Av(t))] dt.

En utilisant le Théoréme d’Accroisements Finis (TAF) on a

E; = / ! (VoL (t, 2"(t), u(t) +0(t)[(u+ Av)(t) —u(t)]) | [(u~+ M) (t) — u(t)]) dt

to

avec la notation
AL

ouy

oL

V. L(t,z,u) = | 9u
oL
Oum,

(c’est le gradient de L par rapport a u).
On montre alors (encore sous des “bonnes” hypothéses sur la fonction L) :

lim %Eg - / (VAL (2 (1), u(t)) | o(t) dt

A—0 to
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Ensuite on a

Ey= / (VLL (E 2(0) + 00 () — 2(0), ult) + Xo(D) | (27 — 2(1))) db

to

avec 0(t) €0, 1[.
Nous avons utilisé la notation

oL
o1

oL
V.L(t,x,u) = | 9%
oL
Oxn

(c’est le gradient de L par rapport a u).
On montre alors (sous des “bonnes” hypothéses sur la fonction L) :

1 h w
lim 5, = / (VL (2 (1), u(t)) | =(0)) dt

ol on pose

2(t) = lim <[ (1) — (1))

Nous admettons (formellement) que cette limite existe, ce qui implique qu’on a
T (t) — x*(t), pour A — 0.
En utilisant encore (TAF) on obtient aussi
By = (Ve (2"(t) + 0" (1) — 2" (t1)]) | [2"7 (1) — 2"(t1)])

ce qui donne pour ¢ de classe C* :

lim By = (Vi (")) | (1))

Nous avons alors obtenu (formellement)

lim %[J(u + ) — J(u)] = / (VAL (¢, 2(8), u(t)) [v()dt +

A—0 to

t1
/ (VoL (t, z“(t), u(t)) | 2(t))dt + < Ve (z“(t1)) | 2(t1) >
to

Nous voulons en fait mettre cette expression sous la forme

/ Sw(t) |o()dt cest A dire (w | v) 12

to
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avec w € L? & trouver.
Pour cela on a besoin de connaitre la fonction z. On pose

2\ = % (:L,qu/\v o xu)

et nous avons

(xu)/ = [f(t, {E(t), u(t))
% (ty) = 2°

L’idée est de faire la différence entre ces deux systémes équations, de divider par A et de

passer a la limite A — 0.

Il est difficile de faire ceci dans le cas général avec une fonction f arbitraire; on fera les

calcul dans le cas d’un systéme controlé linéaire et on admettra le résultat dans le cas

général.

Nous considéron alors pour la suite du calcul une fonction f comme dans la Remarque 2.4,

donc de la forme

ft,z,a) =A(t)T + B(t)a+ g(t).

Alors les deux systémes ci-dessus s’écrivent

(QZU—H\U)/ — Agutiv + B(u+ M) +g
:E“+)‘v(t0) — xO

(%) = Az" + Bu+g
%(tg) = 2°

En faisant la différence entre ces deux systémes et en divisant par A on trouve

2\ = Azy+ Bv
Z)\(to) = 0

On observe que z, est en fait indépendante de \ et donc on peut la noter par z; la limite
pour A — 0 de z, est alors z. On a donc obtenu : z est I'unique solution du systéme

{z’ = Az + Bv

wte) = 0 (2.23)

Nous faisons le produit scalaire de (2.23) avec une fonction p(t), ou p : [tg, 1] — R™ est
une fonction a déterminer (“avec les propriétés de régularité qu'’il faut”) et on intégre entre
to et t;. En faisant une intégration par parties on obtient

t1

(2(t2) | p(t2)) — 0 — / (at) | (0 dt = / (a(t) | ATp(t)) dt + / (w(t) | BTp(t)) dt

to to to
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(on a utilise (Az|p) = (2] ATp) et (Bv|p) = (v| BTp)), ce qui donne
Gt [(t)) = [0 170+ A0}t = [ (ote) | BTp(0) .

Alors si on choisit p tel que

{p' + ATp = =V, L(t, 2%, u)
p(t1) = V(a*(t1))

alors on aura de (2.22) :
1 t1 t1
lin% X[J(ujt)\v)—J(u)] :/ < VoL (t,xz"(t),u(t)) |v(t) > dt —l—/ < BTp(t) |v(t) > dt.
— to to
On a alors "démontré" le résultat suivant :

Lemme 2.2. Dans le cas linéaire (donc avec f comme dans la Remarque 2.4), sous des
hypothéses appropriées pour L et si ¢ est de classe Ct, la fonction J est dérivable Gateaux
sur L? et on a

VJ(u)(t) = BT (t)p(t) + VoL (t, 2"(t), u(t)), VYuclL? (2.24)
avec p : [to, t1] — R™ Dunique solution du probléme appellé probléme adjoint :
P () = AT (1) plt) ~ VL L(t, (1), u(t)) 025
pt) = Ve(a"(t))
et avec x = x" l'unique solution de l’équation d’état (2.5).

Revenons maintenant au cas général d’un systéme contrélé qui n’est plus forcément
linéaire, donc avec une fonction f arbitraire.
On admettra qu’on obtient un résultat analogue au résultat dans le cas linéaire ; simple-
ment, au lieu d’avoir BT (t) en (2.24) on aura V., f(t,2"(t),u(t)) et au lieu de AT(t) en
(2.25) on aura V, f(t,z"(t), u(t)). Remarquer que dans le cas linéaire on retrouve
Vuf(ta (), u(t)) = B (t) et V. f(t,z"(t),u(t)) = A" (t).
Nous admettons donc le résultat suivant :

Lemme 2.3. Sous des hypothéses approprices pour f et L et si ¢ est de classe C*, la
fonction J est dérivable Gateauz sur L? et on a

VJ(u)(t) = V,f(t, 2(t), u(t)) p(t) + VL (¢, 2*(t), u(t)), VYue L (2.26)
avec p : [to, t1] — R™ lunique solution du probléme adjoint :
P () = = f (1, 24(2), u(®) p(0) = VoL(t 2(0), u(t)) .
p(t1) = Ve(z"(t1))
ot x = " est 'unique solution de l’équation d’état (2.1). La fonction p s’appelle la variable

adjointe pour le probléeme de contréle optimal considére.
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Remarque 2.14. 1. Ce résultat permet d’utiliser une méthode de gradient pour ré-
soudre numériquement le probléme de contréle optimale (voir Chapitre /).

2. Le probléme adjoint est un probléme de Cauchy avec inconnue p avec p(ty) donné.
Alors st on connait w on peut calculer x* et ensuite p, ce qui nous donne V.J(u).

Comme conséquence immédiate du ce lemme, de la Proposition 2.2 et de la Remarque 2.13
nous avons le résultat suivant qu’on appelle le principe de minimum de Pontryagin

(PMP) :

Théoréme 2.1. Sous des hypothéses appropriées pour f et L et si ¢ est de classe C1,
alors toute solution u* du probleme d’optimisation (2.19) satisfait le systéme suivant : il
existe x*, p* : [to, t1] — R™ tels que

() = Ve(z' ()

(2.28)
(2.29)
)(t) = =Vaf(t, (1), (1)) p"(t) — Vo L(t, 2" (), u" (1)) (2.30)
(2.31)
— Vuf(t, 2", u7) (2.32)

— V. L(t,z*,u") € Ny,,(u")

ou Ny, ,(u*) est le cone normal en u* & U,q dans espace L?
(la fonction x* n'est autre que x*° ).

Remarque 2.15. 1. Dans le cas d’un systéme controlé linéaire (donc avec f comme
dans la Remarque 2.4), le principe de minimum de Pontryagin s’écrit

(z*) = Az*+ Bu*+g (2.33)
*(tg) = 2° (2.34)
(p*) = —ATp" — V,L(t, z* u*) (2.35)
p'(t1) = V(™ (t1)) (2.36)
— BTp* — V,L(t,z*,u*) € Ny,,(u*). (2.37)

2. Le systeme (2.28) - (2.32) donne une condition nécessaire pour que u* soit solution
du probleme d’optimisation (2.19). La(les) solution(s) qu’on cherche se trouve(nt)
parmi les solutions de (2.28) - (2.32). Dans le cas ou on sait qu’on a existence et
unicité d’une solution de (2.19) et si le systéme d’optimalité (2.28) - (2.32) nous
donne une seule solution, alors c’est la solution recherchée. Plus généralement, si on
sait qu’il existe au moins une solution de (2.19) et si le systéme d’optimalité (2.28)
- (2.32) a une seule solution, alors il existe une unique solution de (2.19) qui est la
solution de (2.28) - (2.32).

3. Dans le cas particulier trés fréquent

U ={v e L? w(t)eU, pp.telty, 1]}
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avec U C R™ un ensemble fermé et conveze, alors la condition (2.32) du Théoréme
2.1 est équivalente a la condition

—Vuf(t,x*(t),u"(t)) p*(t) — Vo L(t,x*(t),u"(t)) € Ny(u*(t)), p.p.t€Elto, ti[.
(2.38)
ot Ny(u*(t)) représente le cone normal a U en u*(t) dans lespace de Hilbert R™
(conséquence du Lemme 2.1).

4. Dans le cas encore plus particulier
U = L?
alors la condition (2.32) du Théoréme 2.1 est équivalente a la condition
—Vuf(t, 2" (t),u"(t)) p*(t) — Vo L(t,x*(t),u"(t)) =0, p.p.t€Elty, t1].

5. Le fait de chercher le controle u dans un sous-ensemble U,y de L? n'est pas la seule
possibilité pour aborder un probleme de contrdle optimal de ce type.
Il est par exemple possible de travailler dans un espace de Banach comme L1(]to, 1], R™)
avec g > 1.
Une possibilité qui est trés utilisée dans la pratique est de chercher u dans un sous-
ensemble U,q de l’espace vectoriel normé qu’on peut noter C M ([to, t1], ; R™) qui est
lensemble des fonctions continues par morceaux sur [to,t1], avec la norme "sup”.
Plus généralement on peut chercher le controle u dans [’espace vectoriel des fonction
mesurables. Il faut alors utiliser la dérivée directionnelle et l'inégalité (2.15) de la
Remarque 2.11.
Nous admettons que dans tous ces cas on arrive au méme systéme d’optimalité
(2.28) - (2.31) et (2.38) mais l'obtention de ce systeme est beaucoup plus difficile.

2.3.2 Le cas avec contraintes sur 1’état final

On considére ici le cas C; C R™ mais C; # R™; on va supposer que C; est fermé en
R™. On supposera aussi que

U =1{veL* vl)elU, pptelt, t:] }.

avec U C R™ un sous-ensemble fermé et convexe. Nous rappelons que le probléme de
minimisation (2.3) ne peut pas se réduire & un probléme de minimisation sur la variable u
seulement.

Le principe de minimum de Potryagin dans ce cas est le suivant (résultat admis) :

Théoréme 2.2. Sous des hypotheses appropriées pour f et L et si ¢ est de classe C*, alors
toute solution u* du probleme d’optimisation (2.3) satisfait le systeme suivant : il existe
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x*, p* i fto, t1] = R™ tels que

(@) = f(t, 2"(t), u"(t)) (2.39)
() = =Vaf(t, 2" (t), u'(t) p* — Vo L(t, 2", u") (2.41)
p(tr) = Ve(z*(t1)) € Ney (27 (1)) (2.42)
LS (), wt (D) P () — VaL(t, 2(0), ut (1)) € Nu(u™ (1)), pop.t €lto, i (2.43)

ot Ney (z*(t1)) est le cone normal en x*(t1) a Cy dans R™ et Ny (u*(t)) est le cone normal
en u*(t) a U dans R™.

Remarque 2.16. 1. Dans le cas particulier C; = R™ l’égalité (2.42) devient (2.31).

2. L’idée de la preuve du Théoréeme 2.2 consiste a voir le probleme de contrdle comme
un probléme de minimisation avec contraintes sur (x,u) et ot le probléme de Cauchy
(2.1) avec z(t1) € Cy sont des contraintes. Le fait d’écrire les conditions d’optimalite
pour un point de minimum (x*,u*) méne au systéme d’optimalité du Théoréeme 2.2.

3. En fait la formulation du Théoréeme 2.2 n’est pas tout a fait exacte. En général il y
a encore une inconnue py > 0 telle que 3t € [ty, 1] avec ||p(t)|| + po > 0. Mais dans
le cas ou les contraintes du probleme sont “qualifiés” (sans préciser ce que ¢a veut
dire ; admettons que c’est tres souvent le cas pour ce type de probleme et que dans
tous les exemples de ce cours cette condition sera satisfaite!) alors on peut prendre
po = 1 et le systeme d’optimalité peut se réduit a celui énoncé dans le Théoréme 2.2.

2.3.3 Un résultat de controélabilité

On donera ici un résultat de controlabilité qui est surtout nécessaire quand on considére
des problémes de controle optimal avec des contraintes sur ’état final.
Le systéme controlé qu’on considére ici est de la forme

{x’(t) — Az(t) + Bu(t) + g(t), t€ [to,t]
z(ty) = 2°

avec A € M,(R), B € M,,,,(R) des matrices constantes et g : |to,t;[ — R™ une fonction
de Ll(]to, tl[; Rn)
Il s’agit donc du cas particulier du systéme controlé linéaire & coefficients constants.

(2.44)

Définition 2.6. On appelle ensemble des points accessibles de 2° en temps t; pour
(2.44) ’ensemble
Acc(2® ) = {z"(t1), u € L’} C R"

avec x* solution du systéme (2.44).
Définition 2.7. On dit que le systéme (2.44) est contrdlable en temps ty si
Acc(2®,t)) =R™ (c’est a dire, si on a : ¥V 2z € R* Ju € L? tel que z*(t1) = z).
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Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.3. Le systéeme (2.44) est controlable pour tous x° € R™ et t; > to si et
seulement st la matrice suivante donnée par blocs :

K = (B,AB,A’B,--- A"'B)

satisfait la condition
rang(K) = n. (2.45)

La matrice K s’appelle matrice de Kalman et la condition (2.45) s’appelle condition
de Kalman.

Remarque 2.17. 1. Chaque bloc de la forme A’B de K est une matrice a n lignes et
m collonnes ; alors K est une matrice a n lignes et mn colonnes.

2. Le fait que le sytéme (2.44) soit controlable ou non ne dépend pas de 2°, t; ou de
la fonction g.

Idée prewve Théoreme (2.3) :
On considére Papplication ¢ : L? — R"™ donnée par

u — olu) = /tl e DA By (t) dt

to

Remarquons que ¢ est une application linéaire.
Nous avons la formule suivante :

t1 t1
w(ty) = e =040 4 / eB=DAg(t) dt + / e =DABuy(t) dt.

to to

Alors Acc(2°,t;) = R™ si et seulement si ¢ est une application surjective. Tout revient alors
a démontrer :
rang(K) =n < ¢ surjective.

Comme le rang maximal possible de la matrice K est n (le nombre de lignes) alors tout
revient a démontrer
rang(K) <n < ¢ non surjective.

Montrons = :

On suppose donc rang(K) < n et on doit montrer que ¢ n’est pas surjective. Il existe alors
une combinaison linéaires nulle des lignes de K avec des coefficients pas tous nuls; si on
note Ky, Ky, - K, les lignes de K il existe donc un vecteur ligne s = (s, s,) non nul
tel que s1 K7+ soKy+ -+ s,K, =0, c’est a dire sK = 0. En écrivant cela par blocs on a

sB=sAB =sA’B=---=sA""'B=0. (2.46)
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D’autre part le Théoréme de Cayley-Hamilton nous dit
Ps(A)=0
ou P, est le polynome caractéristique de A définit par
Pa(X) =det(A—\,,), VXeC.
De Théoréme de Cayley-Hamilton on déduit une relation de la forme
A" 4 by AT by g AV b A bl =0, avec by, by-- b, 1 €R. (2.47)

On multiplie cette égalité a gauche par s et a droite par B et a 'aide de (2.46) on obtient
sA"B = 0. En multipliant (2.47) & gauche par sA et a droite par B et en utilisant de
nouveau (2.46) et le fait que sA"B = 0 on déduit sA"™' B = 0. Par récurrence on montre
facilement

sA*B =0, VkeN.

De la définition de e* on déduit alors
se B =0, Vtelt,t].

Nous obtenons alors "
s/ e ABY(t) dt, Y ue L?
to
c’est a dire
sp(u) =0, YuelL’
Ceci nous dit qu’il n’existe pas u € L? tel que ¢(u) = sT, car avec 1’égalité précédente cela
donnerait ||s]|> = 0 donc s = 0, contradiction. Nous avons donc montré la non surjectivité
de ¢.
Montrons < :
On suppose que ¢ est non surjective et on doit montrer que rang(K) < n. Comme ¢ n’est
pas surjective alors ¢(L?) est un sous-espace vectoriel de R" strictement inclu dans R™. Tl
existe alors un vecteur ligne s = (s1,---s,) dans R" tel que s? soit orthogonal a ¢(L?).

Ceci donne
sop(u) =0, YuelL?

c’est & dire .
1
/ se W DABy(t)dt, VY ue L?

to
donc
< (s 1)y > =0, YuelL?

ou < -|- > désigne le produit scalaire en L?. Ceci donne

se AR =0, Vit € [ty,t]. (2.48)
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En prenant ¢ = ¢; en (2.48) on obtient
sB = 0.
En dérivant (2.48) en t et en prenant ¢ = ¢; on obtient
sAB = 0.
Par dérivation de (2.48) en ¢t a 'ordre k € N et en prenant ensuite ¢ = ¢; on obtient
sA*B =0, VkeN.
Ceci nous donne 'égalité matricielle
s(B  AB A*B .- A"!'B)=0 donc sK =0
ce qui nous dit rang(K) < n et finit la preuve.

Quelques exemples :

1. Si B = 0 alors la matrice de Kalman est la matrice 0 qui est de rang 0. Comme

0 < n alors le systéme (2.44) n’est pas controlable.

On peut aussi montrer directement que ce systéme n’est pas controdlable : pour tout

u € L? la solution de (2.44) est donnée par

t
(tl) et to)A$0+/leA(t1—to)g(S) ds

to

donc Acc(x°,t,) se réduit au singleton {e(f1—f0)4 0+ft1 Alti—to) g(s) ds} en R™. Alors

le systéme (2.44) n’est pas controlable.

2. Supposons que m = n = 1, donc A, B € R. Alors la matrice de Kalman K n’est

autre que B et il est clair que
rang(K)=1 <= B #0.

Donc si B # 0 le Théoréme 2.3 nous dit que le systéme (2.44) est controlable.

Montrons maintenant directement que ce systéme est contrélable ; il faut donc mon-

trer
Acc(2’,t)) =R, Va"€R, t; > to.

On procéde par double inclusion ; I'inclusion "C" est évidente. Pour montrer "2"

on fixe z € R arbitraire et on doit trouver u € L? tel que z(t;) = z avec

t1 t1
z(t) = eli=to)A g0 4 (/ elti=H)4 u(t )dt) B +/ eA(tl’tO)g(s) ds. (2.49)
to

to
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Ceci revient a

t1
/ e DAy () dt = r

to

ol nous notons .
_ t1—to)A,.0 _ 1 _A(t1—to
z — eli—to)Ag fto eAti=t0)g(s) ds

B
On va prendre u constante réelle notée u tel que

t1
U / MDA g —
to

car ftil ei=04dt £ 0 pour tout A € R (facile a vérifier : distinguer les cas A = 0 et
A #0). Donc le systéme (2.44) est controlable.

3. Pour l'exemple donnée au début du cours sur le controle d’une voiture (systéme
(2.4) de 'Exemple 2.1) nous avons

01 0
N ()

La matrice de Kalman de ce systéme controlé est donnée par

K= (B AB).

()
(2

Il est clair que rang(K) = 2 ce qui nous dit que le systéme (2.4) est controlable.

Il est difficile de vérifier directement en utilisant la définition que ce systéme est
controlable.

r =

On a

ce qui nous donne

Remarque 2.18. 1. Supposons que nous avons un probléme de controle optimal avec
des contraintes sur [’état final pour le systéme controlé (2.44).
Alors si ce systéme est controlable, nous sommes strs qu’il y a au moins un controle
u € L? pour lequel les contraintes sont satisfaite.
Dans le cas ou le systéme (2.44) n’est pas contréolable il est possible qu’il n’existe
aucun u € L* tel que les contraintes sur [’état final soient satisfaites. Dans ce cas il
n’y a aucune solution du probléeme de contréole optimal.

2. Supposons que nous avons un probleme de controle optimal avec contraintes sur l’état
final pour un systéme (2.44) qui est contrélable. Considérons un probléme pénalisé
associé, qui sera sans contraintes sur l’état final (voir Remarque 2.3). Alors on peut
montrer (admis!) que la solution de ce probléme pénalisé converge vers la solution
du probléeme avec contraintes sur l’état final.
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Chapitre 3

Controle optimal des équations aux
dérivées partielles (EDP)

On fera dans cette section uniquement le controle d'une EDP parabolique, qui est
I’équation de la chaleur d’évolution. On va considérer une simplification du modéle décrit
dans I'Introduction dans ’'Exemple 1.2. On se donne €2 un ouvert dans R", n =1,2,3 et
deux temps to,t; € R avec tg < t;.

La variable d’état du systéme sera la température y : Q x [tg, t1] = R, y(z,1).

Le controle du sytéme sera la source de chaleur u : Q X [tg, t1] — R, u(z,t). Nous avons
une température initiale donnée yy : 2 — R et le but est d’arriver au moment ¢; & une
température proche d'une autre température donnée yy : 2 — R, ceci en consommant le
minimum d’énergie.

Alors ’équation d’état est le systéme suivant :

(0
8_32{ —Ay=u pour (x,t) € Q X [to, t1]
% _ g pour  (z,t) € 0 X [to, t] (31)
ov
| oo t0) = la)  pow re®

ou g : 00X [ty, t1] = R est une fonction donnée représentant les pertes de chaleur a
travers la frontiére 02. On peut formuler le probléme suivant de contréle optimal :

ty
min {/ /uQ(x,t) dxdt + a/ ly(z,t1) — yp(z) > dz, (y,u) satisfont (3.1), u € Uad}
to Q Q

(3.2)
ou U,y est un ensemble des controles a préciser et a est une constante strictement positive.
Nous pouvons choisir « assez “grande”, afin de pénaliser 1’éloignement de la fonction y(-, ¢;)
par rapport a la fonction y;.

Nous considérons dans la suite 'ensemble ouvert Q = Qx ]tg, t;[ C R"! et nous choisissons
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U,q comme un sous-ensemble fermé et convexe de I'espace de Hilbert L?(Q). Pour simplifier,
on fera toujours dans cette section I’hypothése supplémentaire :

Upa = {v € L*(Q), v(z,t) €U, p.p. (z,1) € Q}
ou U est un intervalle fermé dans R.

Nous admettons que pour tout u € L*(Q) il y a existence et unicité d’une solution y du
systéme (3.1), que nous notons aussi y = y* (sans donner un sens précis de ce que veut
dire solution de (3.1)). Comme dans les sections précédentes sur le controle des EDO nous
pouvons écrire le probléme de controle (3.2) sous la forme équivalent plus simple :

min{J(u), u € Uy} (3.3)

avec J : U,q — R définie par

J(U):/tl/ng(ZE,t)dlL'dt—l—O{/Q|yu(l',t1)—yf(.’E)’gle?, Vue LAQ).

Pour simplicité on supposera dans la suite a = 1.

Nous admettons 'existence et I'unicité d’une solution u* (contréle optimal) du probléme
(3.3).

Pour écrire pour ce probléeme un principe de minimum de Pontryagin nous avons besoin
de montrer que J est dérivable Gateaux sur L*(Q) et de calculer le gradient de J. On fera
un calcul analoque a celui des sections précédentes pour les EDO.

Nous fixons u,v € L*(Q)) et nous cherchons a calculer (et montrer qu’elle existe)

o1
lim X[J(u + Av) — J(u)].

A—0
Nous avons
J(u+ M) — J(u) = Ey + Ey
avec
E, = / [(u+ \)? — u?] dodt
Q
et

Ba= [ {l . t) = py @] = ) =gy} do.

En développant, nous avons
E, = / (20 uv + N?0?) dxdt
Q

ce qui donne
E
Tl — 2/ u(z, t)v(z, t) dedt, pour A — 0. (3.4)
Q
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D’autre part nous avons

By = / [y (z, 1) — y*(z, th)] - [y (@, t) + y* (@, t) — 2yp ()] da.
Q

donc g
72 - / zx(x, ty) - [y““'”(x,tl) +y“(x,ty) — ny(a:)} dr. (3.5)
Q
ou on note ]
Z}\(Z’,t) = X [yu+)\v<x7tl) - yu<x7tl>] ) v (Z’,t) S Q
Nous procédons comme pour les EDO pour trouver le systéme satisfait par z, ; nous avons
( 8yu+>\v
e Ay ™ =u+ Il pour (x,t) € Q X [to, t1]
o U+
Y =g pour  (x,t) € 092 X [to, ti]
ov
L Yyt (x,t) = yo(x) pour x €
et aussi
( ayu u
e Ay =u  pour (x,t) € Q X [to, t1]
a u
JIo_ g pour  (x,t) € 09 X [to, 1]
ov
| v*(z,t)) =w(z)  pour z € Q.
En faisant la différence entre ces deux systémes et en divisant par A, on trouve par linéarité
( 0z
a—t)‘ — A2y = pour (x,t) € Q X [to, t1]
0
T2 pour  (z,t) € 0 X [to, t]
ov
[ a(z,t0) =0 pour x € Q.

Comme le probléme satisfait par z, est indépendant de A on déduit que z, est indépendant
de A\, donc zy = z VA € R, avec z(z,t) 'unique solution du systéme

% —A,z=w pour (x,t) € Q X [to, t1]
9z _ 0 pour  (z,t) € 9 X [to, 1] 36)
v
2(x,t9) =0 pour v €.

\
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En passant a la limite dans (3.5) on trouve

lim 22 = Q/QZ(:U, b)) - [y (@, 1) — g (2)] de (3.7)

A—0 A
De (3.4) et (3.7) on déduit que la dérivée directionnelle de J en u de direction v est donnée
par

%(u) = Q/Qu(x, t)v(z,t) dedt + 2/92(3:,151) [y“(z,t1) — yr(z)] dx (3.8)

Nous allons écrire cette expression sous la forme d'un produit scalaire en L?(Q) entre v

et une fonction a trouver. Pour cela on multiplie I’équation principale de (3.6) par p(x,t)
avec p a choisir convenablement, et on intégre sur (). Ceci donne

azpdmdt—/Amzpdxdt:/vpdxdt
d Q Q

En faisant des intégrations par parties et en utilisant la formule de Green, nous obtenons :

/ z(z, t1)p(x, t1) de — / 2(x, to)p(x, to) dx +/ <—z%+ < V.2|V.p >> dxdt
Q Q

/ / —p dodt = / vp dxdt
o9 Q

En utilisant les condition limite et initiale de (3.6) pour z et encore une fois la formule de
Green, nous obtenons

/z(x,tl)p(gc,tl)dx—/ ((9 +Axp) dxdt—i—/ / 2L dodt = /vpdxdt (3.9)
Q at o0 aV Q

Nous choisissons p: @) — R solution du systéme suivant :

g]tg +A,p=0 pour (x,t) € Q X [to, t1]
o _ 0 pour  (x,t) € 092 X [to, ti] (3.10)
ov
L p(x,t) =2 [y"(z, 1) — yg(2)] pour x € €.

Ce systéme s’appelle le probléme adjoint associé au probléme de controle optimal (3.2)
u (3.3).

Remarque 3.1. Le systéme (3. 10) n’est pas sous la forme habituelle pour une équation
parabolique d’évolution (on a ici 2 & +Ayp =0 au lieu d’avoir ?)t A,p=0). Mais on a ici
une condition au moment ﬁnalt = t1 au lieu de l’avoir pour le moment initial t = to. Pour

montrer que le probleme (3.10) est bien posé (c’est a dire, on a existence et unicité d’une
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solution) on peut se ramener a la forme habituelle d’une équation parabolique d’évolution
en faisant le changement des variables suivant pour le temps t :

t =to+t, —t.

En posant p(x,t) = p(x,t) alors le probléme satisfait par p sera sous la forme habituelle

. _
% —A,p=0 pour (x,t) € Q X [to, t1]
@—0 (x,t) € O X [to, t]
o pour Z, 0501
Pz, t0) =2 [y"(z, 1) — yy(2)] pour x € Q.

Comme on a existe et unicité d’une solution p de ce systéme, on a alors existe et unicité
d’une solution p du probléme adjoint (3.10).

On déduit de (3.9) et (3.10) :
2/ 2(z, t1) [y (z, t1) — ys(z)] de = / vp dxdt
Q Q

ce qui avec (3.8) donne

dJ
%(u):/Q@u—i—p)vdxdt =<2u+p|v >

et ceci pour tous u,v € L*(Q).
Nous avons donc montré :

Lemme 3.1. J est dérivable Gateaux sur L*(Q) et on a
VJ(u)=2u+p
ot p est l'unique solution du probléme adjoint (3.10).

Ceci nous permet d’utiliser une méthode numérique du type gradient pour trouver une
approximation numérique du probléme du contréle optimal (voir Chapitre 4).
D’atre part, ce résultat nous donne les conditions nécessaires d’optimalité suivantes (c’est
le principe de minimum de Pontryagin pour le probléme de controle optimal (3.2))
ou (3.3)) :
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Théoréme 3.1. Si u* est une solution de (3.2)) ou (3.3) alors elle satisfait le systéme
d’optimalité suivant : il existe y*,p* : Q — R tels que

6(;/75 — Ay =u" pour (x,t)€Q (3.11)
%yy — g pour (x,1) € DX Jto, 1] (3.12)
Yy (x,to) = yo(x) pour x € (3.13)
aﬁpt +Ap" =0 pour (z,t)€Q (3.14)
aapy =0 pour (z,t) € 0NX |tg, 1] (3.15)
P, h) =20y (e, 1) = ys(2)] pour @€ Q (3.16)
—2u* —p* € Ny, (u") (3.17)

ot Ny, ,(u*) est le cone normal a Uyg en u* dans Uespace de Hilbert L*(Q).
Remarque 3.2. Comme nous avons fait I’hypothése
U = {v € L*(Q), wv(z,t) €U, pp. (x,t) € Q}

ou U est un intervalle fermé dans R alors on peut montrer exactement comme dans la
partie controle optimale des EDO que (3.17) est équivalent a :

—2u*(t) —p*(t) € Nyu(u*(t)), p.p.te€to, ta]
ot Ny (u*(t)) est le cone normal a U en u*(t) dans l’espace de Hilbert R.

Remarque 3.3. Dans le cas particulier U = R (donc U,g = L*(Q)) on a que (3.17)
devient

2u* +p*=0.
On peut alors exprimer p* en fonction de u* par la relation

p* — _QU*

et en remplacant dans le systéeme d’optimalité (3.11) - (3.17) nous obtenons

aai — Ayt =u" pour (x,t) €Q (3.18)

%yy =g pour (z,t) € INX |to, t1] (3.19)

y*(z,to) = yo(x) pour x€Q (3.20)

85; +Au* =0 pour (x,t) €Q (3.21)

f)au =0 pour (x,t)€ 00X |ty t1] (3.22)
v

u*(x,t1) = yp(x) —y*(z,t1) pour z €. (3.23)
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Ce systéme peut se résoudre numériquement en utilisant une méthode de point fize.
Une autre méthode de résolution est d’éliminer u* en remplag¢ant u* donné par (3.18) dans
les autres équation pour obtenir le systeme suivant d’inconnue y :

a2y*

5 A2y =0 pour (z,t)€Q (3.24)
%f — g pour (n.1) € 90 Jto, 1] (3.25)
%%{ _ %Awy* — 0 pour (z,t) € DX Jto, ] (3.26)
y (2t0) = 1o(z) pour =€ 9 (3.27)
%(x,tl) LA () 4y (@) = yp(r) pour z € Q. (3.28)

Ce dernier systeme peut aussi se résoudre par des méthodes numériques.
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Chapitre 4

Méthodes numériques

Nous donnons dans ce chapitre des méthodes pour 'approximation numérique de la(les)
solution(s) du probléme de contrdle optimal associé & un systéme EDO général, sans
contraintes sur ’état final (voir probléme (2.19)).

Dans la pratique il y a deux types de méthodes qui sont utilisées :

1. Méthodes basées sur la résolution du systéme d’optimalité

2. Méthodes basées sur la minimisation de la fonction coit J.

4.1 Meéthodes basées sur la résolution du systéme d’op-
timalité
On suppose dans cette section que
Upa={veL? wt)el, pp.tcltyt:[}

avec U C R™ un ensemble fermé et convexe.

Rappelons que nous avons le systéme d’optimalité (2.28) - (2.32) pour le probléme de
controle (2.19).

Rappelons que grace a I'hypothése faite ici sur U,y (2.32) peut étre remplacé par (2.38);
nous supposons dans cette section que (2.38) permet de trouver pour presque tout ¢ € |tg, t1]
le controle u*(t) en fonction de ¢, 2*(t) et p*(t), c’est a dire , on peut trouver une fonction
D : [to,t1] X R" x R" — R™ telle qu'on a I’équivalence

(2.38) <= (4.1) avec

wH(t) = Bt 2% (1), p (1)), Vit et tu]. (4.1)

Alors en remplagant u* donné par (4.1) en (2.28) - (2.31) on arrive au systéme (pour
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simplicité on va rénoter x* par x et p* par p) :

~
(=)
I
8
—~ o~~~
i el o
Ot = W N
~— — — ~—

avec fi : [to, t1] x R" x R™ — R"™ donnée par
ft,z,p) = f(t,z,9(t,2,p), Y (t,Z,p) € [to,t1] x R" x R"
et g1 : [to, t1] X R” x R — R"™ donnée par
a(t,z,p) = =V f(t,z,9(t,Z,p)) - p— V. L(t,Z, P(t,Z,p)), VY (t,Z,p) € [to, t1] x R" x R",

Le but est de résoudre numériquement le systéme (4.2) - (4.5). Observons qu'on a 2n
équations différentielles avec 2n inconnues mais que nous avons un “mélange” entre des
conditions initiales pour x et des conditions finales pour p. Ce n’est pas un probléme de
Cauchy et on ne peut pas utiliser des algorithmes (ou logiciels) classiques pour la résolution
numérique de ce systéme.

On utilisera une méthode appellée méthode de tir. L’idée de cette méthode est la sui-
vante : pour un 7 € R™ arbitraire on va remplacer la condition “finale” en p qui est (4.5)
par une condition initiale artificielle en p qui est

p(to) =1 (4.6)

On va considérer alors le probléme de Cauchy (4.2), (4.3), (4.4) et (4.6). Comme la solution
de ce probléme dépend de la variable n on va noter les inconnues de ce systéme par x”
et p. Nous supposons qu’on sait résoudre numériquement ce systéme et donc qu’on peut
calculer 2" et p pour tout n € R™. Il restera alors de trouver n € R" tel que I’égalité (4.5)
soit satisfaite, ce qui nous donne 1’équation algébrique avec inconnue 7 :

p'(t1) = V(2" (t1)) = 0 (4.7)

En fait 'équation (4.7) est un systéme avec n equations et n inconnues (les composantes
de 7). Pour la résolution numérique de (4.7) on peut utiliser une méthode connue comme
par exemple la dichotomie (uniquement pour n = 1), la méthode des approximations
successives ou la méthode de Newton.

Remarque 4.1. Ce type de méthode basé sur la résolution du systéme d’optimalité peut
s’étendre au cas avec contraintes sur l’état final (voir sous-section 2.3.2). Le cas le plus
fréquent est le cas ot la condition x(t,) € Cy consiste en un nombre p < n d’équations
algébriques satisfaites par x(t1). Dans ce cas la condition (2.42) consiste en n—p équations
satisfaites par x(t1) et p(ty).
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4.2 Meéthodes basées sur la minimisation numérique de
la fonction cott

4.2.1 Rappel sur la notion de projection

Rappellons d’abord la notion de projection dans un espace de Hilbert.

Définition 4.1. Soit H un espace de Hilbert sur R, M C H un sous ensemble et x € H.
On dit que x* € M est la projection de x sur M (on va noter x* = Py(x)) si

||$—$*||H:£Iéi]\r41||$_y” c’est a dire : ||z —x||g < |lx—y|, Vye M.

On admet le résultat suivant :

Proposition 4.1. Si M est un sous ensemble fermé et convexe de H alors on a l’existence
et Uunicité de x* € M tel que * = Py (x) avec en plus

<x—z'|ly—2z"><0, Vye M.

Remarque 4.2. De la définition et de la proposition ci-dessus on déduit

reM & Py(z)=u=x.

z* =Py(z) & o —a" € Ny(z").

Exemple 4.1. Soit H =R et M un intervalle fermé de R ; notons
a =min (M) € [—o0,+o0o] et b = max (M) €| — 0o, +00]. Nous povons montrer facilement
(exercice) que

a  Si r < a (cette partie est inexistente si a = —00)
Pu(x) =1 =« st a<z<b
b si  x>b ( cette partie est inezistente si b = +00).

Par exemple si M = [0, +oo[ alors Py(z) = 27 = max{z,0}, VzeR.

Exemple 4.2. Soit H =RP et M = My x My x---xM, avec My, My, --- M, des intervalles
fermés de R. On admet le résultat suivant : pour tout x = (x1,xq,---,) € RP on a

Pu(r) = (Pary (21), Prs(22), - Par, (7))

ou Py, représente la projection sur M; en R pour tout j =1,2,---p.
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Exemple 4.3. Soit H = L*(]to, t;[, R™) et
M = {u e L*(Jto, [, R™), u(t) €U, p.p.t € Jto, t1[}

avec U un sous-ensemble fermé et convexe de R™. On admet le résultat swivant : pour tout
v € L*(Jto, t1][, R™) on a

Pu(v)(t) = Pyu(v(t)), p.p.tElto, t1].
ot Pys désigne la projection sur M en L? et Py désigne la projection sur U en R™.

Par exemple si M = {u € L*(Jto,t1]), u(t) > 0 p.p. t €]ty,t1[} alors pour tout
v € L*(Jtg, t1[) on a
Pu(v)(t) =vt(t), p.p-te€lto,tsi] (car Par(v)(t) = Plo+oo[(v(t)) = vF(2)).

4.2.2 Algorithmes de minimisation

Nous considérons encore notre probléme de controle optimal qui s’écrit (2.19) avec J
donnée par (2.20).
La méthode proposée ici consiste & minimiser numériquement la fonction J sur l'espace
de Hilbert L2 On utilisera la méthode de gradient pour la minimisation sur un espace
de Hilbert, qui est I’extension naturelle de la méme méthode sur R". Rappelons que nous
avons 'expression de V.J(u), voir Lemme 2.3.
L’idée est de construire par reccurence une suite ug € U,g qui va approcher la solution u*.
On va traiter séparément les cas ot U,y est I'espace entier L? et le cas contraire.

Casl. U, = L?.
On se donne uy € L? (par exemple ug = 0) et pour tout u; donné avec k € N on construit
ugy1 par la relation

avec un test de convergence (tester si ug 1 et “proche” de uy) et un test d’arrét avec “Eched”
dans le cas ou k est trop grand. Ici pr > 0 est un facteur a choisir suivant la méthode utilisée
(on va détailler ceci ultérieurement).

L’algorithme général est le suivant :

pas 1. On choisit uy € L? et on pose k = 0.

pas 2. Reésoudre (numériquement) le probléme de Cauchy : trouver z;, solution de

l‘;c = f(taxkauk)
(4.9)
Ti(ty) = 20
ensuite résoudre le probleme de Cauchy : trouver p, solution de
Pe = —Vaof(tze, un)pr — Ve L(t, vg, ug)
(4.10)
pe(t) = Vip(p(t1))
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et poser
g = vuf<t7 L, uk)pk + v'u,[/(t Tk, uk)

(g représente V.J(uyg)).

pas 3. On teste d’abord si g, = 0 (en fait on teste si gy est "proche" de 0); si OUI, on
arréte I'algorithme avec "Succes" wuy, étant la solution recherchée.

Si g, # 0 alors on pose

Uk+1 = Uk — PGk

avec p > 0 a choisir (voir les détails dans la sous-section 4.2.3).
pas 4. Test : si up.q est “proche” de uy alors sortir de 'agorithme avec "Succes", ugiq
étant la solution recherchée
sinon, faire k = k + 1 et retour au pas2
(Il faut prévoir ici la possibilité de sortir de l'algorithme avec message d’erreur du type
“algorithme divergent” si k est trop grand).

Cas 2. Uy ={ue€ L*(to,t1], R™), wu(t) €U, p.p. t€lty, t1] }
avec U C R™ un ensemble convexe et fermé.
On peut utiliser dans ce cas la méthode du gradient projeté. L’algorithme associé
consiste a reprendre I'algorithme précédent (celui du Cas 1.) avec 2 changements :
- au pas 1. remplacer “ ug € L?” par “ ug € Uy ”.
- au pas 3. remplacer “upi1 = ur — prgx’ par “ugi1 = Pu,,(ur — prgr)
projection sur U, dans l'espace de Hilbert L2.
Comme conséquence de I’Exemple 4.3 nous avons alors

7 ou Py,, est la

Up1(t) = Pu(ur(t) — prge(t)), p-p-t € lto, t]

ou P, représente la projection sur U en R™.

4.2.3 Choix des facteurs p;

On donnera ici trois possibilités pour choisir les facteurs p; dans le pas 3 de 'algorithme
précédent.

Pour simplifier I’¢ériture, pour tout k € N fixé pour lequel on a calculé uy et g on introduit
une nouvelle fonction Jj : [0, +oo[ — R donnée par

Je(r) = J(up —rgp), Yr>0.
On admet que J, est de classe C! et que sa dérivée est donnée par
J(r)=—<gp|VJI(ur, —rgx) >r2, Yr>0.

Possibilité 1. Poser p, = p, constante indépendante de k, avec p en général petit (par
exemple p = 1/10). C’est P'algorithme du gradient & pas fixe. Le risque pour cette métode
est de choisir p trop grand, ce qui ferait que l'algorithme peut ne pas converger. D’autre
part, si p est trop petit, l'algorithme peut étre trop “couteux” en nombre d’opérations.
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Possibilité 2. On fait une “recherche linéaire” pour trouver un py > 0 tel que
Je(pr) < Jx(0). On a alors I'algorithme suivant :

choisir r > 0 (par exemple r = 1)
tant que (Ji(r) > J(0))
faire r =1r/2
fin “tant que”
Pr=T.

Remarque 4.3. Comme J;,(0) = —||g||3. alors J;(0) <0 si gy # 0 (donc si Ualgorithme
n'a pas encore convergé). Alors il existe ro > 0 tel que Jx(r) < Ji(0) YV r €]0,7¢|, donc
lalgorithme ci-dessus va s’arréter en un nombre fini de pas.

Possibilité 3. C’est une amélioration de la possibilité précédente. Il s’agit de chercher
r>0etseNavecs>2tels que

Je(0) > Ji(r) > Jp(2r) > -+ > Ji(sr) et Ji(sr) < J((s+ 1)r).

On posera alors py = sr. L’algorithme en est le suivant :

choisir v > 0 (par exemple r = %)
tant que (Ji(0) < Ji(r) ou Ji(r) < Jx(2r))

faire r =1r/2

fin “tant que”

p=2r.

tant que (Je(p+r) < Ji(p))
faire p=p+r

fin “tant que”

Pk = p-

Cet algorithme est une variante simplifiée de I'algorithme de Armijo-Goldstein.

Remarque 4.4. L’inconvenient principal de tous les algorithmes du type gradient est le fait
qu’ils peuvent s’arréter dans un "point” de minimum local pour J alors que nous voulons
un minimum global. Si J est une fonction convexe (ce qui est difficile & montrer en général,
sauf pour des cas trés particuliers, comme par exemple [ du type linéaire et L et @ du type
quadratique) alors cet inconvenient disparait, car dans ce cas tout point de minimum local
est aussi global.
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Chapitre 5

Controle optimal en feed-back ou a
boucle fermée

5.1 Quelques généralités

Nous considérons ici le probleme général de controle optimal sans contraintes sur 1’état
final, comme dans le Chapitre 2.

Rappelons le cadre mathématique : on se donne

L I[to,tﬂ X R"xR™ — R

filto, t1] x R* x R™ +— R

o:R" —» R, 2°¢R", UCR™

et on cherche x : [tg, t1] — R™ et w : [tg, t;] — R™ tels que

et qui minimise .
/t L(t,z(t),u(t)) dt + p(x(t1)). (5.2)

Rappelons aussi la notation : L? = L?(Jto, t1[, R™). On note encore
U ={u€ L? u(t)eU p.p.telty,ti[}.

avec U C R™.

On suppose que pour tout u € U,y on a l'existence et I'unicité d’une solution z(t) (que
nous pouvons noter z*(t)) de (5.1).

On peut alors écrire notre probléme de controle sous la forme

220, ) ©3)
avec

J(u) = / CL( 20, u(t)) dE + (@ ().

to
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But de ce chapitre : supposons qu’on a un contréle optimal u* pour le probléme (5.3) avec
x* Uétat optimal correspondant. On veut alors trouwver une fonction ¢ : [to,t1] x R* — R™
telle que u* s’écrit sous la forme

U*(t> = gf)(t,x*(t)), Vite [to,tl].

On dira alors que le controle optimal u* est donnée comme un feed-back par rapport a
I’état optimal x*.

Remarque : En général le principe de minimum de Pontryagin nous permet de trouver
u*(t) comme une fonction de t,x*(t) mais aussi de l’état adjoint p*(t); on déduit que si
on peut exprimer p*(t) comme une fonction de t et x*(t) alors on aura la représentation
en feed-back souhaitée. Mais on ne pourra pas toujours exprimer p*(t) en fonction de t et
x*(t), d’ou la nécessité de donner une méthode générale pour avoir la représentation en

feed-back.

Notation : Dans ce chapitre, pour tout u € U,q, 1 € [to,t1] et y € R™ nous notons par
™Y la solution de l’équation principale de (5.1) avec donnée “initiale” y en r;
donc ™Y : [tg, t1] — R™ est l'unique solution du probléme de Cauchy :

(mu,r,y)/ - f(tv Y u)v le [tOv tl] (5 4)
z(r) =y
Remarque 5.1. 1. Pour r =ty on peut utiliser la notation plus simple z* au lieu de
xu,to,zo .

2. Pour tous r,s € [to,t1] nous avons sur [ty,t1] I’égalité
Y =" qvec v = x""Y(s)

(car les deux fonctions satisfont la méme équation différentielle avec la méme condi-
tion “initiale” : x""Y(s) = x>V (s) = v).

3. Siu est définie uniquement sur un sous-intervalle de [ty,t;] contenant r alors z*"™Y
sera définit sur ce sous-intervalle.

Nous utilisons dans la suite la notation suivante :

Udadyrs = {Ufrs)s  w € Usa} pour tous 7,5 avec o <r <s<t.

5.2 La fonction valeur

Définition 5.1. 1. On appelle fonction valeur pour le probléme de contréle (5.3) la
fonction V : [to,t1] x R™ — R définie par

(r,y) € [to,t1] x R™ — V(r,y) = min {/ 1 L(t, "™ (t),u(t)) dt + gp(:v“””y(tl))}

u€Ugq
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(on supposera qu’un tel minimum existe et est un élément de R). Donc V(r,y) est
le minimum de notre fonction codt, mais uniquement sur lintervalle [r,t1], avec
donnée initiale y en r.
On peut aussi écrire :

V(r,y) = min {/ 1 L(t,z(t),u(t)) dt + p(z(t1)), o' = f(t,x,u) sur[r,ti], z(r) = y} )

uEUq

2. On dit que u* : [r,t;] — R™ est une réalisation de V(r,y) si u* € Uug,y, €t si pour
tout u € Uggrt, 0N Q

[ b @) e o) < [ L0, u0) de+ o 1)

Remarque 5.2. 1. Siu* est le controle optimal recherché pour le probléme (5.3) alors
J(u*) = V(tg, 2°)
donc le controle u* est une réalisation de V (to, 2°).
2. Nous avons :

V(ti,y) = min { / 1L(t,wa),u(t»dH¢<xw<t1>>} — min {0(u)}

u€Uyq t u€lUgyq

donc
Vity) =¢(y), VyeR" (5.5)

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 5.1. (principe de la programmation dynamique) : Soient r, s avec

to <1 <s <t Siu* € Uyyy, estune réalisation de V (r,y) alors ur[&tl] est une réalisation
de V (s, 2" "Y(s)).

Démonstration. Notons z* = 2 "Y(s) € R™. On suppose par absurd que le résultat est
faux. Il existe alors @ : [s,t1] = U avec 4 € Uyg sy, tel que

t1 t1
[ Do a0 de o™ () < [ L0 (0,0 (@) di + pla o (1),
) ’ (5.6)
Remarquons que x% %% = g% " sur [r, t].
On considére la fonction a, : [r,t;] — R™ donnée par 'expression

u*(t)  si telrs]

@ (t) = { at) si te]st]
On observe qu’on a

i V() si telrs]
U, 7Y — o, } )
T { 258 st t€]s ]



En ajoutant [ L(¢,2" "¥(t),t)dt aux deux cotés de (5.6) on obtient

/luuﬂ”wmawww+wu%wm»</"uuﬂ”wmuw»ﬁ+w@“wm»

ce qui contredit le fait que u* est une réalisation de V' (r,y). Ceci finit la preuve. O]

Comme conséquence de ce résultat nous avons :

Corollaire 5.1. Soient r,s tels que to < r < s < t;. Si u* est une réalisation de V(r,y)
alors on a

V(r,y) = /S L(t, " ™Y (t), u*(t)) dt + V (s, 2% "Y(s)).

Démonstration. On décompose V (r,y) sous la forme

Ving) = [ e @ @i+ [ L 0,0 (0) b+ pla ).

Comme du Lemme 5.1 [, , est une réalisation de V (s, 2*) (avec encore z* = %Y (s))

[Svtl}
alors f;l L(t, 2y (t),u(t)) dt + o(z*"¥(t)) = V(s,2*) (car ¥ = ¥ %*") ce qui
donne le résultat. O

On a le théoréme suivant :

Théoréme 5.1. (principe d’optimalité de Bellman) Pour tous r,s avec to < r < s <t
et pour tout y € R" on a

V(r,y) = inf {/S L(t, =™ (t),u(t)) dt + V(S,x“’r’y(s))} ) (5.7)

uEUad,r,s

Démonstration. On fera la preuve dans le cas particulier ou il existe une réalisation
u* € Upgyry, de V(r,y).
Le Corollaire 5.1 nous donne

Viry) = / CL 20, () i+ V (s, 2 (s)

ce qui nous donne immeédiatement la partie ">" de (5.7).
Montrons maintenant la partie "<" de (5.7). Nous avons

t1
Vir,y) < / L(t, 2™ (1), u(t)) dt + oz (1), Y u € Usare,
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donc pour tout u € Uyg, s, O a

Vir,y) < / T Lt 2 (), u(t)) dt + / L 3 ), u() di 4 ozt (1) (5.8)

ol on a noté z = x*"¥(s) (on utilise le fait que z*™¥ = 2"*%). On fixe d’abord s et on
passe & l'infimum en (5.8) par rapport a ujs [, ce qui nous donne

V(r,y) < /S L(t, 2" (t),u(t)) dt + V(s,z""(s)).

En passant, dans cette derniere inégalité a l'infimum par rapport a wu)., on obtient le
résultat. u

5.3 L’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman
On a la définition suivante :

Définition 5.2. 1. On appelle pre-Hamiltonian du probleme de contréle (5.3) la
fonction H : [to, t;] X R* x R" xU — R définie par

(t,z,p,u) — H(t,z,p,a)= L(t,z,a) + (f(t,Z,a) | p).

2. On appelle Hamiltonian du probléme de contréle (5.3) la fonction (quand elle
existe)
H: [ty, t1] x R* x R* — R définie par

(t.z,p) — H(t,2,p)= in;f{ﬂ(t,f,ﬁy i)
ueE
Remarque : parfois dans la littérature on appelle Hamiltonien ce qui est appellé
pre-Hamiltonian dans ce cours.
Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 5.2. Supposons que le Hamiltonien donné en Définition 5.2 existe et supposons
que la fonction valeur V(t,y) est de classe C' sur [ty,t1] x R™. Alors V satisfait I’EDP
suiwante, appelée équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (on l’appelle aussi [’équation
HJB) :

oV

Sr +HH(Ey Y, V) =0, (5.9)
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Démonstration. On fait la preuve dans le cas particulier ou il existe toujours une réalisation
de la fonction valeur. Soient (t,y) € [to, 1] x R™ fixées.

Montrons d’abord la partie "<" de (5.9). Soit u une réalisation de V'(¢,y). Le Corollaire
5.1 nous permet d’écrire pour tout At > 0 "petit" :

t+At
Vi(ty) = / L(r, 2" (1), u(7)) dr + V (t + At, 2" (t + At)).
t

En faisant un dévellopement limité par rapport & At & 'ordre 1 on obtient

V(t,y) = L(t,y,u(t)) At + V(t,y) + {aﬁ_‘t/

(ty) + (V,V(t9) | <x“’t7y>'<t>>] A+ o(A)
c’est a dire

Vity) = Lty u(t) At +V(t,y) + [a—va, o)+ (V) | F(t. u<t>>>] At 4 o(A)

ot
On simplifie par V (¢, y), on divise par At et on passe a la limite At — 0, ce qui donne
ov

Comme < V,V(t,y)| f(t,y,u(t)) >+ L(t,y, u(t)) = H(t,y, V,V(t,y),u(t)) > H(t,y,V,V(t,y))
on obtient la partie "<" de (5.9).

Pour obtenir ">" nous fixons uy € U arbitraire et nous écrivons, comme conséquence du
Théoréme 5.1 :

t+At
V(t,y) < / L(s, 2" (s), up)ds + V (t + At, z"0" (t + At))
¢

(il faut voir ici ug comme une fonction controle constante sur l'intervalle [t, ¢ + At]). Si on
dévellope encore la partie de droite en At on obtient

ov
V(t.0) S Lp ) A+ Vi) + [ Fotn) + (00000 @0 A+ oo
c’est a dire
ov
V(t.0) < L) A+ Vi) + G0+ (9000 o) A+ o(an)
On simplifie par V(¢,y), on divise par At et on fait At — 0, ce qui donne

W t) + (VyV(t) | F(tyaun)) + Lt y,up) > 0

ot
et ceci est vraie pour tout ug € U. En passant a I'infimum sur ug, on obtient la partie ">"
de (5.9), ce qui finit la preuve. ]

Remarque 5.3. On a vu que la fonction valeur V' satisfait aussi (5.5). Alors V' est une
solution du systéme suivant (équation HJB et condition "finale" ent =11) :
& L H(ty V,V)=0, VY(ty)€lto,t:] xR"
(5.10)
V(ti,y) = ¢(y), VyeR"
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5.4 L’obtention du controle en feed-back

Le résultat suivant nous dit comment obtenir un controle en feed-back si on connait
une solution du systéme (5.10).

Théoréme 5.3. Soit V(t,y) une solution de classe C' du systeme (5.10). Supposons que
pour tout (t,y) € [to, t1] x R™ il existe U(t,y) € U solution du probléme d’optimisation

Iwnelg{l{L(t, Yy, ’(U) + <vyv(ta y) | f(tv Y, w)>}

c’est a dire, ﬁ(t,y) €U est tel que

L(t,y, Ut,y)+ (V,V () | f(t.y, Ut y) < L(t,y,w)+ (V,V(ty) | f(ty.w), Ywel.

(donc H(t,y,V,V(t,y)) = H(t,y,V,V(t,y),U(t,y))). Alors U est un controle en feed-
back du probléme de contréle (5.3), c’est a dire si on note par x* ['unique solution du
probléme de Cauchy

(@) (1) = f(t,2°(1), U(t,a*(1)), t € [to, t]
(5.11)

x*(tg) = 2°

A

et on pose u*(t) = U(t,x*(t)), VYt €lty,t1] alors x* est une trajectoire optimale de (5.1)
avec u* comme controle optimal. On a donc x* = putor’ o

J(u*) < J(u), Vue€ Uy

Démonstration. Nous avons

T = [ L0, u) db + ol (1)

to

uiowo)

(rappel notation : z* = x . Mais nous avons

tld

o(x"(ty)) = V(t, 2"(t1)) = V(tg, 2°) +/t EV(t,ac“(t))dt

car x%(ty) = z°. Nous avons aussi

ov

SVt (1) = 5

o (t,2"(t)) + (Vo V(t,2"(1) | (=*)'(1))

donc

o (L) + (V V(L2 (1) | (5 2%(8), ul?)))-
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Ceci nous donne

hrov
) = Vlto ot [ | G 0) 4 L 0,00 + 7,V (0 | 000 o)) o
to
c’est a dire
0 n ov u u u
J(u) = V(ty,2”) + E(t,x (1)) + H(t,z"(t), V,V(t,x"(t)),u(t))| dt.
to
Pour tout u € U,y nous introduisons la fonction v, : [to, t1] = R donnée par
av u u u
Yult) = 5 (62%(0) + H(t, 2%(1), V,V (¢, 2% (1)), u(t))
et on observe que 'égalité précédente s’écrit
J(u) = V(to, 2° / Uu(t) (5.12)
Par la définition du Hamiltonian, nous avons
av u u u
Yu(t) = —-(t, 2%(t) + H(t, 2"(t), V,V(t,2%(t)) = 0

ot
(car V satisfait I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (5.10)).
On obtient alors de (5.12)

J(u) > V(to,2"), Vu € Uy. (5.13)

D’autre part nous avons
J(u*) = V(to, x / Y- (t (5.14)

Comme u*(t) = U(t, z*(t)) alors par définition de U on a
ﬂ(ta x* (t)v VyV(t, iC* (t))7 u* (t)> = H(tv :IZ'* (t)v VyV(t, .1'* (t>>>
ce qui donne

e (8) = %—Z(t, 2 () + H( 2" (8), V,V(t,2*(1)) = 0, YVt € [to, 1]

car V satisfait I'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman. On en déduit avec (5.14)
J(u*) = V(tg,2°)

ce qui avec (5.13) nous donne le résultat.
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