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Il est bien connu que, pour tout 1 < p < 400, il existe Cp > 0 tel que

> 10 flloe@ny ~ 1A fll Lo @n) (0.1)

1<i<n

pour toute fonction f € D(R™). Lorsque p = 1, (0.1) est fausse pour L' (R™) mais devient

Do 10if @y ~ =22 fll g e (0.2)

1<i<n

ou H! (R™) est I’espace de Hardy réel classique. Dans cette vue d’ensemble, nous rassem-
blons des résultats qui étendent (0.1) et (0.2) dans deux directions. D’une part, nous nous
plagons dans un ouvert fortement lipschitzien de R™, ou dans un cadre géométrique non
euclidien (variété riemannienne complete ou graphe). D’autre part, nous remplagons A
par un opérateur elliptique d’ordre 2 plus général (opérateur sous forme divergence dans
un ouvert de R™, laplacien de Hodge dans une variété riemannienne, laplacien discret
sur un graphe). Dans le cas des domaines fortement lipschitziens de R™, ces questions
conduisent a introduire des espaces de Hardy—Sobolev et & en donner des propriétés
analogues a celles des espaces de Sobolev usuels. Dans le cas des variétés riemanniennes,
nous introduisons des espaces de Hardy de formes différentielles exactes. Ces espaces
sont adaptés au laplacien de Hodge et possédent des propriétés analogues a ’espace de
Hardy H'(R™). Le laplacien de Hodge posséde un calcul fonctionnel holomorphe sur
ces espaces, et en particulier la transformée de Riesz est continue. Sous des hypotheses
géométriques convenables, nous comparons ces espaces de Hardy aux espaces de Hardy
usuels (dans le cas d’espaces de fonctions) ou aux espaces LP. Enfin, sur un graphe
vérifiant certaines propriétés géométriques, nous obtenons des versions discretes de la
plupart des résultats correspondants pour les transformées de Riesz et inégalités reliées
obtenues dans des variétés riemanniennes.

Nous donnons également des résultats concernant les puissances fractionnaires
d’opérateurs elliptiques d’ordre 2. 1l s’agit de propriétés d’algebre pour des espaces de
Bessel fractionnaires sur des groupes de Lie unimodulaires, généralisant les résultats
euclidiens. Nous utilisons également des estimations de la norme L? de puissances
fractionnaires de certains opérateurs pour montrer une inégalité de Poincaré fraction-
naire pour certaines mesures de probabilité dans R™ ou des groupes de Lie a croissance
polynomiale.
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1. Notations

On utilisera tout au long de ce texte les notations suivantes.

Sin > 1, on désigne par M, (C) 'espace des matrices carrées de taille n X n a
coefficients dans C.

On notera aussi

R = R™ x]0, +o0[.

Si Q C R™ est un cube, on désginera par (@) la longueur du c6té de Q. Si ¢ > 0,
c@ est le cube de méme centre que @ et dont la longueur du coté est cl(Q).

Si (X, d) est un espace métrique et B une boule de centre = et de rayon R dans
X, on notera, pour tout k > 0, kB la boule de centre x et de rayon kR.

Si une fonction f varie dans un ensemble E et si A(f) et B(f) sont deux quan-
tités dépendant de f, on écrira A(f) < B(f) si, et seulement si, il existe C' > 0 tel
que, pour tout f € F,

A(f) < CB(f)
et A(f) ~ B(f) si, et seulement si, il existe C' > 0 tel que, pour tout f € F,
C7YA(f) < B(f) < CA(f).

Si E C R™ est mesurable, on désigne par |E| sa mesure de Lebesgue. Si F': E — R"
est une fonction mesurable, on notera, pour tout = € E, |F(z)| la norme euclidienne
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de F(z), et, pour tout 1 < p < +o0,
1Ellp == IEl,- (1.1)

Ainsi, F' € LP(E) si, et seulement si, toutes les composantes de F' appartiennent a
LP(E).

Pour des fonctions définies sur un ouvert de R", on utilisera la notation d,, pour
désigner les dérivées partielles de f (au sens classique ou au sens faible suivant le
cas) par rapport & la variable x;, 1 <4 < n. Si Q C R™ est un ouvert et F':  — R*
(avec k > 1) est différentiable, on notera DF'(z) la matrice jacobienne de F' au
point x pour tout x € Q. Si F' = (F4,..., F}), on notera, pour tout p € [1, +00],

IDFlloy = > 0. Fjllr)-
1<i<n, 1<j<k

On appelle D(Q2) I'espace des fonctions C*° sur R™ dont le support est un compact
inclus dans €.

2. Introduction
2.1. Le cas du laplacien sur R™
2.1.1. Estimations L?

Nous commencgons par présenter les problemes de racines carrées et d’espaces de
Hardy auxquels cet article est consacré dans le cas le plus simple: celui du laplacien
sur R" (n > 1), c’est-a-dire 'opérateur

A=Y o
=1

Comme —A est auto-adjoint sur L?(R™), il posséde un calcul fonctionnel de Borel,
qui permet de définir sa racine carrée (—A)Y/? sur L*(R™). Si f € D(R"), une
intégration par parties montre que

||(—A)1/2f||2L2(Rn) = (—Af, flrzgn) Z 10, F 1122 s - (2.1)

L’identité (2.1) signifie exactement que

(=22 fllL2@ny = VS| L2@n), (2.2)

en utilisant la notation (1.1). Cette derniere identité montre que le domaine de
(—A)Y? dans L?(R™) est WH2(R™). Elle permet d’étendre par densité (—A)'/2 en
un opérateur continu de W12(R") dans L?(R"), et (2.2) reste valable pour toute
f e Wh2(R").
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2.1.2. Estimations LP

Que devient 1'égalité (2.2) si on remplace la norme L? par la norme LP pour
1 < p < +00? La réponse est la suivante: pour tout p€]l,+oo[, pour toute
f€DR"),

I(=2)2 Fllzo@ny S IVFllo@ny S N2 f ]l Logany.- (2.3)

La deuxieéme inégalité de (2.3) signifie exactement que les transformées de Riesz,
c’est-a-dire ici les opérateurs

Rj =0, (—A)7Y2,

sont continues de LP(R™) dans lui-méme (ou plus précisément, se prolongent de
maniére unique en un opérateur continu de LP(R™) dans lui-méme), ou encore
que la transformée de Riesz vectorielle V(—A)~1/2 est continue de LP(R™) dans
LP(R™,C"). Les opérateurs R; apparaissent de maniere naturelle dans le probleme
suivant. On note

]Ri+1 = {(z1,...,7p,t) € R" L ¢ > 0}.

Soit u € W22(R'7™!) une fonction harmonique dans R/, c’est-a-dire vérifiant

n
Z P u+0fu=0
i=1
dans ]Ri“. La fonction u et toutes ses dérivées partielles possedent une trace sur
R"™, vu comme le bord de ]Ri“, et, pour tout 1 < j < n, 'opérateur R; appliqué a
la trace de —d;u sur R™ donne la trace de 0., u sur R".

La preuve la plus courante de la continuité de R; sur LP(R™) fait appel a
la théorie des opérateurs de Calderén-Zygmund. Pour tout j, R; est continu sur
L?(R™) par (2.2). De plus, le noyau de cet opérateur est

} o Lji—Yj
Kﬁ(xay) = Cn |{E — y|n+1 )
ou la constante ¢, := w_nTHF("T“) ne dépend que de n ([293], Chap. 3). Il vérifie
les estimations suivantes: il existe C' > 0 tel que, pour tous z,y € R™ et tout
1<j<n,

! |z —y|"
0, Kj(z,y)| < EETGE
|0y, Kj (2, y)| < T — gt

Ainsi, R; est un opérateur de Calderén—Zygmund et est donc continu de LP(R™)
dans lui-méme pour tout p € |1, +o0o[ (voir [293], Chap. II, Théoréme 1).
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La premiére inégalité dans (2.3) résulte facilement de la deuxieme par un argu-
ment de dualité, que l'on rappelle brievement ici ([44, 99]). Soient p €1, +o0[ et
p’ €]1, +o0[ défini par %4— 1% = 1. On suppose connue la continuité des transformées
de Riesz sur L (R™). Si f € D(R™), on commence par écrire que

[-8)2f oy = sup [ a2 @g(a)da

geL? (R )i|lgll

LP’(RH)Sl

Or l'espace E := {g € L (R"); il existe h € L¥ (R™) telle que (—A)'/2h = g} est
dense dans L¥' (R™) (voir par exemple [278], Lemme 1), de sorte que

1(=2)"2f| Lo @ny = sup / (—A)V2 f()g(z)dx

9EE:Igll L pr gy <1 IR

- sup | 2@~ ha)do
RELP RN (= A) /2]y ) <1 1R

= sup f(@)Ah(z)dx
RELY (R [[(=A) /2]y o <1 1R

= sup Vf(z) - Vh(z)dx
heL? (R );[[(=A) /2Ry gy <1 I/RT

< ”foLP(R") sup HVh’”LPI(R")

heLP (Rn)s[|(=A)1/2h|| 1

LP’(]M)S
< Cva”LP(R")a

la derniére inégalité provenant de la continuité des transformées de Riesz de L' (R™)
dans lui-méme.

Signalons ici que les inégalités (2.3) sont valables avec une constante implicite
indépendante de la dimension n. Pour la continuité des transformées de Riesz, ce
résultat remonte & ([295]). Ce fait peut aussi étre vu comme conséquence d’une
preuve de (2.3) due & Gundy et Varopoulos ([184]). D’autres preuves se trouvent
dans [49, 128], ainsi que dans [275], ol cette indépendance vis-a-vis de la dimension
est obtenue par une méthode de transférence due & Coifman et Weiss ([95]). Le
résultat est aussi prouvé pour le générateur du semi-groupe d’Ornstein—Uhlenbeck
avec la mesure gaussienne, résultat déja obtenu dans [258].

2.1.3. Interprétation en termes d’espaces de Sobolev et de Bessel

On peut interpréter (2.3) en termes d’espaces de Sobolev et de Bessel. On dispose
d’'une part des espaces de Sobolev W1P(R"), formés des fonctions f € LP(R™)
telles que |Vf| € LP(R™). Par ailleurs, pour 1 < p < 400 et a > 0, I'espace de
Bessel L“P(R™) peut étre défini comme 'espace des fonctions f € LP(R") telles
que (—A)*/2f € LP(R™) (les puissances de —A étant toujours définies via le calcul
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fonctionnel de Borel). L’estimation (2.3) signifie alors exactement que WP (R") =
LY22(R™) (voir [69, 236]).

Un aspect remarquable de (2.3) est que 'opérateur V est local (au sens ot, si
f est & support dans un ensemble A, Vf est aussi a support dans A) alors que
opérateur (—A)/?2

Un autre point important est que (2.3) est valable pour tout 1 < p < +oc.
Cela tient de maniere essentielle au fait que I'on se place dans I’espace euclidien et
qu’on considere le laplacien, c’est-a-dire un opérateur différentiel d’ordre 2 a coef-
ficients réguliers (et méme constants). Dans la suite, on sera amené a examiner la
validité de (2.3) dans d’autres contextes géométriques et pour d’autres opérateurs
que le laplacien. Il s’agira encore de comparer un espace de Sobolev “géométrique”
et local, c’est-a-dire défini par un “gradient”, avec un espace de Sobolev “ana-
lytique”, défini au moyen des puissances fractionnaires d'un “laplacien”. On verra
alors apparaitre des restrictions sur les valeurs de p, provenant du cadre géométrique
ou de lirrégularité des coefficients de 'opérateur considéré.

ne 'est pas.

2.1.4. Estimations limite

Les inégalités (2.3) sont fausses pour p = 1 et pour p = +o0.

Plus précisément, l'espace des fonctions f € LY(R™) pour lesquelles
V(=A)"Y2f € LY(R™) est exactement I'espace de Hardy H'(R") introduit par
Stein et Weiss dans [297]. Cet espace posseéde de nombreuses caractérisations sur
lesquelles nous reviendrons dans la section 2.3, mais nous le définissons provisoire-
ment comme l'espace des fonctions f € L'(R"™) pour lesquelles V(—A)~1/2f ¢
LY(R™).

Les opérateurs R; sont non seulement continus de H'(R™) dans L'(R"), mais
de H'(R") dans lui-méme. La preuve de ce résultat fait & nouveau appel a la
théorie des opérateurs de Calderén—Zygmund (voir [261], Théoreme 3, p. 237) mais
peut aussi se faire grace a la description des espaces de Hardy par des systemes de
fonctions harmoniques conjuguées ([293], Chap. 7).

Si on convient de noter

IVFllm @y = > 110, fll @ny
=1

on peut reformuler ce qui précede en disant que V(—A)~/2 est continu de H'(R")
dans lui-méme. On peut méme affirmer (voir par exemple [31], Chap. 4, Théoréme 1)
qu’il existe C' > 0 tel que, pour toute fonction f € D(R"),

I(=2)Y2 Fll ey ~ (V£ ar2 emy- (2.4)

Remarque 2.1. A la différence du cas des espaces LP, la norme de V[ dans
H(R™) n’est pas définie comme la norme dans H'(R") de |Vf|. Cette derniere
fonction, qui est positive ou nulle partout, ne peut appartenir & H(R") que si
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elle est identiquement nulle, car toute fonction de H'(R™) est d’intégrale nulle sur
R™ (voir la section 2.3). Nous reviendrons sur la maniere de définir 'appartenance
d’une fonction vectorielle a un espace de Hardy dans la section 5.

Les opérateurs R; ne sont pas continus de L*>°(R") dans lui-méme, mais de
L>(R™) dans 'espace BMO(R") introduit par John et Nirenberg ([214]). On rap-
pelle qu'une fonction f mesurable sur R™ et de carré localement intégrable appar-
tient & BMO(R™) si, et seulement si,

1 ) 1/2
Iflmow = sup (g [ @)= foPr) <voe (29

ol la borne supérieure est prise sur tous les cubes Q C R™ et

1
for= 1 /Q f()d

est la moyenne de f sur Q. Le lemme de John et Nirenberg assure que 'exposant
2 dans (2.5) peut étre remplacé par tout exposant p € [1, +oo| ([214]).

La continuité des opérateurs R; de L*(R") dans BMO(R™), et méme de
BMO(R™) dans lui-méme, peut étre vue comme une conséquence de la théorie
des opérateurs de Calderén—Zygmund ([261], Corollaire, p. 239, voir aussi [149]).
On a méme ([31], Chap. 4, Théoréme 1):

I(=2)"2Fll mo@n) ~ IVl mo@m), (2.6)

avec

IV£llBro@m) = _ 10, fll Baron)-

i=1

Récapitulons: pour p = 2, (2.3) est simplement une intégration par parties (et est
en fait une égalité). Pour 1 < p < 400, (2.3) résulte de la théorie des opérateurs
de Calderén—Zygmund. Pour p = 1 ou p = 400, (2.3) est fausse, mais on obtient
une version limite de (2.3) en remplacant L' par l'espace de Hardy H' et L
par I'espace BMO. Rappelons deés & présent que BMO est le dual de H' (nous
reviendrons sur ce point dans la section 2.3.4).

2.2. Extension a d’autres contextes géométriques et d’autres
opérateurs elliptiques d’ordre 2

Les résultats des sections 2.1.2 et 2.1.4 ont été étendus dans de nombreuses direc-
tions. Nous décrivons brievement ici celles qui seront présentées dans la suite.

2.2.1. Le cas des opérateurs elliptiques d’ordre 2 sous
forme divergence dans R™

Que deviennent les résultats des sections précédentes si le laplacien est remplacé par
des opérateurs elliptiques d’ordre 2 sous forme divergence a coefficients complexes?



8 FE. Russ

On décrit plus précisément la classe d’opérateurs considérés (cette présentation
est empruntée & [31], Chap. 1). Soit A : R — M, (C) une fonction mesurable
bornée et uniformément elliptique, ce qui signifie qu’il existe § > 0 tel que, pour
presque tout x € R” et tout £ € C”,

(A(2)€,€) > al¢)*. (2.7)

Ici, (-,-) désigne le produit hermitien usuel dans C" et |£| la norme euclidienne de
&. On notera qu’on ne suppose aucune régularité sur les coefficients de A.

Il existe un unique opérateur maximal accrétif L sur L?(R") de domaine maxi-
mal D(L) tel que, pour toute f € D(L) et toute g € W12(R™),

(Lf.9)= | A@)Vf(z) Vg(z)dz.
Rfl
Cet opérateur L est formellement noté L = —div (AV). Un tel opérateur engen-
dre un semigroupe d’opérateurs (e ~*%);~( analytique et contractant sur L?(R"). 11
possede une unique racine carrée maximale accrétive L'/2. Quand A(z) = Id pour
tout x € R™, L = —A.

Théorie L?. Si on suit le déroulement de la section 2.1, récapitulé en fin de sec-
tion 2.1.4, la premiere question qui se pose pour L'/? est la suivante: le domaine
de L'/? est-il égal & WH2(R™) et a-t-on

1LY £l 2qgny ~ IVl 22y (2.8)

pour toute f € W1H2(R")?

Cette question remonte a Kato et est motivée a l'origine par des questions
de perturbations pour des équations aux dérivées partielles hyperboliques (voir
[218, 256]). Lorsque A(z) est réelle symétrique pour tout z € R™, (2.8) s’obtient
par un argument analogue a celui présenté dans la section 2.1.1. Cette observation
conduit & la question suivante, posée par Kato: Papplication A — L'/2, définie de
I’espace des matrices réelles symétriques uniformément elliptiques dans ’espace des
opérateurs continus de W12(R") dans L?(R"™), est-elle analytique? Si on sait prou-
ver (2.8) lorsque la partie imaginaire de A est assez petite, on en déduit facilement
cette analyticité en utilisant une version de la formule de Cauchy a valeurs dans
les opérateurs continus de W12(R™) dans L*(R") ([308]). Cette remarque constitue
une motivation pour considérer le cas des coefficients complexes.

On ne peut pas répondre en général a la question (2.8) par un calcul ana-
logue & celui présenté dans la section 2.1.1. L’estimation (2.8), longtemps connue
sous le nom de conjecture de Kato, a été prouvée en 2001 par Auscher, Hofmann,
Lacey, McIntosh et Tchamitchian grace a des méthodes d’analyse harmonique pro-
fondes ([20]). Revenant aux préoccupations initiales de Kato, on peut donner une
application de ce résultat a un théoreme d’existence pour un probleme de Cauchy
hyperbolique (voir [11]).
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Remarque 2.2. Une version pondérée de l'estimation (2.8) a été prouvée
récemment par Cruz-Uribe et Rios pour des opérateurs sous forme w~tdiv(AV),
avec w € Ay et w4 bornée et uniformément elliptique ([108]).

Théorie LP. Soit maintenant p € |1, +o00[, p # 2. A-t-on
1LY fll Loqrny ~ IV | oqn) (2.9)

pour toute f convenable?
Dans Pestimation (2.9), on distingue la domination au sens L? de Vf par L*/?f:

IVFlzo@ny S L2 F]| Loeny (2.10)
et la domination au sens L? de L'/2f par Vf:
1LY f | Lo@ny S VS | o@n)- (2.11)

L’estimation (2.10), qui traduit donc la continuité sur LP(R™) des transformées
de Riesz 9, L~1/? associées & L, est reliée & des problemes de régularité pour des
opérateurs elliptiques d’ordre 2 avec des conditions aux limites de type Dirichlet
ou Neumann. Pour illustrer ces liens, on suppose que le semigroupe engendré par
L est continu sur LP(R™), ce qui implique la méme propriété pour e~tl"? | Soit
ug € WHP(R™), et considérons le probleme de Dirichlet

Ofu—Lu=0 dans R}
(2.12)

lim u; = ug,
t—0

la limite étant prise au sens de LP(R™). Si (2.9) est satisfaite, alors la solution

_+LY/2

donnée par u; = e ug vérifie la régularité suivante:

igg(llatU(t» WMo+ 1Vault, )llp) < [Vuollp-

Soit maintenant vy € LP(R™) et considérons le probleme de Neumann

Ofu—Lu=0 dans R7™,
_ (2.13)
thH(l) Oruy = vg,

la limite étant prise au sens de LP(R™). Si (2.9) est satisfaite, alors la solution
1/2
donnée par u; = —etF 212y, vérifie

igg(llatU(t» Mo+ IVault, )llp) S [IVoollp:

Une version de ces problemes avec des limites non-tangentielles au bord (dans la
boule unité de R"*1) est considérée dans [221], o les auteurs prouvent que ces
problémes ont une solution pour tout p€]1,2 + ¢[ et que cette borne supérieure
pour p est optimale.

Voici une autre connexion entre (2.10) et la solution d’une équation aux dérivées
partielles elliptique. Si p > 2, alors on a (2.10) si, et seulement si, il existe
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C > 0 vérifiant la propriété suivante: pour tout cube Q C R™ et toute fonction
u € WH2(3Q) satisfaisant Lu = 0 dans 3Q, on a linégalité de Holder inverse
suivante pour le gradient de u:

(1), |w<x>|p)1/psc(ﬁ / |Vu<x>|2)1/2- (214)

Cette propriété a été découverte par Shen ([287]). Nous y reviendrons dans la
section 6 car cette propriété s’étend au cas des graphes (ainsi qu’a celui des variétés
riemanniennes (voir [15]).

Revenons au probleme de la validité de (2.9). Mentionnons d’abord le fait que,
par un argument de dualité semblable a celui présenté en fin de section 2.1.2, on
montre que, pour 1 < p < 400, la validité de (2.10) pour L et p entraine celle de
(2.11) pour L* et p’ avec % + 1% = 1. La réciproque est fausse, comme on le verra.
La question de la validité de (2.9) est plus compliquée que dans le cas du Laplacien.
Ainsi, pour tout € > 0, il existe un opérateur L = —div (AV) symétrique réel tel
que l'inégalité

IV llzo@ny S ILY2 fll oy

ne soit vérifiée pour aucun p > 2+« (ce résultat est cohérent avec ceux de [221]). Un
contre-exemple, dii & Kenig, se trouve dans [31], p. 119. Cela montre, en particulier,
que les transformées de Riesz associées a L, c’est-a-dire les opérateurs 0, jL*I/ 2 ne
sont pas, en général, des opérateurs de Calderén—Zygmund, a la différence du cas
o L = —A (voir la section 2.1).

La validité de (2.10) est trés liée aux propriétés de continuité sur certains espaces
L7 du semigroupe e 'L et de son gradient Ve~*Y. Plus précisément ([13], Proposi-
tions 5.2 et 5.7):

Théoréme 2.1.

1. sil<p<2, alors VL™Y? est continu de L?(R™) dans LP(R™) si, et seulement
si, et est continu de LP(R™) dans L*(R™),

2. 512 < p < +00, alors VL2 est continu de LP(R™) dans LP(R™) si, et seule-
ment si, tVe L est uniformément borné (pour t > 0) de L?(R™) dans LP(R™).

En combinant le point 2. et le résultat de Shen, on voit donc que, pour p > 2,
linégalité de Holder inverse (2.14), qui est une propriété de régularité elliptique
pour I'opérateur L, implique la continuité de tVe~** sur L?(R") dans LP(R"), qui
est une propriété de régularité parabolique.

Ces résultat, et d’autres du méme type, reposent de fagon essentielle sur des esti-
mations L? de type Gaffney sur e ~*%, qui sont satisfaites pour tout L = —div(AV)
uniformément elliptique a coefficients complexes (I'idée de ces estimations remon-
tent & [157]). On peut énoncer ces estimations ainsi: il existe C' > 0 tel que, pour
tous sous-ensembles fermés disjoints E, F C R™ et toute fonction f € L*(R") a
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support dans F,

2

d
) T (2.15)

HeftLHLz(F) < Cexp (—7

ou d := d(E,F) > 0. Une propriété de ce type d’estimations est de s’étendre &
des contextes géométriques tres généraux. Nous reviendrons sur ces estimations de
type Gaffney, qui jouent aussi un role essentiel dans la preuve de (2.8) dans [20], &
propos des espaces de Hardy de formes différentielles sur des variétés riemanniennes
(voir la section 5) et dans la section 7 & propos de [266].

Voici les résultats connus pour la validité de (2.10) et de (2.11) pour un opérateur
L = —div(AV) général ([13]):

1. (2.10) est vraie pour:

1<p<4o0 sin=1,
l<p<2+4e¢ sin =2,
n+2—€<p<2+6 sin >3,
2. (2.11) est vraie pour:
1<p<4o0 sin=1oun=2,
2
1<p<—n+6 sin=3oun=4,
n—2
M cp< + >5
—€ —— +¢ si
n+4 P — "

On ajoute ici que, si pr, < 2 est tel que e~ L est continu de LP(R™) dans L%(R")
pout tout p€lpr,2[, alors VL™'/2 est continue sur LP(R™) (Théoreme 2.1) mais
aussi sur W1P(R") (voir [38], Théoreme 4.12).

Lorsque le noyau du semi-groupe (e ')~ vérifie des estimations ponctuelles
en taille et en régularité holderienne (ce qui est toujours le cas si A est a coefficients
réels), alors (2.10) est vraie pour tout 1 < p < 24 ¢ et (2.11) est vraie pour tout
1 < p < 400 ([31], Chap. 4). Nous allons préciser ces estimations poinctuelles &
propos des versions limites de (2.10) et de (2.11) dans les espaces de Hardy et dans
BMO. On notera auparavant que, si A est a coefficients réels, on a bien (2.11) pour
tout p €)1, +o0[ et L*, alors qu'on n’a pas en général (2.10) pour tout ¢ €]1, +oo|
et L. Cela illustre le fait que 'argument de dualité exposé en fin de section 2.1.2
n’admet pas de réciproque.

Le cas des espaces de Hardy et de BMO

Suivant toujours le plan de la section 2.1, on pose également les questions suiv-
antes: a-t-on

1LY £l gy ~ IV [ ey (2.16)
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et
ILY2 £l sro@ny ~ IVl Bmon)? (2.17)

On a vu que la comparaison de Vf et L'/2f dans L est reliée & la continuité du
semigroupe e~ sur certains espaces L9. La comparaison de ces quantités dans
H'(R™) peut étre établie sous une hypothése plus forte, qui fait intervenir le noyau
de el

On dira que L vérifie (G) si, et seulement si, le noyau de e~ L, désigné par
K, est une fonction mesurable sur R™ x R™| et s’il existe C, ¢ > 0 et ;1 €]0, 1] tels

que, pour presque tous z,y,y" € R et tout t € ]0, +o0],

(Goo)

C (ly=y1Y
/ /
i) = Koo/ )|+ |Kilone) — Ko o) < iy (L)

On notera que la premiere inégalité dans (G,) est une hypothese de taille sur
|K¢(z,y)|, qui implique en particulier la continuité de e~** de LP(R") dans lui-
méme pour tout p € [1,400], et que la deuxieme inégalité dans (G ) signifie que
x+— Ki(z,y) et y — Ki(x,y) sont p-holderiennes pour tout ¢ > 0.

Lorsque L = —A, l'expression exacte de K¢(x,y) est

1 x —yl?
Ki(z,y) = @) exp (—7' pr | ), (2.18)

et (G) est clairement satisfaite. Plus généralement, quand A est a coefficients
réels, (Gs) est toujours vérifiée ([7]). L'hypothese (G ) est également vraie pour
A a coefficients complexes si n = 1 ou n = 2. Pour tout n > 3, il existe A tel que
Popérateur L correspondant sur R™ ne vérifie pas (G ) et n’est en fait méme pas
borné sur L ([17, 154, 198, 254]). L’hypotheése (G ) est cependant encore satisfaite
lorsque A est de classe C' ou que ses coefficients vérifient d’autres conditions de
régularité. On peut ajouter que (G), qui traduit la régularité parabolique de L,
est en fait équivalente a une propriété de régularité elliptique pour L. On renvoie
a [31], Chap. 1 pour une discussion détaillée & ce sujet, ainsi qu’au chapitre 6
de [273].

Voici un résultat concernant la validité de (2.16) et de (2.17) sous
I'hypothese (G ):

Théoréme 2.2.  On suppose que lopérateur L satisfait la condition (G). Alors:

L [LY2 | gy ~ IVF i @y,
2. |ILY2 f|l pmory S |AVS| Bmo®n -

Par un argument analogue a celui présenté en fin de section 2.1.2, le point 2.
résulte de

IVF Il emy S VLY F e e
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par dualité. On notera aussi que I'inégalité

IV fllBmogeny S L2 fll saogen)

est fausse en général, car, par interpolation avec (2.8), elle entrainerait la validité
de (2.10) pour tout 2 < p < +00, qui est fausse en général méme sous I’hypothese
(G ), comme le montre le contre-exemple de Kenig (qui est & coefficients réels, [31],
p. 119). On signale enfin que l'inégalité || LY f|| g1 @) S |V 2 mn) est prouvée
dans [20] sous I'hypothese que (I + t>L)~! est uniformément bornée (pour ¢ > 0)
sur LP(R™) pour un certain p € [1, 2.

2.2.2. Le cas des domaines fortement lipschitziens de R™

On considere maintenant les questions précédentes (comparaisons de L'Y2f et Vf
dans L?, dans un espace de Hardy, dans BMO) dans un domaine fortement lips-
chitzien Q C R™, en mettant sur P'opérateur L la condition au bord de Dirichlet ou
de Neumann (voir les définitions précises dans la section 3.1).

Théorie LP. Pour p = 2, 'estimation donnée par (2.8) s’étend au cas des domaines
fortement lipschitziens et se formule en général comme suit (aussi bien pour la
condition de Dirichlet que pour celle de Neumann, voir [34]):

ILY2 fp2) + 12y ~ 1V Fll2c) + [1F ]| 20)- (2.19)

On notera que ce résultat est aussi valable dans le cas de conditions mixtes au
bord ([36]).

Pour p€]l,4o00[, p # 2, il convient, comme dans le cas de R™, de distinguer
entre la domination dans LP(Q) de Vf par L'/2f et celle dans LP(Q2) de L'/2f par
Vf. La domination de Vf par L'/2f dans LP(Q) n’est en général pas vraie pour
tout p €11, +o0[, méme dans le cas du Laplacien (& la différence du cas de R™ pour
le laplacien). Plus précisément, on a

IV llzo@) S (=22 fll oo (2.20)

pour tout 1 < p < 3+ € pour les conditions Dirichlet et Neumann. En dimension
n = 2, lestimation (2.20) est vraie pour 1 < p < 4 + . A chaque fois, les bornes
sur p sont optimales. Si le domaine Q est de classe C!, (2.20) est valable pour tout
1 < p < 400 (pour les conditions au bord Dirichlet et Neumann). Pour tous ces
résultats, voir [210].

Auscher et Tchamitchian ont montré dans [33] que, si L vérifie une version de
(G ) convenablement adaptée a la situation, qui sera notée (G) dans la suite (voir
la section 3 pour un énoncé exact), alors

1L ooy S IV ey + 1 1lLo@) (2.21)
pour tout 1 < p < 400 et toute f, et il existe £ > 0 tel que

IVFllr)y S HL1/2f||LP(Q) (2.22)
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pour tout 1 < p < 2 4 &. Comme dans le cas de R™, la borne supérieure pour
p dans (2.22) est optimale. Les inégalités (2.21) et (2.21) sont valables, pour des
fonctions f appropriées, aussi bien sous la condition Dirichlet que sous la condition
Neumann. Enfin, (2.22) est valable sous la seule hypothese que K; (le noyau de
et

holderienne de K; n’est pas nécessaire ([130]).

possede une majoration gaussienne ponctuelle, c’est-a-dire que la régularité

Estimations limite

Dans le cas limite p = 1, que deviennent les inégalités (2.21) et (2.22)? On a vu dans
le Théoreme 2.2 qu’on peut comparer LY/2f et Vf dans 'espace de Hardy H'(R").
Quand on se place sur un domaine €, il est naturel de remplacer H*(R™) par des
espaces de Hardy H' sur Q. Une différence avec le cas LP(f2) est que plusieurs
espaces de Hardy sur ) peuvent intervenir. Ces espaces sont, par analogie avec
les espaces de Sobolev, définis soit comme 'espace des restrictions a €2 des fonctions
de H'(R"), soit comme celui des fonctions de H'(R™) & support dans Q. Avec
Auscher et Tchamitchian, nous avons prouvé des versions de (2.21) et (2.22) qui
font intervenir ces deux espaces, et dépendent de maniere essentielle des conditions
au bord pour lopérateur L sur © (voir la section 4).

La preuve de ces versions de (2.21) et (2.22) sur des domaines apparaitra comme
une conséquence d’une théorie générale des espaces de Hardy—Sobolev sur €, c’est-
a-dire des espaces de fonctions dans L'(£2) dont les dérivées faibles appartiennent
a un espace de Hardy sur . Ces espaces de Hardy—Sobolev ont des propriétés
analogues a celles des espaces de Sobolev usuels (propriétés d’extensions, de densité,
de changement de variable...), qui reposent toutes sur une caractérisation de ces
espaces de Hardy—Sobolev en termes de fonctions maximales adaptées. On décrira
ces résultats dans la section 4.

Ces questions amenent naturellement a considérer de pres les espaces de Hardy
sur des domaines de R", et a en donner des caractérisations analogues a celles des
espaces de Hardy sur R™. Nous examinerons ces questions dans la section 3, avant
de passer aux espaces de Hardy—Sobolev et revenir au probleme des racines carrées
dans la section 4.

2.2.3. Le cas des variétés riemanniennes

Les questions de racines carrées envisagées jusqu’ici peuvent étre formulées dans
le contexte d’une variété riemannienne M pour 'opérateur de Laplace—Beltrami A
(que I'on supposera positif dans L?(M) par convention). On supposera M connexe
et complete. On a de fagon immédiate

IAY2 fll 2 = IV fIll 2 = ldf |l L2car T2,

en raison du caractere auto-adjoint de A, en notant V le gradient et d la différentielle
extérieure. Les normes LP sont calculées par rapport a la mesure riemannienne dy.
La question de comparer les normes L? de A'/2f et de |Vf| pour p # 2 a été posée
par Strichartz en 1982 dans [301]. La théorie L? a été développée par de nombreux
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auteurs (Auscher, Bakry, Coulhon, Duong, Hofmann, etc.) et fait intervenir cer-
taines hypotheses géométriques sur M: croissance du volume des boules, inégalités
de Poincaré, courbure de Ricci minorée. Comme dans la section 2.2.1, on distingue

Idf | Lo arrary S 1A £l Locary (2.23)

et

IAY2 F | Loary S Ndf Il poarran- (2.24)

Par un argument de dualité semblable a celui présenté en fin de section 2.1.2, si
1 < p < +00, (2.23) pour p entraine (2.24) pour p’ avec % + 1% =1.

On rappelle ici les résultats principaux de la théorie LP. On notera p la distance
riemannienne. Pour tout z € M et tout r > 0, on note B(z,r) la boule géodésique
de centre x et de rayon r et V' (z, ) sa mesure. On fera toujours I'hypothese suivante

sur V(z,r): il existe C > 0 tel que, pour tout x € M et tout r > 0,
V(z,2r) < CV(z,r), (D)

ou C' ne dépend que de M. Cette hypothese signifie que M, munie de la distance et
de la mesure riemanniennes, est un espace de nature homogene, ce qui est le cadre
“naturel” pour de nombreux résultats en analyse réelle (voir les commentaires sur
cette hypothese et des références pour des résultats sur les transformées de Riesz
sans cette hypothese dans la section 2.4).

On a souligné dans la section 2.2.1 le lien entre continuité des transformées
de Riesz associées a un opérateur et continuité du semigroupe engendré par cet
opérateur, et que la théorie est différente pour p < 2 et p > 2. On introduit ici le

semigroupe engendré par A, e *2, et son noyau p;.

Transformées de Riesz: le cas 1 < p < 2
On dira que (DUFE) est satisfaite si, et seulement si, il existe C' > 0 tel que, pour
tout t > 0 et tout x € M,

C
pe(x, ) < m

Cette majoration “sur la diagonale” s’améliore en une majoration gaussienne: sous
les hypotheses (D) et (DUE), il existe C,c¢ > 0 tels que, pour tout ¢ > 0 et tous
r,y € M,

(DUE)

M) (GUE)

C
pe(x,y) < W exp <_C P

On notera que, dans le cas ou M = R"™, l'expression (2.18) montre que cette
hypothese est bien satisfaite. Plus généralement, (GUFE) est vérifiée des que la
courbure de Ricci de M est positive ou nulle ([234]). De plus, la conjonction de (D)
et de (DUE) est équivalente ([177]) & l'inégalité de Faber—Krahn suivante: il existe
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¢,v > 0 tel que, pour tout = € M, tout r > 0 et tout domaine régulier Q@ C B(x,r),

o> 5 (e

Voici alors un résultat de continuité des transformées de Riesz pour 1 < p < 2 ([98]):

Théoréme 2.3. Sous les hypothéses (D) et (GUE), on a (2.23) pour tout 1 <
p <2, et donc (2.24) pour tout 2 < p < +oo0.

Transformées de Riesz: le cas 2 < p < +00.
L’exemple de la variété formée de deux copies de R? reliées entre elles par un
cylindre montre que, sous les hypotheses du Théoréme (2.3), I'inégalité (2.23) peut
étre fausse pour tout p > 2 ([98]).

Sion rajoute & (GUE) une hypothese de minoration analogue pour p;, on obtient
I’hypothese suivante:

¢ d*(z,vy) C d?(z,y)
Wexp(—C 7 ) < pt(ﬂc,y) < WGKP<—C 7 ) (LUE)

pour tout ¢ > 0 et tous x,y € M. L’hypothese (LUE) est vérifiée quand M est a
courbure de Ricci positive ou nulle ([234]) et est équivalente ([283]) & la conjonction
de (D) et d'une inégalité de Poincaré L? sur les boules, qui s’énonce comme suit: il
existe C' > 0 tel que, pour toute boule B C M et toute fonction f € C*(B),

/ (@) — folPde < O / V) ()| 2da, (P)
B B

ou fp désigne la moyenne de f sur B et r le rayon de B.

Sous les seules hypotheses (D) et (P), on n’a pas en général (2.23) pour tout
p > 2 ([102, 233]). Toutefois, en supposant toujours (D) et (P), on peut relier la con-
tinuité de VA~Y/2 sur LP pour p > 2 & celle de tde—*2, & I'instar du Théoreme 2.1.
Plus précisément ([16], Théoreme 1.2), si (D) et (P) sont satisfaites, et si pg > 2,
la condition

C
lde™*2 f|l o < WWHW (2.25)
pour tout ¢ > 0 entraine la continuité de VA~Y2 pour tout p e 12, po[. En partic-
ulier, si on suppose la majoration suivante pour le gradient de p;:

C
pour tout ¢ > 0 et tous z,y € M, alors (2.23) est valable pour tout 2 < p < 400,
donc (2.24) est vraie pour tout 1 < p < 2.

Ces résultats pour p > 2 couvrent la plupart des cas connus antérieurement:
variétés a courbure de Ricci positive ou nulle ([45, 46], & ceci pres que dans ces
papiers, les constantes de continuité obtenues sont indépendantes de la dimension
de la variété), groupes de Lie a croissance polynomiale munis d’un sous-laplacien
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([4]), revétements co-compacts dont le groupe est a croissance polynomiale ([125]),
variétés coniques sans bord avec une base compacte ([233]).

Sous les hypotheses (D) et (P), Auscher et Coulhon ([15]) ont aussi prouvé un
analogue du théoréeme de Shen ([287]) énoncé dans la section 2.2.1.

Supposons toujours (D) et (P). On a donc (2.23) pour tout 1 < p < 2. De
plus, en utilisant des arguments semblables & ceux de [164], on établit analogue
de (2.14) pour p = 2 4 € pour un € > 0. En conséquence, (2.23) est aussi valable
pour 2 < p < 2 + ¢, de sorte que (2.24) a lieu pour p€]2 — 1,2 + n[ avec n > 0.
Finalement, on obtient

Idf || Loarreary ~ |AY2 Fll Logan

pour tout p€]2 —n,2 + n[, sous les hypotheses (D) et (P). On notera que, dans
I’exemple des deux copies de R? reliées entre elles par un cylindre, cette équivalence
n’est vraie pour aucun p > 2, mais (P) n’est pas satisfaite.

On mentionne également qu’une théorie de la continuité des transformées de
Riesz dans des espaces LP a poids sur des variétés riemanniennes a été développée
dans [22].

Il ressort de la description précédente que, alors que la continuité des trans-
formées de Riesz sur LP pour 1 < p < 2 est vraie sous des hypotheses assez larges,
cette continuité pour p > 2 est beaucoup plus clairement reliée a la géométrie
de la variété. D’autres travaux éclairent ce phénomene en s’intéressant aux liens
entre continuité de la transformée de Riesz et géométrie a 'infini de la variété. Ces
travaux montrent en particulier que, sur la variété formée de deux copies de R"
reliées par un cylindre, dA~/2 est bornée sur L? si, et seulement si, 1 < p < n
(voir [74, 75, 180, 181, 189]). On mentionne ici que ces travaux reposent sur une
analyse fine de la résolvente du Laplacien ou de ses perturbations compactes, et
qu’en retour, des résultats de continuité de la transformée de Riesz peuvent donner
des informations sur la résolvente de perturbations compactes du laplacien ([61]).
De nombreux autres travaux ont été consacrés aux transformées de Riesz associées
a un opérateur de Schrodinger sur une variété riemannienne, parmi lesquels on peut
citer [37, 45, 259, 288, 327].

L’inégalité inverse
En dehors des cas on (2.24) résulte de (2.23) par dualité, Auscher et Coulhon ont
établi une condition suffisante de validité de (2.24). Cette condition fait intervenir

une inégalité de Poincaré dans L? sur les boules, qui s’énonce ainsi: il existe C' > 0
tel que, pour toute boule B C M de rayon r et toute fonction f € C*°(B),

/ f(@) — fulPde < O / V(). (2.27)
B B
On a alors ([15]):

Théoréme 2.4. On suppose que (D) est satisfaite et qu’on a aussi (2.27) pour
un certain p € [1,2[. Alors (2.24) est satisfaite pour tout q € |p,2].
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On peut préciser davantage le lien entre (2.23) et (2.24) d’une part et les inégalités
de Poincaré d’autre part. On a déja mentionné que, sous (D) et (P), on n’a pas
nécessairement (2.23) pour des valeurs de p > 2. On peut également avoir (2.23)
exactement pour 1 < p < 2 et (2.27) uniquement pour p > 2, comme dans le cas
de deux copies de R? reliées entre elles par un cylindre ([75]).

On peut ajouter que les liens entre continuité de la transformée de Riesz sur
LP et le noyau de la chaleur sur les 1-formes différentielles sont examinés en détail
dans [99].

Dans la continuité de [99], on mentionne également le lien entre ces questions
de transformées de Riesz et la cohomologie LP pour les 1-formes différentielles. La
cohomologie L? de de Rham ([119]) dit que

LA (A'T*M) = R(d) ® R(0) ® N(A), (2.28)
ou 0 est 'adjoint de d, R(d) (resp. R(9)) désigne I'image de d (resp. de §), A = do+
dd est le laplacien de Hodge-de-Rham pour les 1-formes différentielles et N'(A) est
son noyau. Les adhérences sont prises dans L?. Cette décomposition est orthogonale.

On pose la question de savoir si on a une décomposition analogue dans LP,
c’est-a-dire si on a

LP(A'T* M) = R(d) ® R(5) ® N(A), (2.29)
les adhérences étant cette fois prises dans LP. Cette question a été examinée dans
le cas des variétés compactes orientées ([286]) et sur les domaines de telles variétés
([208]). Dans [301], Strichartz établit le lien entre cette question et les transformées
de Riesz, et [241] donne des résultats de cohomologie dans le cas des formes de tout
degré en supposant que le spectre L? du laplacien de Hodge est minoré par une
constante strictement positive.

Voici des conséquences des théoremes précédents sur les transformées de
Riesz concernant (2.29). Le projecteur sur les 1-formes exactes est dA™'§ =
(dA~Y2)(dA=1/2)*. On considere la propriété:

1[dAT 6w| poarreary S lwllLearran (I1p)

pour toute 1-forme w.

On suppose (D) et (P). Si pg > 2 et si (2.25) est satisfaite, alors (II,) est vraie
pour tout p € |qo, po[, avec qio + pio =1 ([16]). On en déduit le résultat suivant ([16],
Corollary 5.2):

Théoréme 2.5. On suppose (D), (P) et (2.25) pour un py > 2. Soit qy défini par
qio + pio = 1. Alors, si go < p < po, (2.29) est une décomposition topologique dans
LP sous I’une des trois hypothéses suivantes:

1. M est une surface,

2. la seule 1-forme harmonique est nulle,

3. le semigroupe e~'A est borné sur LP(AYT*M).
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Une conséquence de ces résultats est que, si M est a courbure de Ricci positive
ou nulle, alors (2.29) est vraie pour tout p €]1, +oo].

Ajoutons que, si 1 < p < 400 et % + 1% = 1, la conjonction de (2.24) pour p’ et
de (II,) pour p’ entraine (2.23) pour p ([15]).

On reviendra sur ces questions de cohomologie (en remplagant LP par des
espaces de Hardy appropriés) dans la section 5.

Les preuves de ces résultats reposent I'extension de la théorie des opérateurs de
Calderén—Zygmund a certains opérateurs “sans noyau”. On renvoie a la section 6.7

pour un commentaire plus détaillé et des références.

Résultats locaux

Il est également possible de développer une théorie semblable pour les transformées
de Riesz locales en supposant que les propriétés (D) et (P) ne sont vraies que
localement. On dira que M est a croissance exponentielle du volume si, et seulement
si, pour tout rg > 0, il existe C, ¢ > 0 tels que, pour tout x € M, tout > 1 et tout
r > T,

V(x,0r) < CeV(x,r). (2.30)

On dira que M vérifie une inégalité de Poincaré locale L? sur les boules si, et
seulement si, pour tout ro > 0, il existe C' > 0 tel que, pour toute boule B C M de
rayon r < rg et toute fonction f € C*°(B),

/ (@) — fpde < O / IV () P (Puoc)
B B

Alors ([16], Théoréme 1.6), sous les hypotheses (2.30) et (Poc), si, pour un pg > 2
et un @ >0, on a
e(’t

t
7 [ fllzeo,

alors la transformée de Riesz locale d(A + ald) est bornée sur LP pour tout
p €12, po| et tout a > a. Cette conclusion signifie en fait que

dflp S NAY2 1l + 111l

Si on sait de plus que le spectre de A dans L? est minoré par une constante stricte-
ment positive, on obtient que ||f|, < [[AY2f],, donc la conclusion devient & nou-
veau

Hde_tAfHLPO <C

—1/2

ldfllp < 1A £llp,

c’est-a~dire qu’on retrouve la continuité de la transformée de Riesz globale. On peut
encore obtenir la méme conclusion en supposant que le spectre de A appartient en
fait & {0} U [a, +oo[ pour un a > 0 ([211]).

On retrouve en particulier les résultats de ([45, 46]) quand la courbure de Ricci
est minorée par une constante, et les résultats de [238, 240] sur certaines variétés
de Cartan—Hadamard et certains groupes de Lie unimodulaires non moyennables.
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Estimations limite

Qu’arrive-t-il si p = 17 L’exemple de R™ montre qu’on ne peut comparer les normes
L' de AY2f et de Vf et suggere de comparer leurs normes dans des espaces de
Hardy. Une difficulté apparait alors: Vf et df ne sont pas des fonctions scalaires et
il faut définir ce qu’on entend par “df appartient a un espace de Hardy”. Dans R™,
on ramene ce probléme & Iappartenance a H*(R™) de toutes les dérivées partielles,
mais ce point de vue n’a pas de sens dans le cas d’une variété riemannienne (voir
la Remarque 2.1).

Pour résoudre ce probléme, nous avons introduit, avec Auscher et McIntosh, des
espaces de Hardy de formes différentielles sur les variété riemanniennes completes
([23]) et nous avons notamment montré I'existence d'un calcul fonctionnel & la Kato
pour le Laplacien de Hodge—de-Rham sur ces espaces. En particulier, cela implique
la continuité H! des transformées de Riesz sous la seule hypothese (D), mais I’espace
H' ainsi construit est, en général, strictement contenu dans I'espace de Coifman—
Weiss (voir la section 2.4.1 plus bas). En fait, on définit une échelle d’espaces de
Hardy de formes différentielles H?, 1 < p < 400, sur lesquels le laplacien de Hodge—
de-Rham posseéde un calcul fonctionnel (ce qui entraine en particulier la continuité
des transformées de Riesz sur ces espaces) et on sait comparer ces espaces & LP dans
certains cas. On renvoie a la section 5 pour une présentation des résultats obtenus.

2.2.4. Le cas des graphes

Sur un graphe I' (ensemble de sommets reliés par des arétes), on dispose d’un gradi-
ent discret et, en utilisant un noyau markovien convenable, il est possible de définir
léquivalent d'un laplacien discret L (voir [101, 115, 116]). En partie en collabo-
ration avec N. Badr ([43, 278]), nous avons prouvé des résultats de comparaison
entre || LY f| zory et [[V£|| Loy dans ce contexte, en fonction des valeurs de p et
d’hypotheses géométriques sur I'. La théorie obtenue est parallele a celle dans les
variétés riemanniennes qu’on vient de décrire dans la section 2.2.3. On trouvera
dans la section 6 une présentation de ces résultats.

Avant de détailler toutes ces extensions géométriques, nous présenterons rapi-
dement les espaces de Hardy réels sur R” et dans le cadre des espaces de nature
homogene.

2.3. Espaces de Hardy sur R™

On rappelle ici brievement quelques résultats de la théorie des espaces de Hardy
réels sur R™.

2.3.1. Premieres définitions et propriétés

Les premiers espaces de Hardy sont apparus dans les années 1910-1920 dans le
cadre de lanalyse complexe en une variable et I'étude des séries de Fourier ([335],
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Chaps. 7 et 14). Il s’agissait principalement des espaces de Hardy de fonctions
holomorphes HP(D), ou D désigne le disque unité de C et 0 < p < 4o00. Cette
théorie a connu de nombreux développements au vingtieme siecle, en une ([136,
160]) ou plusieurs variables ([299]). Ces espaces ont été généralisés dans [50] au cas
de I'équation de Beltrami conjuguée.

Bien que provenant de ’analyse complexe, ces espaces jouent un role essen-
tiel en analyse réelle. En 1960, Stein et Weiss ([297]) ont défini espace de Hardy
HP(R™) (n > 1, ;55 < p < +0o0) en introduisant la notion de systeme de fonctions
harmoniques conjuguées, généralisant ainsi la notion de fonction analytique et les
équations de Cauchy—Riemann. Ces espaces peuvent en réalité étre définis par un
procédé analogue pour tout 0 < p < 400 ([149, 298]).

Un intérét majeur de ces espaces de Hardy sur R™ est qu’ils se substituent
aux espaces LP pour de nombreuses questions d’analyse harmonique quand p < 1.
Ainsi, comme on 'a vu dans la section 2.1.4, les opérateurs de Calderén—Zygmund
classiques (dont un exemple fondamental est donné par les transformées de Riesz
9z, (—A)~1/2) sont bornés de H' (R™) dans L*(R™), voire, sous certaines hypotheses,
de H'(R") dans lui-méme ([261, 296]). De plus, comme on l'a vu dans la sec-
tion 2.1.4, H'(R™) est exactement l'espace des fonctions f € L!(R") telles que
O, (—A)7Y2f € LY(R™) pour tout 1 < j < n ([149]). A la différence de L'(R™),
H(R™) est un dual (c’est le dual de VMO(R™), voir [96] et la section 2.3.4 plus
loin) et possede une base inconditionnelle ([72, 253, 260]).

2.3.2. Caractérisations par le noyau de Poisson

Un autre aspect essentiel des espaces de Hardy est qu’ils possedent des car-
actérisations variées. En particulier, on peut en donner plusieurs descriptions en
termes de fonctions maximales. En voici un exemple important, présenté ici dans
le cas de H'. Pour tout « € R™, notons

Cn

Ple)= ——
NN TR

o on fixe ¢, > 0 de manitre & avoir [, P(z)dz = 1. Pour tout ¢ > 0 et tout

x € R™, on pose
Pi(z) = t"P(%)

de sorte que P; est le noyau de Poisson, qui n’est autre que le noyau du semi-
groupe engendré par (—A)l/ 2. Pour toute fonction f mesurable sur R™ et telle que
Jan @)1+ |y])~"'dy < +o0, on définit, pour tout z € R™,

fr@)= sup [fxPy)|= sup |e D fy).
lz—y|<t |[z—y|<t

Alors f € H*(R™) si, et seulement si, f* € LY(R™), et on a alors || f||g1rn) ~
|f*||L1(mn). Cette caractérisation maximale et d’autres versions se trouvent dans
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[149]. On notera que la fonction maximale qu’on vient de décrire est non tangen-
tielle, c’est-a-dire que, pour tout z € R", la borne supérieure est calculée sur un cone
de sommet x dans R™x |0, +o00[. Nous reviendrons sur ce point dans la section 2.3.3.

En utilisant toujours le noyau de Poisson, on peut aussi représenter la norme
d'une fonction de H'(R™) grace & une fonctionnelle quadratique, I'intégrale d’aire
de Lusin. Pour toute fonction f comme précédemment et tout = € R™, on pose

—t(=A) 1/2 Qdydt
// tohe (Mwﬂ ,
ly—z|<t
1/2
- — _t(_A)1/2 Qdydt

Vu(t,y)I* = |0vu(t, y)|* + [Vyu(t,y)*.

avec

Alors, pour f € L*@R"), f € H'R") & sf € L'(R") < Sf € L' (R") et
Iz @y ~ (IS FllLr@ny ~ Isfllr@ny ([149]).

2.3.3. Lien avec les espaces de tentes

Ce dernier résultat peut se reformuler au moyen des espaces de tentes introduits
par Coifman, Meyer et Stein ([93]). On rappelle ici quelques notations et résultats
dont la preuve se trouve dans [93]. Pour tout € R" et tout a > 0, le cone de
sommet = et d’ouverture « est ’ensemble

To(z) = {(y,t) e R |y — 2| < at}

(voir la section 1 pour la notation R’/™'). Si F' : R — C est une fonction
mesurable, on définit, pour tout x € R™ et tout o > 0,

, d
(//r (x) Fly.oF yth)

Pour @ = 1, on notera I'(z) et SF(x) au lieu de I'y(z) et S;F(x). On vérifie que,
pour tous o, 3 > 0 et tout 1 < p < 400, [|SaF||Lrmry ~ ||SgF| Lr@ny. Pour
1 <p < +0o0, on dira que F' € TP’Q(RT'l) si, et seulement si,

1Fllpoaqanssy = ISFlzoar) < +oo0

Lespace TP?(R’t!) ainsi défini est un espace de Banach.

Le résultat sur l'intégrale d’aire rappelé dans la section 2.3.2 signifie donc
que, pour f € Lz(R”) f € HYR") si, et seulement si, la fonction F(x,t) =
t(=A)/2et= 2% ¢ appartient a T 2R, De plus, si f € HY(R") N L*(R™),
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on peut écrire la formule “reproduisante” de Calderdn:

+o00
f= 4/ t(_A)1/2e—t(—A)1/2t(_A)1/26_t(_A)1/2fﬂ
0

; (2.31)

(cette formule se vérifie ausitot par théorie spectrale), et comme F(z,t) :=
t(—A)Y/2e=t=D)"? t appartient & TH2(RTH), on voit que

oo dt
f:4/ N ey (2.32)
0
pour une fonction F' € TH2(R’*'). On exploitera ce lien essentiel entre espaces
de Hardy et espaces de tentes a la section 5 pour définir des espaces de Hardy de
formes différentielles sur des variétés riemanniennes.

2.3.4. Dualité

Une découverte essentielle, due & C. Fefferman ([147, 149]), est que 'espace dual
de H'(R™) est exactement 1’'espace BMO(R") des fonctions d’oscillation moyenne
bornée, introduit par John et Nirenberg ([214]) pour donner une preuve plus simple
d’un théoreme de Weiss et Zygmund ([323]). La définition de BMO(R") a été
donnée dans la section 2.1.4. La formulation précise de cette dualité sera donnée
dans la section 2.3.5.

L’espace VM O(R™) est I'adhérence dans BMO(R™) de I'espace des fonctions
continues & support compact dans R™ et H*(R") est le dual de VM O(R™) ([96]). Cet
espace VMO(R™) est différent de celui défini par Sarason ([284]), qui est 'adhérence
dans BMO(R™) de I'espace des fonctions uniformément continues sur R™ qui appar-
tiennent & BMO(R™). Une présentation clarifiée de ces différents espaces se trouve
dans [63]. La condition d’appartenance & VMO intervient notamment dans I’étude
de certains problemes elliptiques d’ordre 2 ([6, 25, 31, 207]).

2.3.5. Décomposition atomique

On peut donner une autre description importante de H'(R") (et méme de HP(R")
pour 0 < p < 1, mais on s’en tient ici & H*(R™) pour simplifier cette présentation) au
moyen de fonctions particulieres, appelées atomes, qui permettra aussi de formuler
la dualité de H'(R™) et BMO(R™) en termes simples. Une fonction mesurable a
sur R™ est appelée atome si, et seulement si, a est a support dans un cube Q C R™
et vérifie

/a(x)dx =0et [lafl g2 < Q72

Alors f € HY(R") si, et seulement si, il existe une suite (Ax)r>1 € [} et une suite
d’atomes (ay)r>1 telles que

=Y Awar,

k>1
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la convergence ayant lieu dans L!(R™). De plus, la norme de f dans H!(R"™) est
comparable & la borne inférieure des ), - |\ prise sur toutes les décompositions
possibles de f. -

Cette “décomposition atomique” a été établie par Coifman pour n = 1 ([88])
puis étendue par Latter en toute dimension ([231]). Elle permet de formuler la
dualité entre H*(R™) et BMO(R"™) de la maniere suivante. Tout d’abord, ce résultat
de décomposition atomique montre que I'espace E des combinaisons linéaires (finies)
d’atomes est dense dans H'(R"). Si b € BMO(R"), la forme linéaire

[ falf)= [ S,

d’abord définie pour toute f € FE, se prolonge de maniere unique en une forme
linéaire continue sur H*(R"), et on a

Lol < N0l BMO(RR) -

Réciproquement, pour toute forme linéaire continue £ sur H!(R"), il existe une
unique fonction b € BMO(R™) telle que £ = Ly, avec

16l Brmo@ny S NIL]-

On notera que, si f € H'(R") et b € BMO(R"), le produit fb n’appartient pas en
général & L'(R™) (un contre-exemple est donné dans [296], Chap. 4, voir aussi [60]
pour une description précise de I’ensemble de ces produits en lien avec les espaces
d’Orlicz).

Un autre intérét de la décomposition atomique est qu’elle permet de généraliser
la notion d’espace de Hardy a des contextes trées généraux (voir la section 2.4).
Le lien entre espaces de Hardy et espaces de tentes fournit de nouvelles
preuves de la dualité entre H!(R™) et BMO(R") et de la décomposition atom-
ique de H'(R"™) (ce dernier point résulte de la décomposition atomique pour
TRARY) [93)).

2.3.6. Espaces locauz

Une théorie des espaces de Hardy locaux a également été développée. Ces espaces
h?(R™) (qui contiennent les espaces HP (R™) correspondants) ont été introduits par
Goldberg ([170]). A la différence des espaces HP(R™), ils sont stables par multi-
plication par une fonction de S(R™) (voir d’autres résultats sur les multiplicateurs
dans h'(R) dans [168]) et par tout difféomorphisme a de R™ tel que a(z) = z
pour tout |z| > 1. Ils peuvent étre caractérisés par des fonctions maximales ou des
fonctionnelles quadratiques analogues a celles utilisées pour HP(R™) dans lesquelles
on fait varier ¢ dans ]0, 1[ au lieu de ]0, +oo[. Ils possédent aussi une décomposition
atomique analogue a celle des espaces HP(R™), dans laquelle on n’impose aucune
condition de moment nul pour les atomes a support dans des cubes @ tels que
1(Q) > 1 (voir la section 1 pour la notation {(Q)).
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Le dual de h!(R™) est I'espace bmo(R™), défini ainsi: une fonction mesurable f
sur R™ est dans bmo(R"™) si, et seulement si,

1
| fllbmo(mny :== | sup —/ If(2) — fol?dx + sup |fol* ] < +oo.

(@)<1 1@l Jg @21
On ajoute que h'(R™) est lui-méme le dual de I’ espace vmo(R™), qui est la version
locale de VMO(R™).

2.3.7. Lemmes div-curl

Les lemmes div-curl entrent dans la catégorie des résultats de compacité par com-
pensation. Les premiers résultats de ce type remontent a Tartar ([306, 307]) et
Murat ([268, 269]), et sont & rapprocher des travaux de Ball en élasticité non linéaire
([48]). Voici un exemple d’énoncé ([268]):

Théoréme 2.6. Soient (vi)r>1 et (wi)r>1 des suites de champs de vecteurs dans
L2(R™) telles que vy, — v et wy, — w dans L*(R™). On suppose que div vy, et ot wy,
sont uniformément bornés par rapport a k dans L*(R™). Alors vi - wy — v-w dans
D'(R™).

Les résultats de compacité par compensation jouent un réle essentiel dans 1’étude
de certaines équations aux dérivées partielles non linéaires (voir par exemple [9, 10,
65, 67, 68, 89, 90, 144, 145, 173, 193, 194, 263, 267]).

Ces résultats ont d’importantes connexions avec les espaces de Hardy, qui ont
ét¢é mises en évidence pour la premiere fois dans [90]. Une formulation simple d’'un
lemme div-curl faisant intervenir un espace de Hardy est la suivante:

Théoréme 2.7. Soient [ € D'(R") telle que Vf € LP(R™) avec 1 < p < 400 et
e € LY(R™,C"™) a divergence nulle, avec %4—% = 1. Alors ([90, 123]) e-Vf € HY(R")
et

e VIl @y S NVFllLe@llell Lo@nys,

avec une constante implicite ne dépendant que de n et p.

L’appartenance de e - Vf & L'(R") est immédiate, mais ce résultat constitue
une amélioration notable, en particulier parce que H'(R") est un dual alors que
LY(R™) ne l'est pas. De nombreux autres énoncés du méme type figurent dans [90].

Si on fait maintenant le produit d’un champ a divergence bornée dans LP par
un champ a rotationnel borné dans L9, on arrive dans un espace de Hardy local.
On parvient ainsi a une formulation du Théoreme 2.6 en termes d’espaces de Hardy
locaux ([110]):

Théoreéme 2.8. Soient (vi)r>1 et (wi)r>1 des suites de champs de vecteurs dans
L23(R™) telles que vy, — v et wy, — w dans L*(R™). On suppose que div vy, et ot wy,
sont uniformément bornés par rapport a k dans L*(R™). Alors vy -wy, — v-w dans
hY(R™) pour la topologie faible-x.
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On notera que, du fait que h'(R") est le dual de vmo(R™) (voir la section 2.3.6),
cet énoncé implique bien la conclusion du Théoreme 2.6.

On peut aussi donner une version limite pour p = 400 du lemme div-curl
précédent ([28]): si e € HY(R",C") est a divergence nulle sur R", et si F €
L>®(R"™,C") est tel que rot F' =0 dans R", alors e - F € H*(R") et

e Fllar ey S llell @y 1 F || o gn)-
La preuve de ce résultat utilise la décomposition atomique pour I’espace de Hardy

H)(R",C") & divergence nulle ([167, 244]). On reviendra plus en détail sur cet
espace dans la section 5.2.

2.3.8. Interpolation

On termine cette section en rappelant que, si pg €1, +00[, 0 < 6 < 1 et % =(1-
0)+ p%, LP(R™) = [H(R™), LP° (R")]g. Une approche possible de cette interpolation
et d’autres résultats plus généraux consiste a passer par les espaces de tentes ([93]).
Ce point de vue sera repris a propos des espaces de Hardy de formes différentielles
sur des variétés riemanniennes dans la section 5 de la partie L.

2.4. Espaces de Hardy et BMO sur des espaces métriques
2.4.1. Espaces de nature homogéne

Un espace de nature homogene est un espace métrique mesuré (X,d, u) vérifiant
les propriétés suivantes: pour tout € X et tout r > 0, si B(z,r) désigne la boule
ouverte de centre z et de rayon r, u(B(z,r)) < 400 et il existe une constante C' > 0
ne dépendant que de (X, d, u) telle que

w(B(x,2r)) < Cu(B(z,r)). (2.33)

De tres nombreuses théories en analyse harmonique ont été développées dans le
cadre des espaces de nature homogene: opérateurs de Calderén—Zygmund, espaces
de Hardy, calcul différentiel (voir notamment [81, 85, 94, 96, 112, 155, 247, 246,
250]). Un cas particulier de ces espaces est constitué par les espaces Ahlfors-David
réguliers, c’est-a-dire ceux pour lesquels il existe @ > 0 tel que

u(B(x,7)) ~ 19

pour tout x € X et tout r > 0. Sur ces espaces a été notamment développée une
théorie des applications quasi-conformes et quasi-symétriques ([186]).

Soit (X, d, 1) un espace de nature homogene. Coifman et Weiss ([96]) ont défini
des espaces de Hardy “atomiques” sur X en s’appuyant sur la décomposition atom-
ique de HP(R"). Rappelons ici la définition de H'(X). Un atome est une fonction
a € L*(X) a support dans une boule B et telle que

/ a(e)dp(z) = 0 et alls < p(B)1/2. (2.34)
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Une fonction f mesurable sur X appartient & H!(X) si, et seulement si, il existe
une suite (A\,)p>1 € I et une suite d’atomes (a,,),>1 telles que

= A,

n>1

la convergence ayant lieu dans L'(X). On définit alors || f|| g1 (x) comme la borne
inférieure des )", -, |\,| prise sur toutes les décompositions possibles de f. Une
conséquence de (2.33) est que si, dans la définition d’un atome, on remplace la
norme L? par la norme LP pour n’importe quel p € ]1, +oc], I'espace H*(X) obtenu
est toujours le méme (c’est plus précisément une conséquence de la décomposition
de Calderén-Zygmund, voir [96]).

On définit aussi Pespace BMO(X) comme U'espace des fonctions de carré locale-
ment intégrables sur X et telles que

S S PR
fllzsoce) = sup —== [ 1£(@) = fol? <+,

ol la borne supérieure est prise sur toutes les boules B C X, avec

1
f5 =5 /B F@)du(y).

L’hypothese (2.33) entraine que, dans cette définition, I’exposant 2 peut étre rem-
placé par n’importe quel exposant p € [1, +o00[. On a méme dans ce cadre le lemme
de John—Nirenberg, qui affirme qu’il existe ¢ > 0 tel que, si f € BMO, pour toute
boule B C X,

ﬁ/}ge“‘““*ﬁ?‘du(w) < C(u, f)

pour tout 0 < pp < c.

Le dual de HY(X) est BMO(X), et si on appelle VMO(X) I'adhérence dans
BMO(X) de I'espace des fonctions continues sur X & support compact, H'(X) est
le dual de VMO(X).

2.4.2. Autres espaces métriques

Signalons que ce type d’analyse harmonique a aussi été développé dans le contexte
d’espaces qui ne sont pas de nature homogene. Deux directions ont principalement
été exploitées. La premiere direction est celle de R (ou d’un ouvert de R™) muni
d’une mesure p vérifiant

w(B(z,r)) < Cr".

Noter que cette hypothese est vérifiée notamment lorsque p est la mesure de
Lebesgue et qu’on se place sur un ouvert 2 quelconque de R™ (alors que p ne
vérifie pas nécessairement (2.33)). La théorie des espaces de Hardy et BMO est
nettement plus délicate dans ce contexte. Ainsi, pour p # 2, définir des atomes
en utilisant la norme LP au lieu de la norme L? conduit & des espaces de Hardy
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différents. et les espaces BM O définis avec une norme LP ne coincident pas avec ceux
définis par la norme L2. De nombreux résultats d’analyse harmonique (opérateurs
de Calder6n—Zygmund, espaces de Hardy) ont toutefois été obtenus dans ce cadre
(voir notamment [251, 271, 310, 309, 311, 320, 326]).

Une autre direction est celle d’espaces ou la croissance du volume des boules
est exponentielle en grand rayon. En supposant une version locale de (D) et des
propriétés supplémentaires, Carbonaro, Mauceri et Meda, reprenant une idée de
[205], ont développé dans [70] une théorie des espaces H! et BMO. Les atomes de
H' sont & support dans des boules de petit rayon uniquement, la condition BMO
porte seulement sur les boules de petit rayon. L’espace BM O est bien le dual de H!.
Des résultats d’interpolation sont obtenus et une théorie des opérateurs singulieres
est proposée. On trouve également une théorie des espaces de Hardy et des espaces
BMO, ainsi que des résultats de continuité ou de non-continuité des transformées
de Riesz sur les espaces L et les espaces de Hardy sur certains groupes de Lie a
croissance exponentielle. Ces groupes de Lie sont, par exemple, des produits semi-
directs de R? et Ry ([161-163, 169, 192, 289, 290, 317]) et les preuves reposent de
maniere essentielle sur cette structure de produit. On se reportera également aux
références données dans la section 2.2.3.

3. Espaces de Hardy sur des Domaines Fortement Lipschitziens
de R™ et Opérateurs Différentiels Elliptiques d’ordre 2 sous
Forme Divergence

Dans [26, 27|, nous avons donné des caractérisations des espaces de Hardy sur des
domaines fortement lipschitziens de R™ en termes de fonctions maximales associées
a certains opérateurs elliptiques d’ordre 2 sous forme divergence.

3.1. Définitions

Soient n > 1 et 2 C R™ un domaine, c’est-a-dire un ouvert connexe. On dira que {2
est fortement lipschitzien si, et seulement si, 92 est la réunion finie de portions de
graphes de fonctions lipschitziennes (& rotation pres), 'une au plus de ces portions
étant non bornée. Dans cette classe de domaines, on trouve notamment les domaines
spéciaux Lipschitz, c’est-a-dire ceux de la forme

Q={(x1,...,2n) €R"; 2, > o(x1,...,2n-1)}

ol ¢ : R"™! — R est une fonction lipschitzienne. Font également partie de cette
classe les domaines fortement lipschitziens bornés, et les domaines fortement lips-
chitziens extérieurs, c’est-a-dire ceux dont le complémentaire est compact.

Il existe une théorie des espaces de Hardy sur des domaines de R", due notam-
ment a Chang, Dafni, Jonsson, Krantz, Miyachi, Sjogren, Stein, Triebel, Wallin,
Winkelvoss ([79, 80, 216, 264, 316]). Si  C R™ est un domaine, il est naturel, &
I'instar de la théorie des espaces de Sobolev, de définir deux espaces de Hardy sur
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. Le premier, noté H!(Q), est formé des restrictions &  des fonctions de H!(R"),
et est muni de la norme

I fll 1) = nf{ | F| g1 @ny; F = f dans Q}.

Le deuxieme, noté H!(Q), est formé des fonctions de H!'(R™) & support dans .
On a évidemment H!(Q) C H!(Q) et linclusion est stricte si Q # R™. En effet, on
peut trouver un cube @ C 2 tel que xq, la fonction indicatrice de (), appartienne a
H}() (voir la décomposition atomique de H}(2) dans la section 3.3.1), mais cette
fonction n’appartient pas & H!(2) car elle n’est pas d’intégrale nulle.

Avant de donner des caractérisations de ces espaces, citons un cas ou ils sont

tres faciles a décrire. Il s’agit du cas ot Q = R} := {(z1,...,2,) € R"; z, > 0}.
Pour tout = = (z1,...,2,) € R™, on pose
Sr=(x1,...,Tpn-1,—Tnp)-

Pour toute fonction f définie sur R, son prolongement pair f. est défini sur R™
par

- flx) sizeRY,
fe(x)_{f(Sx) siz e R,

et son prolongement impair f, est donné par

B f(x) sixz € RY,
fO(x)_{—f(Sac) sizeR”,

avec
R ={z = (z1,...,7,) € R"; 2, <0},

Alors f € H}R™) si, et seulement si, f, € H*(R") et f € HL(R?) si, et seulement
si, fo € HY(R™) ([80], Corollaries 1.6 et 1.8). 1l s’agit 1a d’un principe de réflexion
pour H}(R%) et H(R™).

Si Q est un domaine fortement lipschitzien de R™, il est naturel de considérer un
troisieme espace de Hardy sur €. En effet, muni de la restriction de la distance eucli-
dienne de R"™ et de la mesure de Lebesgue, un domaine fortement lipschitzien de R
est un espace de nature homogene. Il est donc possible de considérer aussi I’espace
que l'on notera Hly, (Q) et qui est Uespace de Hardy défini au sens de Coifman
et Weiss (voir la section 2.4). Plus précisément, appelons atome de Coifman—Weiss
toute fonction a & support dans Q NQ, ot Q est un cube centré dans  (mais non
nécessairement inclus dans ) tel que {(Q) < 2 diam(f), et vérifiant

/a(x)dx =0 et [alleo<]QNQ!

(on rappelle que, dans la définition (2.34) d’un atome sur un espace de nature
homogene, la norme L? peut étre remplacée par toute norme LP avec p € |1, +00]).
Comme précédemment, une fonction f appartient & Hlyy, (Q) si, et seulement si,
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il existe une suite (A\,)n>1 € [! et une suite d’atomes de Coifman-Weiss (a,)n>1

telles que
f = Z Anan

n>1

avec convergence dans L!(€). On définit alors || f|| HL,, (@) comme la borne inférieure
des Y~ <, |A\n| prise sur toutes les décompositions possibles de f.

3.2. Caractérisation par des opérateurs elliptiques d’ordre 2
3.2.1. Description des résultats pour les espaces globauz

On a vu plus haut (section 2.3.2) que H'(R™) peut se caractériser en termes de
fonctionnelles (fonctions maximales, fonctionnelles quadratiques) faisant intervenir
le noyau de Poisson associé au Laplacien A. Peut-on caractériser de maniére ana-
logue les espaces H!(Q), H!(Q) et HLy, (©2), si Q est un domaine fortement lips-
chitzien de R™? Peut-on remplacer le laplacien par un opérateur elliptique d’ordre
2 sous forme divergence (cette derniere question vaut aussi pour H*'(R"))?

L’objet de [27] est de répondre & ces questions. Pour présenter les résultats de
ce travail, on décrit d’abord ici la classe d’opérateurs considérée.

Soit A : R" — M, (C) une fonction mesurable bornée et uniformément ellip-
tique, ce qui signifie que, pour presque tout x € R™ et tout & € C™,

(A(2)€,€) = d¢l?

(il s’agit de ’hypothese (2.7)). Soit maintenant {2 un domaine fortement lipschitzien
de R™. Si V est un sous-espace fermé de W12(Q) contenant W, *(Q), il existe un
unique opérateur maximal accrétif L sur L?(Q) de domaine maximal D(L) tel que,
pour toute f € D(L) et toute g € V,

(Lf,g) = /QA(QC)Vf(x) -Vg(z)dw.

Cet opérateur L est désigné par (Q, A, V). SiV = WOM(Q), on dira que L vérifie
la condition au bord de Dirichlet (DBC), et si V = WH%(Q), on dira que L vérifie
la condition au bord de Neumann (NBC). Un tel opérateur engendre un semi-
groupe d’opérateurs (e*%);~( analytique et contractant sur L?(£2). Il possede une
unique racine carrée maximale accrétive L'/2 et —L'/2 engendre un semi-groupe
d’opérateurs (e_tLl/Q)bo, lui aussi analytique et contractant sur L?(Q), et appelé
semigroupe de Poisson de L.

Pour donner un sens aux énoncés qui suivent, on aura besoin que le semi-groupe
de Poisson de L agisse sur L'(2), ce qui n’est pas le cas en général (voir [254]).
On introduit donc une condition sur le noyau du semigroupe e~**, semblable & la
condition (G ) rencontrée dans la section 2.2.1.

Soit 7€]0,400]. On dira que L vérifie (G,) si, et seulement si, le noyau de
e tL, désigné par K, est une fonction mesurable sur Q x 0, et s’il existe C,c > 0
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et ©€]0,1] tels que, pour presque tous x,y,y’ € Q et tout t €10, 7|,

C  _ lz—u?
|Kt(.’lf,t)| S W@ t s
(G-)

C (ly—vT\
|Ke(2,y) — Ki(z,y')| + |[Ki(y, 2) — Ku(y', 2)| < /2 < 72 :

Si 7 < 400, on prendra 7 = 1. Quand A est a coefficients réels, (G;) est toujours
vérifiée pour 7 = +o0, sauf pour un domaine borné sous la condition Neumann,
auquel cas 7 = 1 (voir [32]). On renvoie & la discussion suivant I’énoncé de (Go)
(section 2.2.1 pour la validité de (G,) (voir aussi [32, 273]).

Si le semigroupe vérifie (G ), un calcul utilisant la formule de subordination

1 oo 2
e—tLl/z _ T/ e_“u_l/Qe_HLdu (3'1)
T Jo

montre qu’il existe C' > 0 et p€]0,1] tels que, pour tout ¢ > 0 et presque tous
x,y €,

C
)< — = 3.2
et
C(ly—vI\"
Ipe(x,y) — pe(z,y")| + [pe(y, ©) — pe(y', )| < " <f , (3.3)
ou p; est le noyau de P, := e_tLl/z, c’est-a-dire le noyau de Poisson de L. Sous

Ihypothese (G1) et si € est borné, il existe C > 0 et p€]0,1] tels que, pour
presque tous z,y € €1, les mémes estimations restent vraies pour 0 <t < 1 et

Y| < —

pour tout ¢ > 1 et presque tous z,y € (). Les estimations de p; sous ’hypothese
(G1) résultent de (3.1) et d’une adaptation & ce contexte d’un principe du maximum
intégral remontant & Grigor’yan ([178]). L’analyticité de (P;)¢~o implique que des
estimations analogues sont vraies pour t0;p;.

On peut a présent définir les fonctionnelles qui serviront a caractériser les espaces
de Hardy sur 2. Si z € §2, on note

[(@) = {(y, 1) € @x]0, +-00[; [y — = <t}

le cone de sommet x et d’ouverture 1.
On suppose (G ). Pour toute f € L _(Q) telle que y — |y|~" 1 f(y)| soit

loc
intégrable sur €2, on définit, pour tout x € €,

fr(@) = sup |Bf(y)l- (34)

(y;t)eT(x)
Il s’agit d'une fonction maximale non tangentielle. On notera que cette définition
dépend de la condition au bord pour L. On dira que f € H] . () si, et seulement

ax,L
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si, f5 € L'(2) et on pose
£ 1] 2

max, L
Quand n =1 et Q = R, Auscher et Tchamitchian ont prouvé dans [30] que H'(R)
coimcide avec H .. ;(R) (notons que, si @ = R™, alors V' = W"2(R") et par
conséquent L est unique). Dans [27], nous avons obtenu un résultat analogue en
toute dimension et valable sur un domaine fortement lipschitzien. Cette fois, suivant
la condition au bord sur L, on obtient un espace de Hardy différent sur €. En effet,
de maniere intuitive, si f est une fonction sur {2 et si on veut se ramener a la
caractérisation maximale des espaces de Hardy sur R", il faut pouvoir écrire

/ P, y) () dy = / Bz, y) F(y)dy (3.5)
A .

@ = IfLllzr)-

ou f est un prolongement de f et p; un prolongement de p; vérifiant encore des
hypotheses du type (3.2) et (3.3). Si f € H}(Q2), on sait seulement que f possede un
prolongement & H!(R™), ce qui oblige, pour pouvoir écrire (3.5), & avoir p;(z,y) = 0
des que y ¢ Q, donc & avoir DBC. Par contre, si f € H(Q), le prolongement de f
par 0 hors de § est encore dans H!(R™), et on peut donc avoir NBC. Notre résultat
précis est le suivant:

Théoréme 3.1. ([27], Théoréme 1) Soient Q un domaine fortement lipschitzien
de R" ou Q =R" et A:R" — M, (C) mesurable, bornée et uniformément ellip-
tique. On suppose que L = (Q, A, V) (avec V.= W12(Q) ou V = W}3(Q)) vérifie
(Goo). Alors:

(a) SiQ=R", on a H'(R") = H\,. 1 (R").
(b) S8i L vérifie DBC et si R"™\Q n’est pas borné, alors H} () = Hy,,, (Q).

(c) Si L vérifie NBC, alors H:(Q) = H}

max, L

().

Un outil important de la preuve de ce théoreme est la caractérisation des
espaces H!(Q), H}(Q) et H} () au moyen de fonctionnelles quadratiques de type
intégrale d’aire. Tout comme pour la fonctionnelle de Lusin (voir la section 2.3.2,
on définit, pour tout z € €,

1/2
Sf(x) = ( / / ( )t—l-ﬂtwtf(yn%ydt)

1/2
5 () = ( / / ( )t1"|tatPtf<y>|2dydt> ,

ot [VPf(y)|? := VP f(y)|* +|0:P:f(y)|?, de sorte que sf(x) < Sf(x) pour tout
x € . On a alors la proposition suivante:

et

Proposition 3.1. ([27], Proposition 5) On reprend les notations et les hypothéses
du Théoréme 3.1. Soit f € LY(Q2). Alors:
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(a) SiQ=R", ona
[l ey S Isfllr@ny SUSFller@ny S N lmz,, @y S 111 @e)-
(b) Si L vérifie DBC et si R™\Q n’est pas borné, on a

I lre) S Nsfllove) SNSFlzve) S Ml @ S 1l @)-

(¢) Si L vérifie NBC, on a

1) S W llas, @) S Isfllee) SNSFllee) SNl @ S 1 llme)-

max, L

Le Théoreme 3.1 est clairement une conséquence de la Proposition 3.1.

I1 faut noter que, dans les assertions (¢) du Théoreme 3.1 et de la Proposition 3.1,
I’hypothese (G ) oblige © & étre non borné.

La condition que R™\Q n’est pas borné dans (b) ne sert que pour || f[|z1(q) S
sfllz1(q)- Cette inégalité est probablement fausse quand R™\§2 est borné, mais
aucun contre-exemple ne semble connu.

Enfin, une conséquence de lassertion (c¢) de la Proposition 3.1 est que, si §2 est un
domaine fortement lipschitzien non borné, on a H!(Q) = Hl, (). En effet, dans
ce cas, (G) est satisfaite pour L = —A, par exemple. Si €2 est spécial Lipschitz,
cette égalité est implicite dans ([80]) et peut étre obtenue comme conséquence
de la décomposition atomique de H!(Q). Nous reviendrons sur cette comparaison
d’espaces de Hardy dans la section 3.3.

3.2.2. Schémas de preuves

On décrit brievement la preuve de la Proposition 3.1.

Pour les inégalités du type [|f|[z: (o) S || fll#1 (o) dans (a) et (b), il suffit de
traiter le cas ol f est un atome dans H'(R") ou dans H}(Q) (voir la section 3.3.1
plus loin) et de raisonner comme dans [159], Chap. 3, Théoreme 3.4 en utilisant
les estimations de taille et de régularité sur p;. Dans le cas de H}(Q), au lieu
d’utiliser la décomposition atomique, qui est plus délicate a obtenir (voir encore
la section 3.3.1), on prolonge p; en une fonction sur R™ x R™ vérifiant les mémes
estimations de taille et de régularité et on utilise la Remarque 3.5 pour raisonner
avec des atomes de H'(R").

La preuve des inégalités du type [[Sfllri) < [fllm, (o) suit les idées
de [149], Théoreme 8, de [93], Section 6 et de [30], Lemme IL.10. Elle consiste
essentiellement a établir une inégalité aux bons A, avec les adaptations tech-
niques nécessaires, dues notamment au fait qu’on travaille sur un domaine et
avec un opérateur a coefficients irréguliers. En particulier, les preuves font appel
a des inégalités de Caccioppoli jusqu’au bord ([33]), qui remplacent la propriété
de valeur moyenne pour les fonctions harmoniques, utilisée dans [149] quand
L=-A.
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Enfin, pour établir les inégalités du type || f[|m1(o) < ||sfllz1(@), on commence
par prouver:

\ [ s@e@ia] < Isflalelsaro. (3.6)

Dans cette inégalité, BMO(L2) est le dual de l'espace H'(2) correspondant. Il
est connu que le dual de H'(R") est BMO(R") (section 2.3.4) et que le dual de
HEw () est BMOcw () (section 2.4.1). On en déduit facilement que le dual de
HY(Q) est BMO,(9), c’est-a-dire I'espace des fonctions de BMO(R™) & support
dans Q. Une fois (3.6) établie, on obtient 'appartenance de f & H'() en util-
isant le fait que H'(Q) est lui-méme le dual d’un espace VMO(R) adapté, défini
comme ’adhérence des fonctions continues a support compact dans €2 dans ’espace
BMO() correspondant. On reviendra sur ces questions de dualité dans la sec-
tion 3.3.2.

La preuve de (3.6) passe par les espaces de tentes ([93]) et les liens entre espaces
BMO et mesures de Carleson, suivant des idées contenues dans [296], Chap. 4,
sections 4.3 et 4.4.

Les arguments qui précedent sont valables quand f € L'(Q)NL?(Q). Un passage
a la limite permet de s’affranchir de ’hypothese f € L%(Q).

3.2.3. Les résultats pour les espaces locauz

On peut aussi donner une version locale du Théoreme 3.1 et de la Proposition 3.1.
En remplagant H!(R™) par h!(R™), on définit les espaces hl(Q) et hL(£2). On définit
aussi un atome local de Coifman et Weiss comme étant une fonction a a support
dans Q NQ, ot Q est un cube centré dans Q (mais non nécessairement inclus dans
) tel que [(Q) < 2diam(), et vérifiant

laleo < 1@ NQIY,
/a(x)dw =0 sil(Q) <6

Ici, & > 0 est une constante ne dépendant que de 2 a choisir. On notera que, si
1(Q) > ¢, on n'impose aucune condition de moment nul pour a. On définit alors
héw () comme Hlyy (), en remplagant les atomes de Coifman et Weiss par les
atomes locaux de Coifman et Weiss. L’espace hy-(§2) ainsi obtenu ne dépend pas
du choix de § > 0, pourvu qu’il existe bien un atome local de Coifman—Weiss
d’intégrale non nulle.

Soit L = (2, A, V) comme plus haut. On définit alors des versions locales des
fonctions maximales non tangentielles associées & L comme suit: si f € L] (Q) et
y = | fW)|ly|7""t € LY(Q), on définit, pour tout = € €,

JTp0c(@) = sup [Pef ()l
(y,t)eQX]0,1[; ly—z|<t
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On dit que f € hj,. . si, et seulement si, f7,,. € L'(Q). On définit aussi les
fonctionnelles Sioc et s1oc €n remplagant dans .S et s les cones par des cones tronqués
at<1. Alors:

Théoréme 3.2. ([27], Théoréme 2) Soient 2 un domaine fortement lipschitzien
de R™ ou Q2 =R" et A : R™ — M, (C) mesurable, bornée et uniformément elliptique.
On suppose que L = (Q, A, V) (avec V. =WHh2(Q) ou V = Wy *(Q)) vérifie (Goo).
Alors:

(a) SiQ=R", on a h'(R") = hl,. (R").

(b) Si L vérifie DBC, alors h(Q) = h},,. ().
(c) Si L wvérifie NBC, alors h1(Q) = h},,. ().

Si Q) est borné, les conclusions de (b) et (c) restent vraies si on suppose seulement

(G1).

Ce théoreme est une conséquence de la proposition suivante, version locale de
la Proposition 3.1:

Proposition 3.2. ([27], Proposition 19) Soient 2 un domaine fortement lips-
chitzien de R™ ou Q =R"™ et A: R" — M, (C) mesurable, bornée et uniformément
elliptique. On suppose que L = (Q, A, V) (avec V.= W2(Q) ou V = Wy*(Q))
vérifie (Gw). Soit f € LY(Q). Alors:

(a) SiQ=R" ona

[l @ey S Istocfllor@ey S IS0cfllLr@ny S 11l

max,

L@ Sl @)
(b) Si L vérifie DBC, on a

Ifllnr) S lswoef i@ S 1Soef o) S N1, @ S I1f ki)
(¢) Si L vérifie NBC, on a

[fllnz ) S Iswocfllzi@) S 1Sw0efllzr@ S Ik, @ S 1 ln@)-

max,

Si Q est borné, les conclusions de (b) et (c) restent vraies si on suppose seulement

(G1).

Signalons enfin que, dans les résultats qui précedent, la fonction maximale non
tangentielle utilisée peut étre remplacée par des fonctions maximales non tan-
gentielles ou verticales associées au noyau de la chaleur engendré par L. Plus
précisément, sous les hypotheses du Théoreme 3.1, f € HrlnaX’ 1 (82) si, et seule-
ment si,

suple™"" f(x)] € L1(Q),
t>0
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ou encore si, et seulement si,

sup le™ " f(y)] € L'(Q).
(3,)€0x 0,00 ly—2| <VE

On peut aussi énoncer une version locale de ce résultat, en remplacant Hé]ax’ ()
par h}nax’L(Q) et t > 0 par 0 < t < tp pour un tg > 0 quelconque. Enfin, si Q est

borné, cet énoncé local reste valable sous 'hypothese (G1). Pour tous ces résultats,
voir [27], Théoréme 20.

3.3. Comparaison avec d’autres résultats, perspectives
3.3.1. Décomposition atomique

Dans toute cette section, 2 désigne un ouvert fortement lipschitzien de R™. Dans
[26], nous avons complété des résultats concernant la décomposition atomique pour
les espaces de Hardy sur €.

On précise d’abord quelques notations. Si @ C €2, on dira que @ est de type (a)
si, et seulement si, 4Q C Q (voir la section 1 pour cette notation). On dira que @
est de type (b) si, et seulement si, 2Q C Q mais 4Q N IQ # .

Un atome de type (a) est une fonction a € L?(£2) & support dans un cube @ de
type (a) et vérifiant

/a(ac)dac —0 et llalzeo <1QI*.

Un atome de type (b) est une fonction a € L?() & support dans un cube Q de
type (b) et vérifiant

1
llallz20) < Q|2

(noter qu’on n’impose ici aucune condition de moment nul).
On appelle H zla(Q) Iespace des fonctions f qui peuvent s’écrire

f = ZAQCLQ’

(2)

ol les aq sont des atomes de type (a), >_,) [Aq| < +00 et la série converge dans
LY(Q). Ici et par la suite, la notation > (a veut dire que les cubes sur lesquels porte
la somme sont de type (a). On définit la norme de fagon analogue & celle des espaces
de Hardy atomiques déja rencontrés.

On appelle Hrla(Q) I’espace des fonctions f qui peuvent s’écrire

F=Y Xag+ ) nebo,
@) (b)

olt les ag sont des atomes de type (a), les bg des atomes de type (b), 3° ) [Aql +
2 l1Ql < +oo et la série converge dans L1(2), aves la définition usuelle de la
norme.
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On a alors:

Théoréme 3.3.

(a) Hy () C Hy (),
(b) si R™\S2 est non borné, alors H}(Q) = H} (),
(c) H:(Q) = H; ,(Q).

On donne quelques commentaires sur ce résultat. L’énoncé (a) dit que toute
fonction de H!(Q) a une décomposition atomique avec des atomes de type (a)
et (b), et lassertion (b) dit que, si R"\Q est non borné, H!(f) est exactement
I’espace des fonctions qui possedent une telle décomposition. Ces résultats étaient
déja connus lorsque €2 est spécial Lipschitz ou borné ([80, 264]), et la conclusion de
(b) est fausse si R™\Q est borné ([26], Remarque 16).

L’assertion (c), qui est plus profonde, dit que toute fonction de H'(R™) & support
dans Q peut se décomposer a l'aide d’atomes de type (a). Quand € est spécial
Lipschitz (ou borné, en considérant alors ’espace de Hardy local), il est prouvé dans
[80] que toute fonction de H1(Q) posséde une décomposition atomique en atomes
dont le support est un cube inclus dans € (mais non nécessairement de type (a),
bien que cette amélioration soit implicite dans la preuve de [80], comme cela est
remarqué dans [79]). Une autre fagon d’obtenir une décomposition en atomes dont le
support est un cube inclus dans €2, utilisée dans [77], est de procéder par dualité en
utilisant un théoreme de Jones sur les domaines ayant la propriété d’extension pour
BMO (nous reviendrons sur ce point plus bas). Il est également possible d’utiliser
les résultats de [216].

L’argument que nous donnons dans [26], et qui fournit bien une décomposition
atomique avec des atomes de type (a), est le suivant: on sait déja que H(Q) =
Hly (Q), et il suffit donc de prouver que Hly (Q) = H!,(€). L'inclusion
H! ,(Q) C Hty (Q) est évidente. Pour l'inclusion réciproque, nous utilisons une
idée qui nous a été communiquée par Lou et McIntosh: soit a un atome de Hly, ().
Comme € est Lipschitz, a € L%(Q) et a est d’intégrale nulle, a peut s’écrire
a = div b avec b € Wy (€, C") et | Db]| 22y < Cllal|L2(q) (voir par exemple [272],
le Lemme 4.1 et la section 1 pour la notation utilisée). On écrit alors b = >, xxb
ot (xk)k>1 est une partition de I'unité adaptée & une partition de € en cubes de
Whitney et on applique 'opérateur divergence a cette écriture, ce qui donne la
décomposition atomique souhaitée pour a. Cette idée a été reprise par la suite dans
un travail sur 'inversion de la divergence dans des domaines arbitraires ([135]). Elle
donne en particulier une “décomposition atomique” pour les fonctions de LP(2)
d’intégrale nulle, 1 < p < 400 (voir la Proposition 4.2 dans [135]).

3.3.2. Dualité

On précise ici la question de la dualité entre espaces de Hardy et espaces BM O sur
Q, également clarifiée dans [26]. On définit d’abord

BMO,(Q) = {f € BMO(R"); supp f C Q}
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et
BMO,(Q2) ={f € BMO(R"); il existe F € BMO(R") tel que F' = f dans Q}.

On considere également les espaces BMO sur ) définis par des conditions
d’oscillation. Plus précisément, si f € L2 (2), on dira que f € BMO, ,(Q) si,
et seulement si,

1 1
i APppp—— <s(u§a@ /Q ()~ fal*de, sup iy /Q |f<x>|2dx> < +o0

(la notation sup signifie que la borne supérieure est prise sur tous les cubes de type
(a)
(a)) et que f € BMO, 4(Q) si, et seulement si,

1
1£ 1B rr0, 22) = S(u? @] /Q |f(z) = fql’dx < +oo.

Enfin, f € BMOcw () si, et seulement si,

1
£ a00w ) = SUP 09 Jono |f(z) — fonal*dz < 400,

ou la borne supérieure est prise sur tous les cubes ) centrés dans .
On a alors:

Théoréme 3.4.

1. Le dual de H] ,(Q) est BMO, (9).
2. Le dual de H} () est BMO, ().
3. Le dual de H}(Q) est BMO, ().
4. Le dual de H1(Q) est BMO,.(Q).

De plus, on peut comparer les différents espaces BM O sur §2:
Théoréeme 3.5.

1. BMO, () C BMO,(),
2. st R™\Q est non borné, alors BMO, ,(Q) = BMO,(Q),
3. BMO,(Q) = BMO,4(Q2) = BMOcw(£2).

On donne également quelques commentaires sur ces résultats. Les assertions 3.
et 4. du Théoreme 3.4 résultent facilement de la dualité H*(R") — BMO(R") via le
théoreme de Hahn—Banach. L’assertion 2. s’obtient par un argument analogue a la
preuve de la dualité H(R")— BMO(R™) présentée dans [296], Chap. 4, section 1.2.

L’assertion 1. est plus difficile. Nous procédons ainsi: on a par définition
BMOcw (Q2) € BMO,.4(2), et I'inclusion BMO,.4(Q2) C (H} ,(€2)) est immédiate.
Or H!,(Q) = HLy (), done (H ,(Q)) = (Hiy () = BMOcw (). Finale-
ment, BMOcw (2) = BMO, () et on en déduit, en utilisant [96], que le dual
de H! ,(Q) = HX(Q) = Hly (Q) est BMOcw () = BMO,4(9). Ce résultat de
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dualité est déja prouvé dans [77] pour des domaines bornés et les espaces de Hardy
et BMO locaux, mais la preuve semble incomplete.

Les assertions 1 et 2. du Théoreme 3.5 résultent facilement par dualité des
assertions 1. et 2. du Théoreme 3.3. La preuve de 'assertion 3. a déja été expliquée.

On peut également comparer ce qui précede a des résultats d’extension pour les
espaces BMO. On dira qu'une fonction f € L% () appartient & BMO(Q) si, et
seulement si,

sup ﬁ/@ﬁ(x) — fol*dz < 4o0.

QCQ

Ici, la borne supérieure est calculée sur tous les cubes Q) C 2, et pas seulement
sur les cubes de type (a) comme dans la définition de BMO, ,(f2). Dans [215],
Jones (dont nous reprenons ici la notation BMO(Q)) a donné une caractérisation
géométrique des domaines ) pour lesquels BMO(2) = BMO,(2). Les domaines
ayant cette propriété sont appelés domaines uniformes, et la classe de ces domaines
contient celle des domaines fortement lipschitziens.

On notera aussi H}, () 'espace des fonctions f qui peuvent se décomposer sous
la forme

F=Y Aqaq
Q

ou chaque @ est un cube inclus dans © (non nécessairement de type (a)), ag est
un atome de H'(R") & support dans Q et >0 [Aql < +o0, avec convergence de la
série dans L1().

Adolfsson et Jerison ont montré dans [3] que, pour tout domaine borné € (sans
aucune autre hypotheése sur ), le dual de H},(Q) est BMO(Q). Un corollaire de
ce résultat est que

H; (Q) = Hyy(Q)

si, et seulement si, {1 est un domaine uniforme. En d’autres termes, on peut
décomposer toute fonction de H'(R™) & support dans ) avec des atomes & sup-
port dans des cubes inclus dans 2 si, et seulement si, 2 est un domaine uniforme.

3.3.3. Autres résultats

Dans [197], Hofmann et Mayboroda considerent des espaces de Hardy sur R™
associés a des opérateurs elliptiques du type L = —div(AV) pour une matrice A
uniformément elliptique et bornée et a valeurs complexes. Rappelons qu’en général,
le noyau du semi-groupe engendré par L ne vérifie pas les estimations (G) (voir le
début de la section 3.2) et les résultats de [27] ne s’appliquent pas, méme dans R".

En général, I'espace de Hardy H'(R™) n’est pas “adapté” a l'opérateur L. Par
exemple, les transformées de Riesz 0, jL’l/ 2 ne sont pas continues de H!(R") dans
L'(R™) en général, car si elles 'étaient, elles seraient par interpolation continues de
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LP(R™) dans LP(R™) pour tout 1 < p < 2, ce qui est faux pour certains opérateurs
L (voir la section 2.2.1).

Hofmann et Mayboroda définissent I’espace H} (R™) en introduisant une notion
de “molécule” adaptée a Popérateur L. Dans I'espace H'(R™) ou, plus généralement,
dans 'espace H' sur un espace de nature homogene, une notion de molécule a été
définie (voir [96, 305]). Il s’agit d'une fonction m € L? N L' d’intégrale nulle, qui
n’est pas supposée a support dans une boule B mais a laquelle on peut associer une
boule B telle que les normes L? de m sur 2B et sur 2t1B\2/ B pour tout j > 1
sont suffisamment décroissantes. Une telle fonction m appartient & H' avec une
norme controlée par une constante ne dépendant que de I’espace ambiant.

Dans [197], les auteurs définissent une molécule comme une fonction m € L?(R")
(Pexposant 2 pouvant étre modifié dans un intervalle autour de 2) qui peut s’écrire
m = L*my, pour tout 1 < k < M, ou:

1. M > 7 est fixé,

2. il existe un cube ) C R™ tel que la fonction m et chaque fonction my, vérifient
des estimations L? & I’échelle sur 2Q et sur 2/71Q\2/Q pour tout j > 1 (voir
[197] pour la définition exacte).

On notera que la condition m = L*m,, remplace la condition de moment nul pour
m (cette condition de moment nul n’étant pas adaptée a 'opérateur L du point de
vue, par exemple, des transformées de Riesz).

On définit alors H} (R™) comme l'espace des fonctions f =Y, Aym; ot 3 |\;| <
+00 et les m; sont des molécules, avec convergence de la série dans L!'(R"). La
norme est définie de maniere usuelle. Il apparait que cet espace, dont la définition
fait intervenir trois parametres (dont M), est en fait indépendant du choix de ces
parametres pourvu qu’ils restent dans certains intervalles ne dépendant que de n
et de 'opérateur L.

Les molécules ainsi définies sont en particulier des molécules de 'espace H*'(R")
classique, de sorte que H} (R™) C H'(R"), mais il n’y a pas égalité en général. En
particulier, les transformées de Riesz 0, jL*I/ 2 sont continues de H}(R") dans
L'(R™), alors qu’elles ne le sont pas de H'(R™) dans L'(R") en général, comme
nous l'avons vu.

L’espace Hj (R™) peut aussi étre caractérisé via la fonctionnelle d’aire de Lusin,
et une fonction maximale appropriée, qui est une variante de (3.4) ou la borne
supérieure est remplacée par une moyenne L? (cette idée provient de [221]).

Les auteurs définissent également un espace BM Oy (R™), ot la moyenne sur un

tL 3 la fonction, avec un

cube est “remplacée” par I’application du semigroupe e~
choix adapté de ¢ > 0. L’espace BM O, (R™) possede une caractérisation en termes
de mesures de Carleson construites & partir de L. De plus, BMOp+(R™) est le dual
de H} (R™). Trés récemment, Jiang et Yang ont défini un espace VM Or(R™) dont
le dual est H}.(R™) ([212]).

Les résultats de [27] montrent que, lorsque le semigroupe engendré par L satisfait

(Goo), lespace H} (R™) coincide avec H'(R™).
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L’étude de cet espace H} (R™) a été étendue dans plusieurs directions dans [196,
198], nous y reviendrons a la fin de la section 5.

En méme temps que s’élaborait [197], nous avons développé dans [23] une théorie
des espaces de Hardy de formes différentielles sur des variétés riemanniennes. Les
deux théories présentent de nombreuses similitudes. Les résultats de [23] seront
présentés plus en détail dans la section 5.

Dans [129], les auteurs étendent les résultats de [27] au cas des espaces h” ()
pour 0 < p < 1, en se plagant dans des domaines semiconvexes bornés Q. Ils
considerent des espaces de Hardy A}y () et hly (§2) associés respectivement aux
laplaciens Dirichlet et Neumann sur € et montrent que h2(2) C A}y (Q) pour tout
0 < p < 1, cependant que h2(Q) = hly () si Q est convexe. Ils en déduisent la

continuité de I'opérateur f — gmgng de h2(12) dans lui-méme pour <p<let

n+1
de l'opérateur f — 3 ng de h2(Q2) dans hP(S2) pour 5 < p < 1, complétant ainsi
des résultats de Chang, Dafm et Stein ([79]). Ici, Gp (resp Gn ) désigne 'opérateur
de Green associé au Laplacien Dirichlet (resp. Neumann) dans €.

On ajoutera que d’autres travaux ont été consacrés aux espaces de Hardy et
aux espaces BMO associés a des opérateurs abstraits dans des espaces de nature
homogene, avec des hypotheses d’estimations ponctuelles sur le noyau du semi-
groupe engendré par 'opérateur ([117, 132, 133]). Une théorie du méme ordre existe
aussi pour les espaces H' et BMO produit ([118]). On peut également signaler des
travaux sur les espaces de Hardy associés a des opérateurs de Schrodinger sur R™
([137, 139, 140]) ou sur des domaines fortement lipschitziens de R™ ([202]). Des
espaces de Orlicz—Hardy associés a des opérateurs vérifiant seulement des estima-
tions de type Gaffney sont étudiés dans [213].

3.3.4. Questions ouvertes et perspectives

Question ouverte 3.1. Dans les assertions (b) du Théoreme 3.1 et de la Propo-
sition 3.1, peut-on trouver un contre-exemple si R™\Q) est borné?

Direction de recherche 3.1. Soit 2 un domaine fortement lipschitzien de R™
et L = —div(AV) comme précédemment. Si on définit un espace Hj () associé a
Ly en suivant la procédure de [197], cet espace est-il égal & lespace des fonctions
de H},(R™) & support dans Q, pour un certain L' = —div(A4’V)? De méme, I’espace
H} () associé & Lp est-il égal a I'espace des restrictions a € de I'espace fonctions
de Hi,(R") pour un certain L' = —div(A’V)? De tels résultats étendraient les
conclusions de [27] au cas des opérateurs satisfaisant seulement des estimations de
type Gaffney.

Direction de recherche 3.2. 1l est aussi possible de définir une famille d’espaces
de Hardy HP associés a L pour tout 1 < p < +oo. Cela a été fait sous des
hypotheses de type (G ) et sur un espace de nature homogene dans [18] et sous
des hypotheses de type Gaffney dans [23] (pour des espaces de formes différentielles
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sur une variété riemannienne) et dans [196] (pour des espaces de fonctions dans un
cadre abstrait lorsque l'opérateur L est symétrique). Ces définitions peuvent aussi
se transposer au cas des domaines fortement lipschitziens de R™. Sous 'hypothese
(Go), il est prouvé dans [18] que H? = LP pour tout 1 < p < +oo. Sous des
hypotheses Gaffney, on a H? C LP pour 1 < p < 2 ([23], Corollaire 6.3, [196],
remarque apres Definition 9.6) et I'inclusion réciproque pour 2 < p < +o0. Si on
ne suppose plus (Gwo), sous quelles hypotheses sur 'opérateur L a-t-on 1’égalité
HP? = LP? Les questions posées au paragraphe précédent peuvent aussi étre for-
mulées pour les espaces HP.

4. Estimations Limites Pour la Racine Carrée d’opérateurs
Elliptiques d’ordre 2 sous Forme Divergence

Cette section reprend les résultats de [28, 29].

4.1. Introduction

Dans toute cette section, 2 désigne un domaine fortement lipschitzien de R™. Soient
A : R" — M, (C) mesurable, bornée et uniformément elliptique, V = W12(Q)
ouV = Wi2(Q) et L = (A,Q,V) comme dans la section 3. Un tel opérateur
posséde une unique racine carrée maximale accrétive, L'/2. On a rappelé dans la
section 2.2.2 de la section 2 des résultats de comparaison de LY2f et Vf dans
LP(Q2) pour 1 < p < 400, et on examine ici ce que deviennent ces estimations
quand p = 1. On renvoie & la section 3 pour les définitions de H1(Q) et H(Q).
Enongons ces estimations limite, obtenues dans [29] pour L'/

Théoréme 4.1. Soient  un domaine fortement lipschitzien de R™ ou ) = R"
et A:R™ — M, (C) mesurable, bornée et uniformément elliptique. On suppose que
L=(Q,AV) (awec V=W54"2(Q) ou V=W, *Q)) vérific (o) (ou (G1) si Q
est borné). On suppose également que L vérifie une condition technique notée (T).
Alors:

(a) si L vérifie DBC, pour toute f € D(2),

> 0z ey S flane) D10 fllm e + 1l (A1)

i=1 i=1
(b) si L vérifie NBC et si R"\Q n’est pas borné, pour toute f € D(R™)|q,

Z 102, fll ez 0y SNLY 2 f oy S Z 10z, fllaz ) + 1 flloyy-  (4.2)
i=1 =1

Donnons quelques commentaires sur ce résultat:

1. La condition (1) est énoncée dans [29], section 6.1.3. Précisons que cette condi-
tion n’est requise que pour les inégalités de droite dans (4.1) et (4.2). Elle est
inutile quand €2 est un domaine spécial Lipschitz. De plus, dans tous les cas ou
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on sait prouver (G ), cette condition (T') est vérifiée. L’apparition de cette con-
dition est tres probablement liée a la méthode utilisée pour la preuve, toutefois
on ne sait pas s’il est possible de s’en passer en toute généralité.

2. Si  est spécial Lipschitz ou borné, on peut supprimer la norme L' de f dans le
membre de droite de (4.1) et (4.2).

3. Dans (b), 'hypothese R™"\Q non borné n’est requise que pour l'inégalité de
gauche dans (4.2).

4. Les hypotheses faites sur f dans (a) et (b) seront expliquées plus loin (sec-
tion 4.2.7).

La preuve du Théoreme 4.1 repose sur les propriétés des espaces constitués des
fonctions de L'(Q2) dont les dérivées partielles sont dans H!(Q2) ou H!(Q). Ces
espaces, que, suivant Strichartz ([302]), nous appelons espaces de Hardy—Sobolev,
possedent de nombreuses propriétés analogues aux espaces de Sobolev sur LP, que
nous avons établies dans [29], et que nous allons maintenant décrire, avant de revenir
a la preuve du Théoreme 4.1.

4.2. Espaces de Hardy—Sobolev sur un domaine fortement
lipschitzien de R™

4.2.1. Définitions

Soit © un domaine fortement lipschitzien de R” (ou Q =R"™). Si F' = (F, ..., Fy),
ott les fonctions Fi, ..., F, vont de 2 dans C, on dira que F appartient & H}(£2)
(resp. H1(Q)) si, et seulement si, pour tout 1 < i < n, F; appartient & H}(Q) (resp.,
pour tout 1 <i < n, F; appartient & H1(Q)).
On définit
Hy Q) = {f € LN(Q); Vf € Hp ()},
muni de la norme
£ 2y = Iy + IVl = 1l + > 10w fllm @)
1<i<n
et

HH(Q) = {f € L'(Q); Vf € HX(Q)},

muni de la norme correspondante.

Comme les espaces H}(Q) et H(Q) sont clairement des sous-espaces de
WL1(Q), les fonctions de ces espaces ont une trace appartenant a L!(99). Suivant
la théorie des espaces de Sobolev, on définit

H3(Q) = {f € H}(Q); tr f =0 sur 00}
et

H;5(Q) = {f € H (Q); tr f =0 sur 9Q}.
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On définit donc ainsi quatre espaces de Hardy—Sobolev, qui sont tous des espaces
de Banach. On a clairement

H.p(Q) C HPY(Q) C HpY(Q) et Hoo(Q) € Hyp(R) € HYH(9),

et toutes ces inclusions sont strictes si 2 # R™. En particulier, il existe f € Hrlo1 (Q)

telle que Vf ¢ HL(Q) ([29], Proposition 3). Il apparaitra & plusieurs reprises que

seuls HY1(Q) et Hzlé(Q) sont des espaces “naturels”, c’est-a-dire possédant des

propriétés analogues aux espaces de Sobolev sur LP (extensions, changements de

variable. ..) et adaptés au probleme des racines carrées décrit dans la section 4.1.
Ces espaces possedent aussi des versions homogenes. On pose d’abord

ri@={r:a-c

C

|f(x)|dx < 400 pour tout compact K C ]R"} .
KNQ

On définit ensuite
Hy' () = {f € Le(Q); Vf € H} ()}
muni de la semi-norme homogene
122y = IV a2
et
HINQ) = {f € L(); Vf € HX(Q)},
muni de la semi-norme homogene

11l 2210y = IVF a2 (0)-
Se référant a la théorie usuelle des espaces de Sobolev, on considere d’abord au cas
ou 2 est le demi-espace supérieur, qui sera la premiere étape dans la preuve des
résultats d’extension pour les espaces de Hardy—Sobolev et du Théoreme 4.1.

4.2.2. Le cas du demi-espace

Dans cette section, on prendra Q = R} := {(z1,...,2,) € R"; z,, > 0}. Comme
conséquence du principe de réflexion pour les espaces H} (R7) et H(R%) (voir la
section 3.1), on a un principe de réflexion pour les espaces de Hardy—Sobolev:

Proposition 4.1. Soit f € LL(R7).

(a) OnaVf e HNRY) si, et seulement si, Vf, € H'(R"). De plus, HVf||H}(R1) ~
||vaHH1(Rn).

(b) Sitr f =0 sur ORY, alors Vf € HX(RY) si, et seulement si, Vf, € H'(R").
De plus, [[Vfllmi@n) ~ Vol mn)-

Ce principe montre déja que les espaces HI'(R™) et H_j(R}) sont les plus
naturels vis-a-vis de la propriété d’extension: H}**(R") est bien I'espace des fonc-
tions qui ont un prolongement dans H'1(R"), et H_’y (R™) est I'espace des fonctions
dont le prolongement par 0 hors de R”. appartient & H!(R™).
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La différence entre H>'(R') et H2'(R"!) apparait aussi clairement sur les pro-
priétés de traces de ces espaces.

On rappelle que, si 1 < p < +oo, tr(W'P(R")) = B;fl/p’p((‘?]l%i), et que
WhP(R?) est Uespace des restrictions & R des fonctions de W (R™). Pour p = 1,
on pourrait donc s’attendre a ce que la trace de Hr“(]Ri) soit un espace de Besov,
mais il n’en est rien, et c’est I'espace H1'(R) qui posséde cette propriété. Plus
précisément, alors que

tr(H} (R})) = L' (9RY)
(voir [153], Théoréme 11.1), nous avons établi dans [29] que

tr(H(RY)) = B (ORY).

4.2.3. Caractérisation des espaces de Hardy—Sobolev par une
fonction mazximale

On rappelle d’abord qu'on peut caractériser H!(Q) et H!(2) au moyen de
“grandes” fonctions maximales de la maniere suivante.
Si fe L) etze, onpose

M. f(x) = sup

/ f(y)so(y)dy‘

ol la borne supérieure est prise sur toutes les fonctions ¢ € C*°(R"™) a support dans
un cube @ centré dans Q et contenant z, et vérifiant ||¢||s +1(Q)||Velleo < Q71
On définit également

M, (z) = sup ] / f(y)so(y)dy|

ol la borne supérieure est prise sur toutes les fonctions p € C*°(R"™) a support dans
un cube @ centré dans et contenant x, vérifiant ||o|ls + 1(Q)||Velloeo < Q|71 et
qui sont nulles sur 9€2. On a alors ([79, 216])

[ fllzr) ~ Mo flloiey et [1fllaz@) ~ 1M fllzo)-

Cette caractérisation s’étend naturellement aux fonctions & valeurs vectorielles de

la facon suivante: si 2 € Q, soit F,(€2) espace des fonctions ® = (®1,...,®,) €
C>(R™,C™) a support dans un cube @ de R™ centré dans (2 et contenant z, avec
1
1]l + U@ I1DP|oc < al

(voir la section 1 pour la notation). On pose aussi

Go(Q) = {® € F,(Q); & = 0 sur 90}.



46 E. Russ

Pour toute fonction F' € L1(Q,C"), on définit

MF(z)= sup |(F,®)]
PEF,(Q)

et

NF(z)= sup [(F,®),
PeG,(Q)

ot1, pour des fonctions G et Go dans L?(©2,C"), on note

(G1,G2) = /QG1(33) -Ga(x)dw.

On a alors

1E 2 ) ~ [INF Lo
et

1E | 2 0) ~ IMF| L1 (0

Pour caractériser maintenant les espaces de Hardy—Sobolev en termes de fonc-
tions maximales adaptées, il faut pouvoir exprimer le fait qu’'une fonction vecto-
rielle qui est le gradient d’une certaine fonction scalaire [ a toutes ses composantes
dans H!(Q)) ou H(Q). 1l faut donc en particulier tenir compte de la structure
différentielle de ce gradient. Une intégration par parties formelle

(Vf,®) = — /Q (@) div & (2)dx (4.3)

suggere de prendre des fonctions test ® pour lesquelles on controle || div || au
lieu de || D®||s, et d’utiliser la deuxieme intégrale dans (4.3), si on ne sait pas au
départ que f est différentiable.

Pour tout =z € Q, soit F,(2) l'espace des fonctions & = (Pq,...,P,) €
L (R™,C"™), dont la divergence (au sens de D’(2)) est une fonction bornée sur
R™, a support dans un cube @ C R" centré dans €2 et contenant = et satisfaisant

. 1
[@][oc + UQ) div @loe < -

Q|
Pour tout « € Q, on pose

Gx(Q) ={P € F,(Q); ®-v =0 p.p. sur 9N},

ou v désigne le vecteur unité normal sortant. Comme ® et div ® sont bornés, ® - v
est bien définie dans L (052).

Si f € LL(Q), on définit, pour tout = € Q,

MWf(z) = sup / £ () div B(y)dy|.
PEF,(Q) |J/Q

NOF(@) = sup /f(y)divq>(y)dy'-
PG, (Q) |/
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Voici la caractérisation des espaces de Hardy—Sobolev en termes de fonctions max-
imales obtenue dans [29]:

Théoréme 4.2. ([29], Théoréme 6) Soit f € LL(Q2). Alors,
(a) Vf € H Q) si, et seulement si, NV f € L(Q). De plus,

IV ll@) ~ IND fllzi o).

(b) Vf e HYQ) et f est de trace nulle sur OQ si, et seulement si, M f € L(€).
De plus,

IVFlleri) ~ IMD @)
On note que:

e on suppose seulement f € L1(2), et le théoreme affirme en particulier que, si
M® f ou N f est intégrable sur €, alors Vf, défini comme une distribution,
est en fait une fonction de H!(Q) ou de H}(Q),

o seuls H1(Q) et H Zlé(Q) possédent une caractérisation en termes de fonctions
maximales,

e ce théoreme s’applique notamment au cas ou ) = R"”, et n’était pas connu avant
[29] méme dans ce cas.

Décrivons rapidement la preuve de ce théoreme.

On suppose d’abord que N f (resp. M) f) est dans L'(2) et on montre que
Vf e HHQ) (resp. Vf € HY(Q) et f est de trace nulle sur Q). On vérifie d’abord,
en utilisant des fonctions test, que Vf est une fonction localement intégrable sur 2
(noter que c’est a priori seulement une distribution), puis que Vf € L(Q) et que,
dans le cas ot MM f € LY(), f est de trace nulle sur 9Q. Ce dernier point résulte
des inégalités suivantes: pour toute f € LL(Q),

/Q F@) div u(z)dz

< C/ N f(@)|u(x)|dz  pour toute u € D(Q,C")
Q

/Q F@) div u(z)dz

< C/ MW f(z)|u(z)|dz  pour toute u € D(R™,C").
Q

Enfin, on déduit de la caractérisation de H}(2) et H(Q) en termes de “grande
fonction maximale” rappelée plus haut que Vf € H!(Q) ou Vf € H1(Q).

Supposons réciproquement que Vf € H!(Q) et montrons que NV f € L1(Q).
On s’appuie pour cela sur le lemme suivant:

Lemme 4.1. Soient U un domaine fortement lipschitzien de R™ et 1 < p < +00.
Si f e LP(U) est d’intégrale nulle, il existe F € WyP(U;C") telle que f = div F,
et ||DF ||, S Ifllp- La constante implicite dans cette inégalité ne dépend que de p et
des constantes de Lipschitz de U.
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Ce résultat a déja été rencontré dans la section 3.3.1 pour p = 2. La preuve de
ce lemme donnée dans [29] repose sur un argument d’analyse fonctionnelle inspiré
de [272].

Une fois ce lemme établi, soit Vf € H}(Q), 2 € Q, p > 2n et & € G,(Q).
Le Lemme 4.1 fournit ® € W, *(Q N Q) telle que div & = div ® et | DP|, <
Clldiv @, < CUQ) QI /7" 1inégalité de Poincaré donne alors une estimation
de la norme LP de ®, et on conclut que N f est contrélé par CN, »(Vf), olt, pour
toute fonction vectorielle F' € L1(£2,C") et tout x € Q,

/QF(y) : \I'(y)dy’,

la borne supérieure étant prise sur toutes les fonctions ¥ € VVO1 P(Q,C") & support
dans un cube @ contenant x et centré dans €2, et vérifiant

12l + U DY, < QI

]/\Z,F(x) = sup

avec 1/p+1/p’ = 1.

11 ne reste plus qu’a montrer que, si F : 2 — C" est dans H}(f2), alors J/\TpF €
LY(Q). Pour cela, on raisonne sur chaque composante de F, on est donc ramené au
cas scalaire, et il suffit donc de faire la preuve pour un atome de H}(2) (voir la
section 3.3.1). C’est la qu’on utilise le fait que p > 2n.

On raisonne de maniere analogue quand Vf € H(Q) et f est de trace nulle
sur 0f). O

En remplacant les espaces H!(Q) et H.() par les espaces locaux correspon-
dants (hL(Q2) et hl(Q), voir la section 3.2.3), on peut aussi définir des espaces
de Hardy—-Sobolev locaux, et en donner une caractérisation analogue a celle du
Théoreme 4.2. 11 suffit pour cela, dans les définitions des fonctions maximales, de
forcer les cubes a avoir une longueur de c6té inférieure a un certain § > 0 ne
dépendant que de 2, choisi de facon & ce que I'ensemble F'°¢(Q) correspondant ne
soit pas vide.

4.2.4. Versions limite des lemmes div-curl

Le lemme div-curl énoncé dans le Théoreme 2.7 de la section 2.3.7 possede une
version sur des domaines fortement lipschitziens:

Proposition 4.2. Soient 1 < q,r < +00 avec % + % = 1. Soient f € D'(Q) telle
que Vf € L1Q) et e € L™(Q) avec dive = 0 dans Q et e-v = 0 sur 0. Alors
e-VfeHNQ) et

le - Vil S leller@ VLo

Ce résultat est prouvé dans [199], mais on en donne dans [29] (Proposition 17)
une preuve utilisant la “grande fonction maximale” pour H!(Q) (dans l'esprit des
arguments de [90]).
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Cette proposition devient fausse pour ¢ = 1, mais on en donne une version
correcte en supposant Vf dans un espace de Hardy:

Théoreme 4.3. Soit e € L>°(R",C") un champ de vecteurs a divergence nulle
tel que e-v =0 sur 9Q. Si f € H-1(Q), alors e - Vf € HX(Q) et

le- Vil S el VE a1

Si on supprime dans ce théoreme 'hypothese e - v = 0 sur 9€2, on obtient une
autre version de ce lemme div-curl:

Théoréme 4.4. Si Vf € HY(Q) et e € L>°(R",C") est un champ de vecteurs a
divergence nulle dans R™, on a e-Vf € H}(Q) et

lle- Vil < el VIl o)
En rajoutant une hypothese sur f, on obtient une troisiéme version:

Théoréme 4.5. Si f € Hzlé(Q) et e € L=®(R™,C") est un champ de vecteurs a
divergence nulle dans R™, on a e-Vf € HL(Q) et

le- Vil S llellool VI 20

Les preuves de ces trois énoncés se font grace au Théoréme 4.2 et par
intégration par parties. Signalons que ces énoncés sont, en particulier, valables pour
Q=R"

4.2.5. Changement de variables

Une conséquence du Théoreme 4.2 est la suivante:

Théoréme 4.6. Soient Q et Q' des domaines fortement lipschitziens et h : R™ —
R™ une fonction bi-lipschitzienne telle que (') = Q. Soit f € LL(Q2). Alors Vf €

HY(Q) (resp. Vf € HX(Q) et tr f =0 sur9Q) si, et seulement si, V(foh) € H} ()
(resp. V(foh) € HL(Y) et tr (f oh) =0 sur 9Q'). De plus,

IVl ) ~ IV o b))
et
IVl ~ IV o M)l a1

Ce théoreme signifie que les changements de variables bi-lipschitziens operent
sur les espaces de Hardy—Sobolev H}'(Q) et H;S(Q) On remarque que ce n’est
pas vrai pour les espaces de Hardy eux-mémes (par exemple, ces changements de
variables ne préservent pas la propriété d’intégrale nulle).
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4.2.6. Propriétés de restriction et d’extension

On rappelle d’abord que I'espace de Triebel-Lizorkin homogene Fll’Q(R") est défini
par

FARY) = (-0) V2 (' (R7).
Dans [153, 313], cet espace est défini modulo les polynomes. Il est cependant possible
de réaliser cet espace comme un espace de distributions, qui, par les plongements
de Sobolev, sont des fonctions dans L7 ([328, 329]). Ainsi, D(R") est dense dans
FP(R).
On définit
Fi7(Q) = {f € Ly(Q); 3F € F*(R"), Flo = f}

muni de la norme

11l 5220y = EIE ] g2 gem)

N . /. . . 1,2 . . .
ou la borne inférieure est prise sur toutes les fonctions F € F; " (R™) qui coincident
avec f sur €.
On définit aussi

Fy2(9Q) = {f € F*(R"), supp f C O}

Ces espaces permettent alors d’énoncer les théoréemes de restriction et d’extension
des espaces de Hardy—Sobolev comme suit:

Théoréme 4.7. Soit Q2 un domaine fortement lipschitzien de R™:

(a) L) NEZ ()
(b) L' N F7(Q)

H.o(9).

HMLH(Q).

T

Si Q) est spécial Lipschitz, les égalités correspondantes pour les espaces homogénes
(c’est-a-dire sans L*(§))) sont vraies.

Une conséquence de ce résultat est que, si f € LY(Q) et F désigne le prolonge-
ment de f par 0 sur R™\(, alors F' € HM(R") si, et seulement si, f € Hi&(ﬂ)
En particulier, le prolongement par 0 hors de © d’une fonction de Hrlo1 () n’est
pas, en général, dans H11(R™). On rappelle que I'inclusion H;S(Q) C Hrlo1 () est
stricte (voir la section 4.2.1).

Le Théoreme 4.7 montre aussi que

{f € FIP(R™); flo € FA(RY)} = F12(Q) = Hop(9),

ce qui redonne une preuve du fait que 1g n’est pas un multiplicateur de F11 -2 (R™)
(voir [153], Corollaire 13.6 et [302]).
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4.2.7. Densité
Théoréme 4.8. Soit Q un domaine fortement lipschitzien. Alors:

(a) D(Q) est dense dans Hzlé (),
(b) ’espace des restrictions a Q des fonctions de D(R™) est dense dans H>(£2).

4.2.8. Dualité

Une distribution 7' € D’(Q2) appartient & BM O, 1(Q) si, et seulement si, il existe
wo € L*(Q) et ® € BMO,(22,C") telles que, pour toute f € D(),

(T, f) = /f 2)po(x dac+/Vf (4.4)

On pose alors

1T garo; 1) = nf(leollee + [|Rl Brr0,.(02)),
ou la borne inférieure est prise sur toutes les fonctions ¢y € L™(Q) et & €
BMO,(Q2,C") vérifiant (4.4). On note aussi T = o — div® dans D'(Q) ou div
est 'opérateur divergence dans ).
Une distribution T € D’(R™) appartient & BM O;é(Q) si, et seulement si, il
existe g € L>®(Q2), ® € BMO,(2,C") et h € L*>(09,do) telles que, pour toute
f € DER"),

(T, f) = /f x)po (T dx—|—/Vf x)dx + agf(ac)h(x)da(x). (4.5)

On pose alors
HT”BMO;})(Q) = inf([leollce + [Pl BrO. () + Il Loo (dor)),

ot la borne inférieure est prise sur toutes les fonctions o € L*(Q), & €
BMO,(2,C™) et h € L>(04,do) vérifiant (4.5). On note aussi T' = ¢y — div & +
hdo dans D' (R™), ot ¢ et ® sont prolongées par 0 hors de Q et div est 'opérateur
divergence sur R™.

On peut alors décrire les espaces duaux des espaces de Hardy—Sobolev comme
suit:

Proposition 4.3.
(a) Le dual de H;S(Q) est isomorphe @ BM O, 1(Q). Plus précisément, étant donné
T = o — div ® € BMO, 1(Q), la forme linéaire
D@3 fe [ feot [ V18— ()
Q Q

L, o . 1,1
se prolonge par densité en une forme linéaire continue Ly sur Hz”O(Q),

Réciproquement, pour toute L € (H;S(Q))', il ewviste une unique T €
BMO;(Q) telle que L = L. De plus || Lr|| ~ 1T grro:1 (o)
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(b) Le dual de H}' () est isomorphe a BMO;(l)(Q), Plus précisément, étant donné
T = ¢y — div ® + hdo € BMO;%(Q), la forme linéaire

D(R”)Bf'—>/Qfsoo+/QVf-<I>+/mfhda:<T7f>

se prolonge par densité en une forme linéaire continue Lt sur H(Q).

Réciproqguement, pour toute L € (HYY(Q)), il existe une unique T €
-1

BMO_ () telle que L = L. De plus || L7|| ~ HTHBMO;%)(Q),

Cette description a été utilisée dans [56] pour caractériser les fonctions impaires
dans BMO(R) en termes de mesures de Carleson associées aux semigroupes de
Poisson et de la chaleur pour des opérateurs de Bessel.

4.2.9. Interpolation avec les espaces de Sobolev classiques

Les fonctions maximales M) et N permettent aussi de caractériser les espaces
de Sobolev classiques:

Théoréme 4.9. Soient f € LI(2),1 < ¢ < 4o0.

(a) f € WH(Q) & NOf e LIQ), et [|VFq~ [IND f]lq
(b) f e Wy Q) & MM f e LUQ), et |[Vfq~ [MD fll,.

On notera que:

e cette caractérisation est aussi valable pour 2 = R"™,
e dans D'assertion (b), I'appartenance de M) & L7(f2) entraine en particulier le
fait que f est de trace nulle sur 9.

Des Théoremes 4.2 et 4.9, on déduit un résultat d’interpolation complexe entre les
espaces de Hardy—Sobolev et les espaces de Sobolev classiques:

Corollaire 4.1. Soient 1 < g <oo et 0 <6 <1 tels que % =(1-60)+ g. Alors,
pour la méthode d’interpolation complexe,

(3) [ (), Wha(@)]y = Whr(@).
() [H25 (). W3 ()]s = W3 (@)

4.2.10. Preuve du Théoréme 4.1

On décrit cette preuve sommairement. Commencgons par les inégalités du type

L2l S IV Al + 1 F Il

Pour 2 = R™ et sous I'hypothese (G), cette inégalité (sans le terme || f||L1) est
prouvée dans [31], Chap. 4, Théoreme 1. Quand Q = R, on utilise ce résultat
et le principe de réflexion (Proposition 4.1) et la norme L' de f n’apparait pas.
Quand € est spécial Lipschitz, on se ramene au cas (2 = R’} par un changement de
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variables bi-lipschitzien, et on utilise le Théoreme 4.6. La encore, la norme L' de f
n’intervient pas. Enfin, si 2 est un domaine fortement lipschitzien quelconque, on
utilise une partition de I'unité pour se ramener localement au cas spécial Lipschitz,
et c’est 14 uniquement qu’intervient la condition technique (7') pour garantir que
les opérateurs avec lesquels on travaille vérifient encore la condition (Goo).

Pour les inégalités du type

IV F e S ILY2 o

on prouve que les transformées de Riesz 9., L~/? sont continues de H' dans H'
(ot1, & chaque fois, H' est l'espace de Hardy sur € adapté). Pour cela, on utilise
la décomposition atomique pour H!(2) et H!() (section 3.3) et des arguments
de dualité (comme dans la preuve de la Proposition 3.1, voir la section 3.2). On
renvoie & [29], section 6.2, pour des arguments complets.

Comme D(Q2) est dense dans HJS(Q) et D(R")|q est dense dans H1(£2)
(Théoreme 4.8), lassertion (a) du Théoreme 4.1 s’étend & f € H;S(Q), tandis
que Passertion (b) du Théoreme 4.1 s’étend & f € H>Y(Q).

En utilisant (2.19), le Théoreme 4.1 et le Corollaire 4.1, on obtient que, si
Popérateur L = (A, Q, V) vérifie (G ), ou (G1) si Q est borné, pour la condition
de Dirichlet ou celle de Neumann, Popérateur VL2 est continu sur LP(2) pour
tout 1 < p < 2. La méme propriété est vraie si on remplace L par L*, donc, par
dualité, on obtient ||LY2f|l, <V, + || f]l, pour 2 < p < 4oc0.

Ensuite, comme ||LY2f||gi) < || fllmri), on obtient, en interpolant avc
p=2, que ||[LY2f|, < |IVf|, pour tout 1 < p < 2. On retrouve donc la théorie
obtenue dans [33], sauf la continuité des transformées de Riesz sur LP(£2) pour
2<p<2+e.

4.3. Compléments et perspectives sur les lemmes div-curl

Direction de recherche 4.1. On a donné dans la section 4.2.4 une version
limite d’un lemme div-curl, dans laquelle on suppose le champ e a divergence nulle
et L™ et le champ F' a rotationnel nul dans un espace de Hardy sur R"™ ou sur
un domaine, et la conclusion est que e - F' appartient a un espace de Hardy. Si
on suppose maintenant le champ e dans bmo(R™,R™) (version locale de BMO,
voir la section 2.3.6), et toujours F' dans H'(R",R") & rotationnel nul, on peut
encore donner un sens au produit e - F', et ce produit appartient alors a un espace
de Hardy—Orlicz sur R™ ([59]). Des versions plus générales de ce résultat pour
des formes différentielles sont également données dans [59]. Donner des énoncés
analogues sur des domaines de R™ est une question ouverte.

Dans [90], en complément du lemme div-curl rappelé dans le Théoréme 2.7, les
auteurs prouvent que, pour b € BMO(R"),

[blrioge) ~sup | ba)E@)- Fla)ds, (4.6)

R
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la borne supérieure étant prise sur tous les champs E € L%(R",R") a divergence
nulle vérifiant |El2 < 1 et tous les champs F € L2?(R",R") & rotationnel nul
vérifiant || F||2 < 1.

Les auteurs en déduisent aussi que toute fonction f € H(R™) peut s’écrire

F=) NE;-F (4.7)
j

avec »_ |A;| < 400, les champs E; sont a divergence nulle et vérifient ||E;|l2 < 1,
les champs F; sont & rotationnel nul et vérifient |[Fj|2 < 1. Des analogues de
ces différents résultats sur des domaines €2 fortement lipschitziens de R"”, faisant
intervenir les espaces H} (), HX(Q), BMO,(Q) et BMO.(Q), ont été obtenus
dans [78, 242]. D’autres versions, dans R™ ou sur des domaines, faisant intervenir
des espaces de Hardy de formes différentielles (dans le cas des domaines, ces formes
sont & support dans le domaine, il s’agit donc d’une généralisation de H(Q)) et
leurs espaces duaux, se trouvent dans [243, 244].

Question ouverte 4.1. Pour terminer, notons ([28]) qu’on peut aussi donner
une version du lemme div-curl signalé a la fin de la section 2.3.7, en remplacant
I'hypothese e € HY(R™, C™) a divergence nulle par e € H}(2,C") a divergence nulle.
On obtient alors que e- F' € H!(Q) avec I'estimation usuelle. La preuve utilise cette
fois la décomposition atomique pour les espaces de Hardy de formes exactes sur des
domaines fortement lipschitziens de R™ ([243]). Le cas e € H!(2,C") & divergence
nulle reste ouvert.

4.4. Compléments et perspectives sur les espaces de Hardy—Sobolev

Question ouverte 4.2. D’autres caractérisations des espaces de Hardy—Sobolev
sur R™ ou des domaines de R™ ont été établies. Une caractérisation via une fonction
maximale est due & Miyachi ([265]). Dans [226], Koskela et Saksman montrent que,
pour f € S'(R"), Vf € HY(R") si, et seulement si, f € L (R") et il existe une
fonction g € L'(R") telle que

If(z) = f(y)] < |z —yl(g(x) + g(y))

pour tous x,y € R™\E ou E est négligeable (noter qu’une semblable caractérisation
a été donnée pour des espaces de Triebel-Lizorkin dans [227]). Peut-on donner des
caractérisations analogues dans un domaine fortement lipschitzien de R™?

Question ouverte 4.3. Un autre point de vue sur les espaces de Hardy—Sobolev
consiste a les définir via une décomposition en atomes pour retrouver ensuite, en
particulier, des résultats d’interpolation avec les espaces de Sobolev usuels. Ce point
de vue se révele fructueux, notamment, dans des contextes non euclidiens, nous y
reviendrons dans la section 5.5.4. Des décompositions atomiques des espaces de
Hardy—Sobolev sur R™ sont données dans [84, 188, 245, 302, 322] (noter qu’on
en trouve également dans [172] pour les espaces de Hardy—Sobolev sur le produit
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R™ x R™). Dans [245], cette décomposition est utilisée pour donner une preuve
des lemmes div-curl précédents sur R". Quelles décompositions atomiques peut-on
donner pour les espaces de Hardy—Sobolev sur des domaines fortement lipschitziens
considérés dans [29]7?

Question ouverte 4.4. Peut-on se passer de I'hypothese technique (7") dans

le Théoréme 4.17 Dans 'assertion (b), peut-on trouver un contre-exemple lorsque
R™\Q est borné?

Direction de recherche 4.2. Que devient le Théoreme 4.1 si on ne suppose plus
de bornes gaussiennes pour le noyau de e t£?

(a) Comme on la déja signalé dans la section 3.3.3, les transformées de Riesz
VL2 ne sont pas continues de Pespace H' classique dans L' en général,
méme sur R”. Peut-on donner un résultat de continuité des opérateurs VLBl/ 2
et VL;VI/ 2 dans des analogues sur ) des espaces H' de [197]? On rappelle que
la continuité de ces transformées de Riesz de H} (R™) dans L'(R™) est établie
dans [197].

(b) On rappelle que I'inégalité ||LY/2f|| o rn) < [|VF| 2 (e est prouvée dans [20]
sous I'hypothese que (I + t>L)~! est uniformément bornée (pour ¢ > 0) sur
LP(R™) pour un certain p € [1, —2+[ (voir la section 2.2.1). Peut-on donner
une version de cette inégalité sur un domaine fortement lipschitzien 2 avec Ly
ou Lp, en s’affranchissant de toute hypothése de continuité de la résolvente
de L, et en remplacant ’espace de Hardy classique par une version de celui
de [197] sur Q7 On rappelle que, si L = —div(AV), on ne peut pas avoir,
en toute généralité, | LY2f|| gy S |Vl avec les espaces H' sur Q
considérés dans la section 3, car cela entrainerait par interpolation 'inégalité
ILY2f o) S IVf]le) pour tout 1 < p < 2, qui est fausse en général
(voir [13]).

Question ouverte 4.5. Dans toute cette section, comme dans la section 3, on
a supposé ) fortement lipschitzien. Que deviennenent les résultats de [29] si on
affaiblit cette régularité?

5. Racine Carrée du Laplacien sur des Variétés Riemanniennes

Cette section reprend les résultats de [23, 249].

5.1. Introduction

Soient M une variété riemannienne complete connexe, d la différentielle extérieure
et A T'opérateur de Laplace Beltrami. On a rappelé dans la section 2.2.3 les princi-
paux résultats connus concernant la comparaison de df et de A'/2f dans les espaces
LP pour 1 < p < 400. Comme le montre I'exemple de R, il n’y a pas de compara-
ison possible dans L', et il et naturel de chercher & remplacer L' par un espace
de Hardy sur M.
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On rappelle ici quelques notations de la section 2.2.3: p est la distance riemanni-
enne, u la mesure riemannienne. Pour tout € M et tout > 0, on notera B(x, )
la boule géodésique ouverte de centre x et de rayon r, et V(z,r) sa mesure. On
rappelle ’hypothese (D):

Vix,2r) < CV(x,r). (D)

Si on suppose (D) satisfaite, (M, p, ) est un espace de nature homogene et on
peut donc définir 'espace de Hardy H}yy (M) au sens de Coifman et Weiss (voir la
section 2.4.1). On a montré dans [279]:

Théoréme 5.1.  On suppose (D) et (P). Alors la transformée de Riesz dA™'/?
est continue de Hiy, (M) dans L'(M).

Ici, (P) est Iinégalité de Poincaré L? sur les boules:

/If fBde<Cr/|Vf ) d,

rencontrée dans la section 2.2.3. On a également donné une version de ce résultat
pour un espace de Hardy local, en supposant des versions locales de (D) et (P). Ce
dernier résultat a été étendu et développé dans [252].

Dire que dA~1/2 est continue de H' dans H' suppose de définir un espace de
Hardy a valeurs dans les 1-formes différentielles. On a “contourné” cette difficulté
dans [249] de la fagon suivante: on fixe une fonction harmonique u sur M & croissance
au plus linéaire, de sorte que |du| est borné sur M. Alors, supposant toujours (D)
et (P), on obtient que opérateur f +— dA™Y2f . du est continu de Hy, (M) dans
H}y (M). Toutefois, cela ne permet en rien de donner un sens & un énoncé de
continuité de dA~/2 de H' dans H'.

Une premiere difficulté pour définir un espace de Hardy de formes différentielles
est de donner, pour une forme différentielle, un sens a la condition d’intégrale
nulle qui apparait dans la définition des atomes de H/yy,. Un probleme analogue se
pose pour définir les atomes (molécules) de lespace H} (R™) de [197] (voir la sec-
tion 3.3.3). Dans cette derniere situation, bien qu’on se place dans le cadre euclidien
et qu’on considere des espaces de fonctions, la condition d’intégrale nulle n’est pas
adaptée & Popérateur L, et on a souligné le fait que VL™1/2
général de 'espace H!(R™) usuel dans L*(R™). L’idée est de remplacer la condition
de moment nul pour une molécule m par 'hypothese que m est 'image par L (ou

n’est pas continue en

des puissances de L) d’une fonction g et que m et g vérifient des estimations L?
convenables sur des couronnes dyadiques.

Dans le cas des variétés riemanniennes, on va remplacer la condition de moment
nul pour une molécule m par le fait que m est une forme différentielle exacte, c¢’est-a-
dire que m = dg et m, g vérifient des estimations L? convenables sur des couronnes
dyadiques. Cette idée trouve son origine dans les travaux de Lou et McIntosh sur les
espaces de Hardy de formes différentielles dans R™ ou dans des ouverts lipschitziens
de R™ (243, 244]), que nous commengcons par décrire rapidement.
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5.2. Espaces de Hardy de formes différentielles sur R™
ou des ouverts lipschitziens de R™

5.2.1. L’espace de Hardy a divergence nulle
Si f=(f1,.-,fn) : R" — R" on dira que f € H'(R",R") si, et seulement si,

f; € H'(R™) pour tout 1 < j < n. On définit un sous-espace de H'(R™, R") comme
suit:

H} (R™,R") := {f € H'(R",R™); div f = 0}.
Les éléments de H}, (R™,R™) sont des champs de vecteurs de divergence nulle,
qu’on peut aussi voir comme des n — 1 formes différentielles f vérifiant df = 0,
ce qui revient a dire que ce sont des formes exactes, c’est-a-dire qu’elles s’écrivent
f =dg ou g est une n — 2 forme.

L’espace H}; (R3,R?) possede une décomposition atomique, obtenue dans [167]
grace a une décomposition en ondelettes, et redémontrée dans [244] au moyen
d’espaces de tentes. Les atomes correspondants sont des champs de vecteurs de
divergence nulle, & support dans une boule, vérifiant la condition de norme L?
usuelle, et dont toutes les composantes sont d’intégrale nulle.

5.2.2. Les espaces de Hardy de formes différentielles

Dans [244], Lou et McIntosh définissent plus généralement des espaces de Hardy de
formes différentielles dans R™. On précise quelques notations. Soit 0 <! < n. Pour
tout I = (i1,...,4;) avec 1 < iy <--- <4, <n,onnote ey = et A---Ae’. On dira
qu’une [-forme différentielle

fF=>_ tier

appartient & H'(R"™, A!) si, et seulement si, toutes les fonctions f; appartiennent
H'(R"). La norme correspondante est

£l e ary == D I frll ey
1

Sil<1<n,on définit
HYR™ AY) := {f € H'(R",A"); il existe g € D'(R™, A1) telle que f = dg}.

Un atome de H}(R™, A!) est une [-forme différentielle a € L2(R™, A') pour laquelle
il existe une boule B de rayon r et une [ — 1 forme b € L2(R", A'~!) vérifiant:

e le support de b est inclus dans B et a = db,
o llallz < [B]7Y2 et [|bl|2 < r|B|71/2.

Les auteurs montrent que f € H:(R™, Al) si, et seulement si, il existe (\;) € ! et
une suite (ax)g>1 d’atomes de H}(R™, A!) telles que

f=Y" Aay.

k>1
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De plus, |[fllzy@nary ~ inf 3, [Axl, la borne inférieure étant prise sur toutes les
décompositions possibles de f. La preuve consiste a exploiter le lien entre espaces de
Hardy et espaces de tentes, et a utiliser la décomposition atomique dans les espaces
de tentes pour revenir ensuite & celle des espaces de Hardy (voir la section 2.3.3).

Une application de cette décomposition atomique est 'identification du dual de
H}(R™ A, qui est une version de BMO & valeurs dans les formes différentielles.
Une version de (4.6) et de (4.7) (rencontrées dans la section 4) dans ce contexte de
formes différentielles sont également données.

Les auteurs donnent également une application de ces résultats a
I’homogénéisation d’un systeme intervenant en élasticité linéaire, a la suite de
travaux de Geymonat, Miller, Triantafyllidis et Zhang ([166, 333]).

Tous ces résultats sont transposés au cas des domaines lipschitziens de R™ dans
[243]. Si Q est un tel domaine, les auteurs considerent 'espace H! ;(9,A") des
formes de HJ(R", A') & support dans Q et prouvent pour cet espace I’analogue des
résultats obtenus dans [244]. Il ne semble pas exister de théorie comparable pour
Vespace H! ;(€2, A").

5.3. Le cas riemannien
5.3.1. Le cadre géométrique

On reprend les notations de la section 5.1. Pour tout x € M, soit AT M
lalgebre extérieure complexe sur l'espace cotangent T M. Soit AT*M =
Po<k<dim mAFT*M le fibré sur M dont la fibre en chaque € M est donnée
par AT} M, et soit L?(AT*M) I'espace des sections de AT*M de carré intégrable.

On rappelle que d désigne la différentiation extérieure. Pour 0 < k < dim M —1,
d envoie C5°(AFT*M) dans C§e(A*HLT*M) et vérifie d> = 0. Soit d* I’adjoint
de d sur L?(AT*M). On notera aussi D = d + d* l'opérateur de Hodge-Dirac
sur L2(AT*M) et A = D? = dd* + d*d le Laplacien (de Hodge-de Rham). La
décomposition de Hodge dans L2, valable dans toute variété riemannienne complete,
affirme que

LYXAT*M) = R(d) ® R(d*) ® N(A),

o, pour tout opérateur T', R(T) (resp. N(T')) est 'image (resp. le noyau) de T, et
la décomposition est orthogonale (voir [119], Théoreme 24, p. 165 et [73]).

Pour définir des espaces de Hardy de formes différentielles sur M, il est naturel
de chercher a tirer parti dans ce cadre des différents points de vue exposés dans le
cas euclidien dans la section 2.3 de la partie I. Dans [244], Lou et McIntosh utilisent
le lien entre espaces de Hardy et espaces de tentes pour obtenir la décomposition
atomique de H}(R™, A!). Nous avons étendu ce point de vue au cas des formes
différentielles sur M, prenant cette fois le lien avec les espaces de tentes comme
point de départ pour définir les espaces de Hardy.

Pour pouvoir disposer d’une théorie satisfaisante des espaces de tentes (voir
[93, 280]), et en particulier d’'une décomposition atomique, on supposera toujours
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(D). Ce sera la seule hypothese géométrique sur M pour la plupart des résultats.
On rappelle que (D) est vérifiée sur les groupes de Lie a croissance polynomiale, les
variétés a courbure de Ricci positive ou nulle ([57]), les revétements co-compacts
dont le groupe est & croissance polynomiale ([106]).

Au vu des formules reliant espaces de Hardy et espaces tentes (voir les formules
(2.31) et (2.32) dans la section 2.3.3), passer d'une décomposition atomique pour
les espaces de tentes & une décomposition en atomes (ou en molécules) pour un
espace de Hardy requiert des estimations sur le semigroupe engendré par A.

Comme on l'a rappelé dans la section 2.2.3, les estimations du noyau du semi-
groupe engendré par Popérateur de Laplace-Beltrami (donc le laplacien sur les fonc-
tions) et leurs relations avec la géométrie de M sont bien comprises (voir notamment
[177, 234, 283]). En revanche, on ne dispose pas, la plupart du temps, d’estimations
ponctuelles du noyau du semigroupe engendré par le laplacien de Hodge—de-Rham
(voir [45, 107, 121, 241)).

On a vu (section 3.3.3) que, dans [197], pour établir différentes caractérisations
des espaces H} (R™), Hofmann et Mayboroda utilisent les estimations L? de type
Gaffney satisfaites par le semi-groupe e~ ", alors méme que le noyau de ce semi-
groupe ne vérifie pas, en général, d’estimations ponctuelles du type (Gso). Sur
toute variété riemannienne complete, le semigroupe engendré par le laplacien de
Hodge vérifie des estimations L? de type Gaffney analogues, dont voici un exemple
([113, 114)):

Lemme 5.1. Pour toute fonction h € L>(M), on note My, I’opérateur de mul-
tiplication par h. Soit N > 0. Il existe a > 0 tels que, pour tous fermés disjoints
E,FC M et toutt >0,

_o2EF)
2
t

2 2
1My (PA)Y e B My |22 + | Myt D A) Y e 2 M, |

2,256
avec

E,F)= inf .
pEF) = _inf  py)
Remarque 5.1. Dans cet énoncé, on a utilisé la notation suivante: si T est un
opérateur de LP dans L9, on définit

HT”q,p = sSup ”Tqu'
fELp, Hf”PS]-

Tout comme dans [197], nous avons pu développer une théorie des espaces de
Hardy de formes différentielles en utilisant exclusivement des estimations semblables
a celles du Lemme 5.1. De fagon générale, les estimations que nous utilisons con-
cernent des fonctions générales de D ou de A et seront appelées dans la suite
“estimations L? hors diagonale”. Ces estimations disent toutes que, si on applique
f(D) ou f(A) a une section h & support dans F, et si F' est un fermé disjoint de E,
alors la norme L2 de f(D)h sur F est controlée par celle de h & travers un facteur
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de décroissance qui fait intervenir la distance entre E et F' (voir [23], section 3). A
la différence de [197] (mais comme dans [196]), nous ne définissons pas seulement
H' mais H? pour tout 1 < p < +oo. Ces espaces de Hardy HP, qui seront donc
définis via des espaces de tentes, forment une famille d’espaces d’interpolation pour
la méthode complexe, et peuvent étre comparés aux espaces LP. La transformée
de Riesz DA~Y/2 est continue sur ces espaces H?. Plus généralement, Popérateur
D possede un calcul fonctionnel H* sur ces espaces HP. On obtiendra également
une décomposition de Hodge pour ces espaces. L’espace H' possede aussi une car-
actérisation moléculaire et une caractérisation en termes de fonction maximale non
tangentielle. On notera que, contrairement au point de vue adopté dans [197], on
ne part pas du point de vue moléculaire pour définir les espaces de Hardy, ce qui
nous obligerait & ne considérer que H'.

Comme on ’a dit, pour les résultats qu’on vient de mentionner, on supposera
seulement (D), on ne supposera donc pas d’inégalité de Poincaré, et on ne fera
pas d’hypothese sur la courbure de Ricci ou la courbure sectionnelle. En ajoutant
certaines hypotheses géométriques, il sera possible, dans le cas des fonctions, c¢’est-
a-dire des 0-formes, d’identifier les espaces HP(AT*M) a D'espace Hly, (M) ou des
espaces LP.

5.3.2. Les espaces de tentes de formes différentielles sur M

Soit M une variété riemannienne connexe complete. On supposera toujours que (D)
est satisfaite (section 2.2.3). Comme on I’a rappelé a la section 2.4, cette hypothese,
qui signifie que (M, p, 1) est un espace de type homogene au sens de Coifman—
Weiss, est naturelle pour développer une théorie des espaces de Hardy. Il est facile
de vérifier que, sous 'hypothese (D), il existe C' > 0 et k > 0 tels que, pour tout
x € M, tout r > 0 et tout 4 > 1,

Vix,0r) < CO™V(x,r). (5.1)

On définit dans la suite trois types d’espaces de Hardy de formes différentielles
sur M. Le premier est construit a partir des espaces de tentes, dans I'esprit de ce
qui se passe dans le cadre euclidien (voir la section 2.3.3).

On définit donc d’abord ces espaces de tentes dans le contexte de M et des
formes différentielles, reprenant les idées de [93]. Pour tout z € M et tout o > 0,
le cone d’ouverture « et de sommet x est défini par

To(z) ={(y,t) € M x]0,+00[; y € B(z,at)}.

Quand o = 1, on notera I'(x) au lieu de T'y(z).

Pour tout sous-ensemble fermé F' C M, soit R(F') I'union de tous les cones
d’ouverture 1 dont le sommet appartient a F. Enfin, si O C M est ouvert et si
F = M\O, la tente au-dessus de O, que I'on notera T(0), est le complémentaire
de R(F) dans M x 0, 4o0].

Soit ' = (F})i>0 une famille de sections mesurables de AT*M. On note
F(y,t) := F;(y) pour tout y € M et tout ¢ > 0 et on suppose F' mesurable sur
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M %10, +o0[. Pour tout 2 € M, on pose

(// Sk ) ’

et, si 1 < p < 400, on dira que F' € TP2(AT*M) si, et seulement si,
[E (|7 2(ar a1y i= IS Loy < 400

Pour le cas p = +00, on procede comme suit. Pour toute famille (F});~¢ de sections
mesurables de AT*M et tout x € M, on pose

2

1/
o S
CF(a) = sup (V(B) /L, 1Fwo du(y)t> 7

ou la borne supérieure est prise sur toutes les boules B contenant x, et on dit que
F € T>2(AT*M) si, et seulement si,

[Ellzoe2amary 7= [ICF | oo (ar) < +o00.

Comme dans le cadre euclidien, le dual de TP2(AT*M) est T 2(AT*M) pour tout
1 < p < +o0, si % + ﬁ = 1. L’espace TV2(AT*M) possede une décomposition
atomique (voir [280]) et les espaces TP2(AT*M) forment une famille d’espaces
d’interpolation pour la méthode d’interpolation complexe.

5.3.3. Définition des espaces de Hardy de formes différentielles sur M

On définit ces espaces de Hardy a partir des espaces de tentes sur M par le biais
d’opérateurs construits grace au calcul fonctionnel de D et de A. Pour cela, on
introduit les notations suivantes. Si 6 € ]0, Z[, on définit

S+ = {z € C\{0}; |arg 2| < 0} U {0},
29, = {z € C\{0}; |arg 2| < 0},

Yo =g+ U (—2g+),

59 = 59, U (-33,),

et on note H*°(X9) lalgébre des fonctions holomorphes bornées sur %9. Pour tous
o,7 > 0, on appelle ¥, -(X9) ensemble des fonctions holomorphes ¢ € H>(X9)
pour lesquelles il existe C' > 0 tel que, pour tout z € XY,

[(2)| < Cinf{|2|7,|z|7}.
On pose alors \P(Eg) = UU’T>0\P0,T(28).

Voici des exemples de fonctions dans ces différentes classes:

o siv(z) =

2N (1 £ iz)7® avec N, a entiers tels que 1 < N < q, alors @ €
VN - (55);
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e si (2) = 2V(1 + 22)77 pour des entiers N, tels que 1 < N < 23, alors

¥ € Uy 2N (3p),
o si (z) = 2N exp(—22) pour un entier N > 0, alors v € Uy ,(X9) pour tout
7> 0.

Soit ¢ € ¥(XY) pour un 6 > 0. Pour tout ¢ > 0, on pose 9;(z) = (tz) pour
tout z € 9. On définit I'opétateur Sy, : T>2(AT*M) — L*(AT*M) par
+oo ﬂ

SyH = Ui (D)H, ;
0

et Qy : LA(AT*M) — T*2(AT*M) par
(Quh): = ¥+(D)h

pour toute h € L*(AT*M) et tout ¢t > 0. La continuité de Q, : L*(AT*M) —
T%2(AT*M) provient du théoreme spectral, et celle de Sy : T%?(AT*M) —
L2(AT*M) du fait que Sy, = Q%

Par analogie avec ce qui se passe dans le cas euclidien, on veut pouvoir dire que,
si H est dans l'espace de tentes T7?(AT*M), alors Sy, H est dans l'espace de Hardy
HP, et que si h est dans cet espace de Hardy H?, alors Quh est dans ’espace de
tentes TP2(AT*M). On définit donc un premier espace de la facon suivante:

Définition 5.1. Pour toute ¢ € W(XY), on définit B ,(AT*M) =
Sy (TP2(AT*M) N T?2(AT*M)), muni de la semi-norme
1ol s, |, (A=)
= inf{||H || po2ar-ary; H € TP2(AT*M) N T?*(AT*M), Sy H = h}.

Supposons dans un premier temps que p = 2. On observe d’abord que, comme
D est auto-adjoint sur L2(AT*M),

L}*(AT*M) = R(D) & N(D), (5.2)

la somme étant directe et orthogonale (I'adhérence est prise pour la topologie forte
de L2(AT*M)).

Sihe El%, (AT*M), alors h € R(D) (l'adhérence ayant le méme sens que dans
(5.2)) et, par théorie spectrale,

| Quhl 722 A= a1y ~ ||1]|2- (5.3)

Fixons une fonction ¢ € U (29) telle que f0+°° w(:l:t)qz(:lzt)% = 1. On peut écrire
une version de la formule reproduisante de Calderén (voir (2.31)): pour tout h €
R(D),

h=8;Quh,
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ce qui montre que h € E  (AT*M) et, par (5.3),
\\h\\E;w(AT*M) ~ ||QwhHTPv2(AT*M)' (5.4)

Ainsi, ng(AT*M) = R(D), ce qui montre en particulier que EIQD#)(AT*M) ne
dépend pas du choix de ¢ € ¥(29).

On examine maintenant ce qui deviennent ces propriétés, et en particulier (5.4),
quand p # 2, en distinguant 1 < p < 2 et 2 < p < +00. On est amené a restreindre
la classe des fonctions v utilisables.

Le cas 1 < p < 2: s0it § = E(§) + 1 (E désignant la partie entiere, on rappelle
que k est donnée par (5.1)). Alors, pour 1 € Ug9(39), E%,w(AT*M) ne dépend

pas du choix de 1, et peut étre décrit grace a I'opérateur Qi si {/; € V1 541(39).

Plus précisément:

Lemme 5.2. Si,9 € Us0(20) et Y€ Uy 54+1(29), alors

Ep o (AT"M) = EQJ(AT*M) ={h € R(D); ”QthTPv?(AT*M) < +o0}
et la semi-norme dans E%’w(AT*M) est en fait une norme et vérifie

1ol e, |, (ar=ary ~ HhHH;J}(AT*M) ~ HQ;Eh”TP-?(AT*M)'

Dans ce lemme, R(D) a toujours le méme sens que dans (5.2).

Proposition 5.1. Awvec les mémes notations que pour le Lemme 5.2, {h €
R(D); HQ:ZhHTM(AT*M) < oo} est dense dans EY, (AT*M) pour toute ) €
U1 64+1(29)-

Les preuves de ces résultats reposent sur le fait que, si ¢ € Wy 5 1(29) et
P € U5 2(29), QuSy, qui est clairement un opérateur continu sur 7%2(AT*M), se
prolonge en un opérateur continu sur 77?(AT*M). Comme les espaces de tentes
forment une famille d’espaces d’interpolation pour la méthode complexe, il suffit
de prouver cette continuité sur TH2(AT*M). Cette continuité provient essentielle-
ment de la décomposition atomique pour TH2(AT*M) et des estimations de type
Gaffney pour des opérateurs construits a partir de D. C’est dans cette preuve
qu’apparaissent les restrictions sur la fonction ¢ dans les énoncés du Lemme 5.2 et
de la Proposition 5.1. On renvoie & [23], sections 4 et 5, pour des preuves completes.

On peut a présent définir les espaces de Hardy associés a D pour 1 < p < 2.

Définition 5.2. Soit 1 < p < 2. On définit HY,(AT*M) comme le complété de
EY, ,(AT* M) pour la norme ||h||Hg7w(AT*M) pour toute ¢ € ¥ 5(9). Cette norme
sera simplement notée ||A[| gz (a7 ar)-
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On a donc

H}/(AT*M) = {h € R(D); || Quhllrr2arr) < +00}
muni de la norme ||Qyh||re.2(ar= 1) pour toute ¢ € ¥y 341(39). Par exemple,
Al ez (AT ary ~ [tDe™"2h|| zw2 AT~ ar)
~ 2 A AR |z az-ary
~ [tDUI + 2 A) "N bl r2(arar)

siN>5 41
Il résulte de la discussion du cas p = 2 que H2(AT*M) = R(D).

Le cas 2 < p < 4o00: on a des propriétés analogues, en permutant les roles de

Wp2(2f) et Ui p1(29).

Définition 5.3. On suppose que 2 < p < 4oo et on pose toujours [ =
E(5) + 1. On définit H,(AT*M) comme le complété de ET,  (AT*M) pour la
norme ”h”H%,w(AT*M) avec 1) € Wy g11(29). Cette norme sera notée 120l &2 (A= a1y -
Cet espace est indépendant du choix de ¢ € W1 g41(29).

En particulier,

HL(AT*M) = {h € R(D); | Quhllrs2(ar- 1) < +oo}
pour la norme ||Qyh||rv.2(ar+ 1) pour toute ¢ € ¥ 5(59). Par exemple,
Il azeany ~ D) e 2 hllm 2 arean
~ )M e Bl arean
~ D) (I +t2A) "N hllzw2(ar-ar)
avecMZ%etNZ§+1.

Les deux définitions coincident bien pour p = 2 et donnent H2(AT*M) = R(D).

On peut également définir, pour tout 1 < p < +o0o, des espaces de Hardy
HY (AT*M) associés au Laplacien A = D?, et, en choisissant les fonctions ¢ dans
les constructions précédentes comme des fonctions paires, on voit facilement que
I'espace HR (AT*M) coincide avec HY, (AT*M) pour tout 1 < p < +o0. Cet espace
sera désormais noté HP(AT*M).

Enfin, on définit H>®°(AT*M) comme le dual de H'(AT*M), muni de la
norme usuelle du dual. On peut décrire cet espace de la maniére suivante: si
G € T>?(AT*M), on définit:

To(f) = / / (Qu ()Gl ()™

t
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pour toute f € EL(AT*M). Alors T s’étend de maniére unique en une forme
linéaire continue sur H'(AT*M). Réciproquement, si U est une forme linéaire con-
tinue sur HY(AT*M), il existe G € T°*2(AT*M) tel que U = T. On a également

U | zroe (A= ary ~ nf |G| 7o 2 (a7 a1

la borne inférieure étant prise sur toutes les G € T°?(AT*M) telles que U = Tg.

Cet espace dual de HY(AT*M) est en fait de type BMO si on se réfere a
la dualité usuelle entre H' et BMO, mais on conserve 1’écriture H>(AT*M) de
maniére & unifier les notations. Contrairement a ce qui se passe dans [197], on ne
donne pas de définition de cet espace BMO faisant directement intervenir D, et
on n’obtient pas de caractérisation de cet espace BMO en termes de mesures de
Carleson, ni de lemme de John—Nirenberg.

Les propriétés de dualité et d’interpolation des espaces de tentes se transmettent
aux espaces de Hardy:

Théoréme 5.2. Pour tout p€l,+o0[, si 1/p+1/p' =1, le dual de HP(AT*M)
est H? (AT*M). La dualité est donnée par (g, h) — Jarlo(x), h(x))dx. De plus, par
définition, le dual de H'(AT*M) est H*(AT*M).

Théoreme 5.3. Soient 1 < pyg < p < p1 < +oo et 0€]0,1] tels que 1/p =
(1—0)/po +0/py. Alors [HP(AT*M), HP(AT*M)]s = HP(AT*M).

5.3.4. Transformée de Riesz et espaces de Hardy
Théoréme 5.4.

1. Pour tout 1 < p < +oo, la transformée de Riesz DA~Y/2 définie initiale-
ment sur R(D), se prolonge en un opérateur continu sur HP(AT*M). On a
HDA_l/QhHHP(AT*M) ~ |2l zzv a7+ n1y -

2. Plus généralement, f(D) est continu sur HP(AT*M) pour toute f € H>®(%9) et
on a ”f(D)hHHP(AT*M) S ”f”OOHhHHP(AT*M)-

Ce résultat est une conséquence tres simple des définitions des espaces
HP(AT*M) (voir [23], Théoremes 5.11 et 5.12).

On peut préciser le Théoreme 5.4 en considérant des espaces de Hardy de
formes différentielles de degré fixé. Soit n la dimension de M. En écrivant AT*M =
@0§k§nAkT*M, on définit de facon naturelle HP(A*T*M) pour tout 0 < k < n
(d’abord pour 1 < p < +o0, puis pour p = +oo par dualité). Le Théoreme 5.4
appliqué aux k-formes montre que, si 0 < k < n — 1, dA~Y2 est continu de
HP(A*T*M) dans HP(AFH'T*M), et que, pour tout 1 < k < n, d*A~/2 est
continu de HP(A*T*M) dans HP(A*~1T*M). Finalement,

Théoréme 5.5. Pour tout 1 < p < 400, dA™Y/2 et d*A~Y2 sont continus sur
HP(AT*M).
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5.3.5. Décomposition de Hodge

On peut également définir de fagon naturelle des espaces de Hardy associés aux
opérateurs d et d*. Pour 1 < p < 400, on pose

HY(AT*M) = R(d) N HP(AT*M), HY, (AT*M) = R(d*) N HP(AT*M)

Padhérence étant prise pour la topologie de HP(AT*M). On obtient alors une
décomposition de Hodge pour H? (AT*M):

Théoréeme 5.6. Pour tout 1 < p < +oo, HP(AT*M) = HY(AT*M) &
HY (AT*M), et cette décomposition est topologique.

C’est une conséquence du Théoreme 5.4.

Sil < p < 400, le dual de H(AT*M) est isomorphe & Hgl(AT*M), avec
1/p+1/p" = 1. On définit H°(AT*M) (resp. H(AT*M)) comme le dual de
HY(AT*M) (vesp. HL. (AT*M)).

On peut donner 1’énoncé suivant a propos des transformées de Riesz sur les
espaces HY(AT*M) et HY. (AT*M):

Théoréme 5.7. Soit 1 < p < +oo. Lopérateur dA~/? se prolonge en un iso-
morphisme continu de HY.(AT*M) sur HL(AT*M) et d*A~Y% en un isomor-
phisme continu de HY(AT*M) sur Hy. (AT*M). Ces opérateurs sont inverses 'un
de I'autre.

En fixant le degré des formes considérées, on définit aussi HY (A*T* M) pour tout
1<k<mnetH] (AkT*M) pour tout 0 < k < n—1, et on déduit du Théoreme 5.7:

Théoréeme 5.8. Soit 1 < p < 4o0.

(a) Pourtout0 <k <n—1, dA™Y? est un isomorphisme continu de HY. (A*T*M)
sur HY (AFHITM).

(b) Pour tout 1 < k < n, d*A~/2 est un isomorphisme continu de HY(A*T*M)
sur HY (A*=1T*M).

5.3.6. La décomposition moléculaire

Dans [243, 244], Lou et McIntosh ont obtenu une décomposition atomique pour les
espaces H(R", A') et H! ,(Q, A') (voir la section 5.2). On rappelle que la condition
de moment nul pour un atome usuel est remplacée par la condition que cet atome
a est une forme différentielle exacte db, avec des estimations L? appropriées pour a
et b.

On adapte cette notion d’atome au cas des formes différentielles sur M. Comme
dans [197], le manque de décroissance de e~** (dont on ne sait pas, en général,
estimer ponctuellement le noyau) a pour conséquence qu’on n’obtient pas des
atomes a support compact, mais des molécules, qui ne sont pas a support com-
pact en général (voir toutefois la section 5.5.1 plus loin) mais possédent une bonne
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décroissance L? sur des couronnes dyadiques. De plus, une molécule a sera I'image
par DV d’une section b € L?(AT*M), ot N > 1 est un entier assez grand, pour
compenser le manque de régularité de e *4.

Voici la définition précise d’une molécule. Soit C' > 0. Pour toute boule B € M
de rayon r, si (xx)r>0 est une suite de fonctions de classe C°° sur M & support

compact, on dira que (xx)r>0 est adaptée a B si, et seulement si:

e Yo est a support dans 4B (voir la section 1 pour cette notation),
e pour tout k > 1, x} est & support dans 2¥+2B\2*~1 B,

L]
C
dxk=1sur M et ||Vl < i (5.5)
k>0 "

Si C' > 0 est assez grand, pour toute boule B, il existe une suite adaptée a B.
Soit N > 1 un entier. Si a € L*(AT*M), on dit que a est une N-molécule si,
et seulement si, il existe une boule B C M de rayon 7, b € L2(AT*M) telle que
a = Db, et une suite (xx)r>0 adaptée a B telle que, pour tout k > 0,
Ixwall L2ar=ar) < 2_kV_1/2(2kB) et [[xwbll2ar= ) < 2_kTNV_1/2(2kB)-
(5.6)
On remarque que les estimations (5.6) entrainent
lallLzar=ary < 2VY2(B) et bl pearean < 207NV TE(B). (5.7)
Ainsi, @ € R(D) C H?*(AT*M). De plus, toute N-molécule a appartient &
LY(AT*M) et
lallz(ar=nry < 2C (5.8)
ou C' est la constante apparaissant dans (D).

Définition 5.4. Une section f appartient & H ; y(AT*M) si, et seulement si, il
existe une suite (););>1 € [! et une suite de N-molécules (a;);>1 telles que

f = Z)\jaj,

Jj=1

avec convergence dans L'(AT*M), et on définit || fl|z1  (a7-ar) comme la borne

IOI,N(
inférieure de ) |A;| prise sur toutes les décompositions.

On vérifie facilement que H} ) y(AT*M) est un espace de Banach. Si N est
assez grand, il coincide avec H(AT*M):

Théoréme 5.9. Pour tout entier N > 5 + 1 (on rappelle que k apparait
dans (5.1)), HrlnoLN(AT*M) = HY(AT*M). En particulier, HrlnoLN(AT*M) est
indépendant de N du moment que N > 5 + 1.
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La preuve de ce théoreme passe par la décomposition atomique pour les espaces
de tentes et les estimations L? de type Gaffney pour D.

La décomposition moléculaire de H'(AT*M) montre en particulier que cet
espace est inclus dans LY(AT*M), ce que la définition de H'(AT*M) ne permet
pas d’obtenir de fagon immédiate. Plus généralement:

Corollaire 5.1.

(a) Pour 1 <p <2, HP(AT*M) C R(D) N LP(AT*M)
LP(AT* M)

(b) Pour 2 < p < +oo, R(D)NLP(AT*M) C HP(AT*M).

LP(AT* M)

Remarque 5.2. L’assertion (b) du Corollaire 5.1 montre que, pour toute ¥ €
U50(29) et tout 2 < p < +oo, pour toute f € R(D) N LP(AT*M), Quf €
TP2(AT*M) et

1Qu fllrr2ar-nry S I fllLear=ar)- (5.9)

Dans le cadre euclidien et pour le laplacien usuel sur les fonctions, cette inégalité
traduit exactement la continuité LP de 'intégrale d’aire de Lusin (voir [293], p. 91).
Sur un espace de nature homogene, la continuité sur LP (pour tout 1 < p < +o0) de
I'intégrale d’aire associée & un opérateur L est établie dans [18] sous les hypotheses
suivantes: L engendre un semigroupe holomorphe sur L2, dont le noyau vérifie des
estimations gaussiennes supérieures, et L a un calcul holomorphe borné sur L2
On rappelle que, dans ce travail sur les espaces de Hardy de formes différentielles,
on ne suppose aucune borne supérieure sur le noyau du semigroupe du laplacien
de Hodge pour prouver (5.9) pour p > 2. Cette remarque signifie aussi que notre
construction d’espaces de Hardy permet, pour p > 2, de prouver la continuité L?
d’une généralisation appropriée de l'intégrale d’aire de Lusin. Un tel point de vue
constitue une des motivations de [204], voir la section 5.5.3 ci-dessous.

Remarque 5.3. Comme A = D2, on peut également définir un espace Héml’ N
associé & A, qui coincide aussi avec H*(AT*M) si N est assez grand.

5.3.7. Caractérisation de H'(AT*M) par des fonctions mazimales

On a vu (section 2.3.2 dans R™ et la section 3 dans des domaines fortement lip-
schitziens de R™) que, dans le cadre euclidien, appartenance d’une fonction f
4 un espace de Hardy H' peut étre caractérisée par 'appartenance a L' de la
fonction maximale non tangentielle associée a P, f, ou P; est le semigroupe de Pois-
son engendré par un opérateur elliptique d’ordre 2, si on suppose que le noyau
de ce semigroupe vérifie des hypotheses de taille et de régularité appropriées. On
va donner une caractérisation maximale analogue de H'(AT*M). Deux différences
importantes apparaissent: comme dans [197], I'absence d’estimations ponctuelles
(et en particulier de régularité) pour le semigroupe engendré par le laplacien de
Hodge oblige & remplacer 1’évaluation ponctuelle de | P, f(y)| par une moyenne L?
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sur une boule par rapport & y et ¢ (cette idée provient de [221]), et le semigroupe de
Poisson est trop peu décroissant, et est remplacé par le semigroupe de la chaleur.
Pour formuler précisément le résultat, pour tout x € M et 0 < r < t, on notera
B((x,t),r) = B(x,r) X (t —r,t + 7).
Soit a > 0. On choisit ¢ > 0 tel que, pour tout x € M, dés que (y,t) € T'y(x),
B((y,t),ct) C Taq(x) (cest le cas pour ¢ < a/(1+2a)). Pour toute f € L2(AT*M)
et tout x € M, on pose

1/2
1 2
fro@) = swp [ // le=*B f(2)Pdzds |
i (y)ela(@) \ V(W 1) JJB((y.1),e)

On définit alors H, (AT*M) comme le complété de {f € R(D);|f% .

+oo} pour cette norme et on note

Ll(M) <

Iz, areany = Il fa,cllrany-

max

On peut vérifier que l'espace H} . (AT*M) ne dépend pas du choix de a et ¢
vérifiant les conditions précédentes. On a alors:

Théoréme 5.10. Sous Uhypothése (D), HY(AT*M) = H}

Inax(AT*M)'
5.3.8. Comparaison avec Hly, (M) et LP(AT*M), précisions sur la
décomposition moléculaire

En renforcant les hypotheses géométriques sur M, on peut préciser certains des
résultats précédents.

Comparaison de H'(AT*M) avec ’espace de Hardy de Coifman—Weiss
L’espace HY. (A°T*M) = HL(A°T*M) = HA(A°T*M) est un espace de Hardy de
O-formes, c’est-a-dire de fonctions. Sous 'hypothese (D), il est naturel de chercher
a le comparer a l'espace Hly, (M).

Sous I'hypothese (D), on a toujours H. (A°T*M) C HLy, (M). L'inclusion est
stricte en général. Ainsi, si M est la variété formée de deux copies de R"™ reliées
par un cylindre, la propriété (D) est satisfaite, de sorte que la transformée de Riesz
dA~1/2 est continue de H}. (A°T*M) dans H}(A'T*M) d’aprés le Théoreme 5.4,
alors que cette méme transformée de Riesz n’est pas continue de Hfy, (M) dans
LY (M), ce que I'on peut voir en utilisant les méthodes de [75].

En revanche:

Théoréme 5.11. Si on suppose (D) et (P), alors Hi.(A°T*M) = H}y, (M).

Une conséquence de ce résultat et de la continuité des transformées de Riesz
sur les espaces de Hardy est le Théoréme 5.1, déja obtenu dans [279]. On peut
également, en utilisant la continuité des transformées de Riesz sur les espaces de
Hardy de formes différentielles, retrouver le résultat de continuité des transformées
de Riesz “scalaires” prouvé dans [249] et cité dans la section 5.1.
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Précisions sur la décomposition moléculaire de H(AT*M)

On peut améliorer la décomposition moléculaire des formes dans H(AT* M) en sup-
posant certaines estimations gaussiennes sur le semigroupe engendré par le Lapla-
cien de Hodge.

On note toujours n la dimension de M. Pour tout 0 < k < n, soit pf le noyau
de e7*®* oul Ay est le Laplacien de Hodge-de Rham restreint aux k-formes. On
dira que la condition (G}) est satisfaite si, et seulement si, il existe C,c¢ > 0 tels
que, pour tout t > 0 et tous x,y € M,

C 2
k —cd®(z,y)/t
z,y)| < ——=e . Gy,
)l < 5o (1)
On dira que la condition (G) est satisfaite si, et seulement si, (Gy) est satisfaite
pour tout 0 < k < n.

En supposant que certaines estimations gaussiennes sont vérifiées, on peut

améliorer la décomposition moléculaire de 1'espace H(AT*M):

Théoréme 5.12.  On suppose toujours (D).

(a) Sila condition (G) est vérifiée, alors H'(AT*M) = H},, (AT*M).

(b) Sil1<k<mn et(Gr 1) est vérifiée, alors Hy(A*T*M) = Hj | |(A*T*M).

() Si 0 < k < n—1 et (Gry1) est vérifiée, alors HL (AFT*M) =
Hj. o1 (AFT*M).

Dans ce théoréme, on définit Hé,lnol,l(AkT*M) et H(}*7m0171(AkT*M) de fagon ana-
logue a H&]OIJ(AT*M) en wutilisant les opérateurs d ou d* au liew de D et en
spécialisant auz k-formes.

En complément au Théoreme 5.12, on peut observer que les sections de
H}\ 1 (AT*M) possédent en fait une décomposition atomique. Appelons atome
toute section a € L2(AT*M) pour laquelle il existe une boule B C M de rayon
r et une section b € L2(AT*M) & support dans B, telle que a = Db et

lallzoarean S VTVA(B) et [Bllzarenry < 7V VA(B) (5.10)

(cette définition est donc similaire a celle des atomes de HJ}(R™, A!) introduite dans
[244]). On définit alors H,(AT*M) comme Pespace des sections f pour lesquelles
il existe une suite (););>1 € [! et une suite (a;);>1 d’atomes tels que f = 2o Aiays
muni de la norme usuelle. On a alors H}  (AT*M) = HL(AT*M). En util-
isant cette remarque, on voit que, quand M = R™ et k = 0, l’assertion (¢) du
Théoreéme 5.12 est exactement la décomposition atomique usuelle pour H!(R™).
On définit de fagon semblable H, iat(AT*M ), et cet espace coincide avec
H imol,l(AT*M ). Une conséquence de ce fait et du Théoreme 5.12 est que, lorsque

M =R", HY(A*T*R™) est égal a I'espace H}(R", A¥) introduit dans [244].
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Comparaison de HP(AT*M) avec LP(AT*M)
Sous la condition (G) (toujours satisfaite lorsque M = R™), on peut comparer
exactement HP(AT*M) et LP(AT*M) pour 1 < p < 2:

Théoreme 5.13. On suppose (D). Soit 1 <p < 2.

(a) On suppose (G). Alors,

HP(AT*M) = R(D) n Lr(AT-20)~ M,

HY(AT*M) = R(d) n Le(AT) - 7

H.(AT*M) = R(@) n Lr(AT+M)~ 7

(b) On suppose (Gy) pour un 0 < k < n. Alors

P ko
HP(A*T*M) = R(D) n Lr(hF Ty~ T,

et on a aussi les égalités correspondantes pour HY(AFT*M) et HY. (AFT*M).

Remarque 5.4. On ne sait pas si 'égalité

P O
HP(A°T*M) = R(D) n Lr(A0T ) M7 ™ powr 1< p<2

reste vraie sans une hypothese de type (G) (notons que cette question concerne des
espaces de fonctions). Pour p > 2, on a vu que R(D)N LP(AT*M)LP(AT*M)
HP(AT*M), et linclusion réciproque est fausse en général, méme sous des
hypotheses de type (G) ou inégalité de Poincaré, car elle entrainerait la conti-
nuité des transformées de Riesz sur les espaces LP de fonctions, qui, méme avec ces
hypotheses, peut ne pas étre vraie, comme on ’a vu dans la section 2.2.3.

Un corollaire du Théoreme 5.13 et de la continuité des transformées de Riesz
sur les espaces de Hardy est 1’énoncé suivant:

Corollaire 5.2. On suppose (D) et (Go). Alors, pour tout 1 < p < 2, la trans-
formée de Riesz (pour les fonctions) dA™'? est continue de LP(AYT*M) dans
LP(AYT*M).

On notera que 'hypothese (Go) est exactement hypothese (GUE). Ce résultat,
ainsi que la continuité de LY(AYT*M) dans LY°°(A'T*M) sous les mémes
hypotheses, ont été obtenus dans [98]. Il faut noter que les résultats sur les espaces
de Hardy de formes différentielles ne permettent pas de retrouver la continuité de
LY(A°T*M) dans LY>°(AYT*M). Par ailleurs, la question de savoir si le Corol-
laire 5.2 reste vrai sous la seule hypothese (D) est ouverte.
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5.4. Une version locale

Une version locale des résultats de [23] est donnée dans [71]. Si M est une variété
a croissance du volume des boules au plus exponentielle, les auteurs définissent les
espaces de Hardy locaux hl,(AT*M) pour 1 < p < +oc. Les transformées de Riesz
“locales” D(A + ald)~'/2 sont continues sur h% (AT*M) pour tout a > 0 et tout
1 < p < +o0. Une décomposition moléculaire de h' (AT* M) est également obtenue.
Pour cela, de nouveaux espaces tentes “localisés” sont introduits.

5.5. Construction d’espaces de Hardy et de Hardy—Sobolev
associés a des opérateurs

Plusieurs constructions d’espaces de Hardy associés a des opérateurs dans des
cadres généraux ont été développées. Certaines d’entre elles (comme celle de [197],
généralisée dans [198]), déja rencontrée dans les sections 3 et 4) sont paralleles &
celle de [23]. Nous décrivons ci-apres certains développements récents.

5.5.1. Espaces de Hardy associés a des opérateurs auto-adjoints positifs

Dans [196], les auteurs développent une théorie des espaces de Hardy H? (1 < p <
+00) et BMO sur un espace X de nature homogene, associés a un opérateur auto-
adjoint positif sur L?(X), vérifiant des estimation de type Gaffney. Cette théorie
étend les résultats de [23] (mais aussi de [197], & ceci pres que L n’est pas supposé
auto-adjoint dans [197]) dans le cas des fonctions (0-formes) et en améliore certains.
En particulier, 'espace H' ainsi construit possede une décomposition atomique, ce
qui s’applique en particulier & H'(AT*M) dans [23]. Un point crucial des preuves
(qui oblige L & étre auto-adjoint) est I’équivalence qu’établissent les auteurs entre
les estimations “a la Gaffney” pour L et la propriété de propagation a vitesse finie
de I’équation des ondes associée a L. En revanche, les auteurs n’obtiennent pas de
caractérisation maximale de H' en général, mais seulement I'inclusion de H' dans
un espace défini par une fonction maximale verticale ou non tangentielle (une telle
caractérisation est toutefois obtenue dans le cas particulier des espaces de Hardy
associés a un opérateur de Schrodinger, situation pour laquelle les auteurs montrent
aussi des résultats de continuité des transformées de Riesz de H' dans L'). Le dual
de l'espace H' ainsi construit est un espace BMO associé & L*. Enfin, en suivant
une construction analogue & celle de [23], les auteurs construisent aussi des espaces
H? qui forment une famille d’espaces d’interpolation pour la méthode complexe.
Un théoreme d’interpolation réelle de type Marcinkiewicz est également prouvé.

5.5.2. Espaces de Hardy associés a des opérateurs sous forme divergence

Dans [198], les résultats de [197] et [196] sont étendus dans plusieurs directions. Si
L = —div(AV) est un opérateur elliptique d’ordre 2 a coefficients complexes sur
R"™, les auteurs considerent les espaces de Hardy, de Lipschitz, les espaces LP et
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les espaces de Sobolev associés a L. Ils prouvent que, pour tout p ¢ [n2—+”2, %], il

existe L tel que le semigroupe e ~** n’est pas borné sur LP(R™). Ils décrivent tous
les espaces de Sobolev dans lesquels L possede un calcul fonctionnel holomorphe.
Les espaces de Hardy et de Lipschitz sont caractérisés en termes de fonctions max-
imales et de transformées de Riesz. Les auteurs prouvent aussi des décompositions
moléculaires et des résultats de dualité pour les espaces de Hardy.

5.5.3. Espaces de Hardy de fonctions a valeurs dans des espaces de Banach

La théorie des semigroupes Markoviens développée dans [294] montre que, pour
1 < p < +00, pour toute fonction f € LP(R™),

£y ~ 1lg1 ()l (5.11)

ou

ne= ([ 'tmeﬂmw?f

On a une inégalité comparable pour I'intégrale d’aire de Lusin. Si

B 1/2 dydt
// |t8t€ H=4) ( )|2tn+1 )
ly—z|<t

alors, pour tout 1 < p < +o0,

1fllp ~ s f1lp- (5.12)

Des inégalités analogues a (5.11) lorsque f est a valeurs dans un espace de Banach
possédant la propriété UMD (la définition de I'intégrale intervenant dans g1 (f)(z)
faisant alors intervenir des variables aléatoires) ont été établies dans [64, 203].

Que devient I'inégalité (5.12) lorsque f est a valeurs dans un espace UMD?
Restons pour 'instant dans le cas de fonctions scalaires. Dans ce cas, (5.12) signifie
que

_ 1/2
1fllp ~ l|Ore H=4) Fllo. 2(RT) (5.13)

et si on interpreéte le second membre de (5.13) comme la norme de f dans lespace
de Hardy HP(R™), on voit que (5.12) revient & dire que, pour tout 1 < p < 400,
HP(R™) = LP(R™).

Une telle observation se transpose a des contextes plus généraux. Comme on
I’a souligné dans la Remarque 5.2, on obtient, dans [23], comme conséquence de la
construction des espaces de Hardy HP(AT* M), une inégalité qui généralise (5.12)
pour p > 2.

Il est donc naturel, pour donner une version de (5.12) pour des fonctions a
valeurs dans un espace UMD, de construire des espaces de Hardy adaptés a cette
situation. Hyténen, Van Neerven et Portal ont formulé, dans [204], un analogue
de (5.12) pour les fonctions a valeurs dans un espace UMD, suivant une démarche
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inspirée de [23], et leurs résultats peuvent étre comparés & ceux de [23]. Etant
donnés un espace de Banach X ayant la propriété UMD et un espace de Hilbert
H et un opérateur A sur L?(R"™, H), bisectoriel et vérifiant des estimations L?
hors diagonale appropriées, les auteurs définissent une famille d’espaces de Hardy
de fonctions HY (H, X), 1 < p < +o0, sur lesquels A posseéde un calcul fonctionnel
H*°. La construction est analogue & celle faite dans [23] avec 'opérateur D, utilisant
des espaces de tentes adaptés et des fonctions 1) qui peuvent étre prises dans des
classes ¥, ,(39) plus larges que celles considérées dans [23], grace a des arguments
de type et de cotype.

5.5.4. Espaces de Hardy et de Hardy—Sobolev abstraits définis par une
famille d’opérateurs

Dans [55] (voir aussi [54] pour de nouveaux développements), Bernicot et Zhao
construisent des espaces de Hardy H' abstraits adaptés & une famille d’opérateurs
sur un espace de nature homogeéne (et non un opérateur fixé comme dans [23,
196, 197]), par une construction moléculaire. Cette construction englobe, dans un
certain sens, les espaces de Hardy rencontrés dans certains cadres géométriques.
Ces espaces sont en général inclus (strictement) dans les espaces de Hardy connus,
mais sont quand méme assez “gros” pour qu’il soit possible d’interpoler entre H'!
et L2

Plus précisément, soit (X, p, ) un espace de nature homogene. On note Q la
famille de toutes les boules ouvertes de X. A chaque boule ) € Q, on associe un
opérateur Bg continu sur L*(X), et on suppose qu’il existe C' > 0 tel que, pour
toute boule Q € Q et toute f € L?(X),

1Bo fllz < CI|fl2-
1

Soit € > 0. Une e-molécule est une fonction m € L, . (X) telle qu’il existe une boule
Q € Q et une fonction fgo € L?(X) avec les propriétés suivantes:

e m = Bq(fq),
e [ follzzo) < n(Q)~12, , ,
e pour tout j > 1, || follp2@i+ig\2iq) < n(27Q) /2275

Si, de plus, le support de fqg est inclus dans , m s’appelle un atome. On définit
alors ’espace H g,mol comme 'espace des fonctions mesurables f qui s’écrivent

f = Z)\jmj (514)
J

ou Y |A\j| < 400 et, pour tout j, m; est une molécule. On définit de méme
'espace H!, en remplagant les molécules par des atomes. Les normes de ces espaces
sont définies de maniere usuelle. De fagon générale, une molécule n’appartient pas
forcément & L1(X), de sorte que la série (5.14) ne converge que presque partout
mais pas nécessairement dans L'(X). Pour la méme raison, il n’est pas certain que
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Pespace H! ) soit complet en général. Les auteurs donnent toutefois des condi-
tions suffisantes sur les opérateurs B pour garantir 'inclusion de H} | dans L'
et la complétude de HZ . (voir la section 7 de [55]).

Si on choisit

Bof() = f(0)le@) -~ ( /Q f(y)du(y)> 16(z)

pour tout Q € Q, alors pour tout &, I'espace H]  ainsi obtenu est I'espace
Hyy (X).
Les espaces de Hardy sur R” associés a des opérateurs de Schrodinger ([137, 138,

141]) peuvent aussi étre réalisés comme des espaces H! | pour un choix approprié

,mol
d’opérateurs Bg.

Pour un choix adéquat d’opérateurs Bg, les espaces H] ; sont inclus dans
l'espace H}(R™) de [197], et dans l'espace H'(AT*M) de [23] (si on adapte la
construction de [55] au cas des formes différentielles).

Les auteurs donnent des conditions suffisantes de continuité de certains
opérateurs de H! . dans L'. Plus précisément, si T est un opérateur continu
sur L?(X) qui vérifie des estimations L? hors-diagonale adaptées aux opérateurs
Bq, alors T est continu de H! . dans L' ([55], Théoremes 4.1 et 4.2). Ces
théorémes, qui sont dans I'esprit de ceux de [13], généralisent le fait qu’un opérateur
de Calderén—Zygmund classique est continu de H éW dans L'.

De plus, sous une condition supplémentaire sur les opérateurs B, un opérateur
T borné sur H}, et sur L? est borné sur LP pour tout pyp < p < 2 pour un certain
po €11, 2[ ([55], Théoreme 5.3). Ainsi, les espaces de Hardy construits dans ce cadre,
meéme s’ils sont en général plus petits que les espaces de Hardy qui apparaissent
dans différents contextes géométriques, sont assez “gros” pour qu’il soit possible
d’interpoler entre H' et L2.

Si L = —div(AV) est un opérateur uniformément elliptique d’ordre 2 sur R™ a
coefficients complexes bornés, on montre ([55], section 5), en utilisant les estimations
de [197], que la transformée de Riesz VL™1/2 est continue de H;mol dans L', et
on retrouve par interpolation la continuité de VL~'/2 sur LP pour lintervalle de p
déja obtenu dans [13] et qui est optimal (voir la section 2.2.1).

Les auteurs obtiennent aussi une description partielle du dual de H', qui est
un espace de type BMO. Des applications de cette théorie a des problemes de
régularité maximale sont également données.

Il existe aussi une construction moléculaire analogue pour des espaces de Hardy—
Sobolev sur une variété riemannienne ([38]), qui englobe notamment les espaces
Hp\ o1 y(AT*M) de [23]. Trés récemment, Badr et Dafni ([40]) ont montré que, sous
les hypotheses (D) et (Py), I'espace de Hardy-Sobolev homogene HS!, construit
dans [38] coincide avec Pespace M} ([185, 223]) construit grace & la fonctionnelle

Baz T

Nf(z) = sup %ﬁ /B F() — Faldu(y).
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la borne supérieure étant prise sur toutes les boules contenant z. Ces résultats
completent ceux de [41].

Ajoutons que les méthodes inspirées de [23] sont utilisées dans [24] pour prouver
des résultats de régularité maximale dans des espaces tentes.

5.6. Perspectives

Question ouverte 5.1. Dans [243], Lou et McIntosh ne consideérent que l’espace
H! 4(€2, A¥). Peut-on développer une théorie semblable pour I'espace H}! ;(2, A")?
Plus généralement, pourrait-on étendre les résultats de [23] aux espaces de Hardy
sur des domaines de M? Cela pourrait permettre, notamment, d’obtenir (sous des
hypotheses géométriques convenables) des résultats sur les transformées de Riesz
dans les espaces LP sur des domaines de M.

Question ouverte 5.2. L’espace H*(AT*M) est de type BMO, et est défini
comme le dual de H'(AT*M). Existe-t-il une définition directe de cet espace sem-
blable & celle de BMOp-(R™) dans [197], ou a celle de I'espace BMO4(R™, A*) de
[244]7 Peut-on prouver un lemme de John-Nirenberg pour cet espace?

Direction de recherche 5.1. Sous la seule hypothese (D), la transformée de
Riesz est continue de HP(AT* M) dans lui-méme pour tout 1 < p < +o00. Ce résultat
permet en particulier d’obtenir des théoréemes de continuité de la transformée de
Riesz sur LP lorsqu’on sait identifier H? et LP. Toutefois, on ne sait, par le biais
de cette observation, que retrouver le résultat principal de [98]. Peut-on, grace aux
résultats de [23], prouver la continuité de dA™/2 sur LP(M) pour tout p € |1, 2]
sous la seule hypothese (D), c’est-a-dire sans faire d’hypothese de taille gaussienne
sur le noyau de la chaleur associé a 'opérateur de Laplace—Beltrami? La question de
cette continuité semble ouverte. Notons que, dans [99], il est conjecturé que dA~1/2
est continue sur LP(M) pour tout 1 < p < 2, pour toute variété riemannienne
complete. Sur une variété riemannienne complete quelconque, seule I'inégalité plus

faible
dflll e < A/IFIBIAL

est établie pour tout p €]1,2[ dans [99]. De méme, les résultats de [16] peuvent-ils
étre améliorés grace a ceux de [23]?

Direction de recherche 5.2. La théorie des espaces de Hardy développée dans
[23] ne fait pas d’autre hypothese que (D), sauf pour identifier H? et LP pour
certaines valeurs de p. Il conviendrait de comprendre en profondeur les liens entre
ces espaces de Hardy et la géométrie a I'infini de M, ce qui apporterait en particulier
un nouvel éclairage sur les travaux cités a la fin de la section 2.2.3.

Question ouverte 5.3. Une autre question ouverte est celle-ci: 1’espace
LY (AT* M
HY(AT*M) est-il exactement 1'espace des formes dans L' (AT*M) N R(D) ( )
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dont la transformée de Riesz appartient & L*(AT*M)? Une réponse positive a cette
question confirmerait le caractere optimal de l'espace H'(AT*M) vis-a-vis de la
transformée de Riesz.

6. Racine Carrée de Certains Opérateurs Elliptiques
sur des Graphes

Cette section reprend les résultats de [43, 278].

6.1. Introduction

Dans les sections 4 et 5, nous avons examiné le probleme de la comparaison entre la
racine carrée du laplacien (ce terme prenant un sens différent suivant le contexte)
et le gradient dans des espaces LP et des espaces de Hardy, dans des contextes
géométriques “continus” (espace euclidien, variété riemannienne). On s’intéresse ici
a une version “discrete” de ces questions.

On se place pour cela sur un graphe I' (ensemble de sommets reliés par des
arétes), que I'on suppose muni d’une métrique d, d’'une mesure m, d’'un “laplacien”
A et d'un “gradient” V (des définitions précises seront données dans la section
qui vient), et on pose la question suivante; si 1 < p < 400, peut-on comparer
1(=2)Y2 |l Lo my et V£l Lo (r,m)? Rappelons que cette question revient & com-
parer des espaces de Sobolev définis par un gradient (opérateur local) avec des
espaces de type Bessel définis par une puissance fractionnaire d’un laplacien (voir
la section 2.1.3). Plus précisément, a-t-on

IV M ey S =22 £l o0 m) (6.1)
et

(=22 Fll o my S WVEN Lo my? (6.2)

Un fait général (déja rencontré dans les autres situations géométriques (voir 'idée
dans la section 2.1.2) est que la validité de (6.1) pour un p € |1, +00[ entraine celle
de (6.2) pour p’ si % + ﬁ = 1. Par ailleurs, le caractere auto-adjoint de A sur
L?(T",m) fait que I'on a

=22 fllz2em) = VSl 2 e my-

On est de ce fait amené a distinguer quatre questions: validité de (6.1) pour 1 <
p < 2, validité de (6.1) pour 2 < p < +00, validité de (6.2) pour 1 < p < 2, validité
de (6.2) pour 2 < p < +o0.

L’estimation (6.1) pour 1 < p < 2 (donc aussi (6.2) pour 2 < p < +00) est
valable sous des hypotheses minimales sur I', qui correspondent dans ce contexte a
la conjonction des propriétés (D) et (DUE) de la section 2.2.3.

Sous ces seules hypotheses, (6.1) n’est pas valable pour p > 2. Toutefois, on
obtient une condition suffisante de validité de (6.1) pour p€|2,po| (ot po > 2
dépend des hypotheses faites sur le graphe) en supposant une inégalité de Poincaré
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L? sur les boules, ainsi qu'une estimation convenable sur le gradient d’une version
discrete du noyau de la chaleur associé a A.

On montre aussi I’équivalence entre la validité de (6.1) pour tout p € ]2, po[ et des
inégalités de Holder inverses pour les fonctions harmoniques dans des boules, dans
Pesprit de [287]. Utilisant cette équivalence, on obtient que, sous (D) et l'inégalité
de Poincaré L? sur les boules, on a

(=22 Il owm) ~ IV o, my

pour tout p€]2 —¢,2 + €[ avec un € > 0 ne dépendant que de T'.

En supposant toujours (D) et une version L? de l'inégalité de Poincaré sur les
boules (¢ < 2), on obtient aussi la validité de (6.2) pour ¢ < p < 2. La preuve
de ce résultat repose, notamment, sur la continuité LP d’une version discrete de la
fonctionnelle ¢ de Littlewood—Paley—Stein (voir [294] et la section 5.5.3), ainsi que
sur des résultats d’interpolation réelle pour les espaces de Sobolev sur I'.

On obtient ainsi le pendant discret des résultats correspondants connus dans
le cadre des variétés riemanniennes obtenus dans [15, 16] et présentés dans la sec-
tion 2.2.3.

6.2. Le cadre géométrique discret

On donne ici les définitions précises des objets discrets que I'on considere, suivant
la présentation de [116]. Soient I' un ensemble infini et iz = pye > 0 un poids
symétrique sur I' x T (de sorte que T', ou plus précisément (T, 1), est un graphe a
poids). Si x,y € T, on dit que = et y sont voisins (et on note z ~ y) si, et seulement
si, ftzy > 0. Soit I/ 'ensemble des arétes de I', i.e.

E={(z,y) eI x5z ~y}

La symétrie de p signifie que (z,y) € E si, et seulement si, (y,z) € E.

Si z,y € I', un chemin joignant x et y est une suite finie de sommets xy =
z,...,oy = y tels que, pour tout 0 < ¢ < N — 1, z; ~ z;41. La longueur de
ce chemin est V. On supposera toujours I' connezxe, ce qui signifie que, pour tous
z,y € I, il existe un chemin joignant x et y. Pour tous x,y € I', la distance de x a y,
notée d(z,y), est la longueur minimale d’un chemin joignant x et y. Pour tout z € T’
et tout r > 0, on définit B(z,r) = {y € T, d(y,z) < r}. On supposera toujours I’
localement uniformément fini, ce qui signifie qu’il existe N € N* tel que, pour tout
x el 4B(x,1) < N.Si B = B(z,r) est une boule, on notera aB = B(x, ar) pour
tout a > 0, C1(B) = 4B et Cj(B) = 207 B\2/B pour tout entier j > 2 (voir les
notations de la section 1).

Pour toute partie A C I, on définit

0A={zxe A;Jy~=z,y¢ A}

Pour tout € T', on pose m(z) = Zme Lay- On supposera toujours que m(z) > 0
pour tout x € I'. Pour toute partie A C I, soit m(A) = > ., m(x). Pour tout
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x €T et tout r > 0, on notera V(x,r) plutdét que m(B(z,r)) et, pour toute boule
B, V(B) plutot que m(B).

Soit 1 < p < +o00. Une fonction f : T' — R appartient & LP(T',m) (ou LP(T)) si,
et seulement si,

1/p
I1f]lp == (Zlf(x)lpm(x)> < oo,

zel
tandis que f € L (T, m) (ou L*(T)) si, et seulement si,

[flloc := sup | f ()] < +o0.
zel

On pose

p(2,y) = pay/m(z) (6.3)
pour tous z,y € I'. Par définition de la distance sur le graphe, p(z,y) = 0 deés que
d(z,y) > 2. On définit aussi

po(x,y) = 6(x,y)
et, pour tout k € N et tous z,y € I,
prir(@,y) =Y p(@, 2)pr(z,y).
zel
Les pg sont les itérées de p. En raison du caractere localement uniformément fini

du graphe, pour tout z € I', il y a au plus N termes non nuls dans cette somme.
On a aussi, pour tout z € T,

> play) =1 (6.4)
yel
(un tel noyau p définit donc une marche aléatoire sur I') et, pour tous z,y € T,
p(z,y)m(z) = p(y, x)m(y). (6.5)
Pour toute fonction f:T' — R et tout x € I', on définit
Pfx)=> plz,y)f(y)
yel

(il y a au plus N termes non nuls dans cette somme). Comme p(x,y) > 0 pour tous
x,y € T et en raison de (6.4), on a, pour tout p € [1,+00] et toute f € LP(T),

IPfllLecry < [IfllLeery- (6.6)

On définit un “laplacien” sur I' en utilisant 'opérateur P. Soit f € L?(T"). Par (6.6),
(I —P)f € L*(T) et

(I =P)f, ez = Y pla,y)(f(z) = fy)f (z)m(z)

= 2 S pa i)~ f)Pmia) 6.7)
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la premiere égalité étant due & (6.4) et la deuxieme & (6.5). Suivant [101], définissons
maintenant 'opérateur “longueur du gradient” par
1/2

Vi) = (530 el )l f )~ )P

yel’

pour toute fonction f : I' — R et tout € I' . L’identité (6.7) correspond & une
intégration par parties, puisqu’elle s’écrit

(I =P)f, [rzay = IV 22y (6.8)

On considerera donc I — P comme un laplacien discret. Comme, en raison de (6.5),
I'opérateur P est auto-adjoint sur L?(I"), I — P est un opérateur positif et auto-
adjoint sur L?(T'). On peut alors définir sa racine carrée (I — P)'/? par théorie
spectrale. L’identité (6.8) signifie exactement que

(T = PY2 fll 2y = IV ]| 2oy (6.9)

On peut interpréter cette derniere identité en termes d’espaces de Sobolev définis
par V (voir aussi la section 2.1.3). Plus précisément, si 1 < p < +o00, on dira qu'une
fonction f : I' — R appartient & W1P(T") (voir aussi les définitions données dans
[171, 274]) si, et seulement si,

I fllwrey = | flle@) + IVl < +oo.

On considere aussi les versions homogenes de ces espaces. Si 1 < p < 400, on définit
EY?(T') comme l'espace des fonctions f : I' — R telles que Vf € LP(T'), muni de la
semi-norme

11y = 19 1loo)-

On définit ensuite W?(T') comme Pespace quotient £7(T')/R muni de la norme
quotient. Il est facile de vérifier que ces espaces de Sobolev sont des espaces de
Banach.

L’identité (6.9) signifie que ||(1—P)Y2 f||p2r) = £l 1.2 (ry- En d’autres termes,
pour p = 2, WH2(T') coincide avec l'espace (de type Bessel, voir la section 2.1.3)
des f € L*(T) telles que (I — P)*/?f € L?*(T). On examine dans la suite le probleme
de la coincidence de ces espaces pour p # 2.

On examine donc la validité de

V£l S 1T = P)Y2f, (Ry)
et de
1= P) 2 £l S IV E - (RR,)

Rappelons que (R,) et (RR,) sont toujours vraies pour p = 2 (c’est l'identité (6.9)),
et que si 1 < p < 400, (Ry) pour p entraine RR, pour % + % = 1 (la preuve dans
cette situation est détaillée dans [278]). L'estimation (R,) traduit la continuité sur
LP de la transformée de Riesz, qui est ici 'opérateur sous-linéaire V(I — P)~1/2,
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Avant de passer a la description des résultats obtenus, signalons un cas par-
ticulier de graphe entrant dans le cadre que nous venons de décrire (voir [97]): il
s’agit du graphe de Cayley d’un groupe G (noté multiplicativement) engendré par
un ensemble fini S symétrique (au sens o1, pour tout g € S, g~ € S). On définit
des sommets voisins par x ~ y < x~ 'y € S, de sorte que la mesure d’une boule est
indépendante de son centre.

6.3. Continuité de la transformée de Riesz sur LP
6.3.1. Lecas 1 <p <2

On présente des hypotheses sur I' qui interviendront dans les résultats qui suivent,
et qui sont les analogues dans ce cadre discret des hypotheses présentées dans la
section 2.2.3. La premiere est la version discrete de (D), qui s’écrit ici: il existe
C > 0 tel que, pour tout z € I" et tout r > 0,

Vi(x,2r) < CV(x,r). (D)

Cette hypothese entraine 'existence de C, D > 0 tels que, pour tout = € I'; tout
r>0et tout 6§ > 1,

V(x,0r) < COPV (z,7). (6.10)

La deuxiéme hypothese est une borne inférieure uniforme sur p(x,y) pour = ~ y.
Si a > 0, on dira que (T, u) vérifie la condition A(a) si, et seulement si, pour tous
z,y €T,

(x ~y <= pgy > am(z)) et x~z. (A())

Cette hypothese, qui signifie que p(x,y) > « pour tous & ~ y et que z est toujours
voisin de x, implique, en particulier, que, pour tout x € T, il existe une aréte joignant
z a x. Elle n’est pas vérifiée, par exemple, pour la marche aléatoire standard sur
Z, puisque dans ce cas, p(z,x) = 0. Toutefois, sous 'hypothese (D), on montre
facilement que po satisfait (A(@)) pour un certain a > 0 (voir [101]). L’hypothese
(A(a)) assure que, pour tout k > 1 et tous x,y € I tels que d(z,y) < k, pr(z,y) > 0.
On fera aussi intervenir des majorations ponctuelles de pg(z,y). On dira que (T, u)
vérifie (DUE) (majoration sur la diagonale) si, et seulement si, il existe C' > 0 tel
que, pour tout z € I' et tout k € N*,
Cm(x)

pr(z,x) < VR (DUE)
On dira que (T, ) vérifie (UE) (majoration ponctuelle) si, et seulement si, il existe
C,c > 0 tels que, pour tous x,y € I et tout k € N*,

Cm(x) e’cdz(;’y)

V(x,Vk) (UE)

pe(z,y) <
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On rappelle que, sous ’hypothese (D), la majoration (UE) est équivalente a

Cm(x) e*Cdz(’?y)

Vi vE) (6.11)

pr(z,y) <

Sous ’hypothese (D), les estimations (DUE) et (UE) sont équivalentes (et la con-
jonction de (D) et (DUE) est aussi équivalente & une inégalité de Faber-Krahn
pour la premiere valeur propre de I — P sur des domaines bornés avec condition de
Dirichlet, voir [101], Théoréme 1.1).

On a alors le théoreme suivant pour la continuité des transformées de Riesz sur
LP pour 1 <p < 2:

Théoréme 6.1. ([278]) On suppose (D), (A(«w)) et (DUE). Alors, (R,) est sat-
isfaite pour tout 1 < p < 2. La transformée de Riesz est de type faible (1,1),
c’est-a-dire qu'il existe C > 0 tel que, pour tout X > 0 et toute fonction f € L*(T),

C
m({z €T; V(I = P)" 2 f(z) > \}) < AL
Sous les mémes hypothéses, on a aussi (RR,) pour tout 2 < p < +o0.

Dans le cas ou I est le graphe de Cayley d’un groupe a croissance polynomiale,
ce théoreme avait été établi dans [191].

6.3.2. Le cas p > 2

Pour p > 2, sous les hypotheses du Théoreme 6.1, (R,) n’est pas, en général,
satisfaite pour p > 2 (voir pour cela I'exemple de deux copies de Z? reliées par une
aréte dans [278], section 4). Plus précisément, dans cet exemple, (R,) pour p > 2
entrainerait une inégalité de Poincaré L? sur les boules, qui n’est pas vraie.

Une telle inégalité de Poincaré joue un role central dans les résultats que nous
allons énoncer & présent. On dira que (I, i) vérifie une inégalité de Poincaré L? sur
les boules (inégalité que 1'on notera (P)) si, et seulement si, il existe C' > 0 tel que,
pour tout x € T, tout r > 0 et toute fonction f sur I

> ) = fsPmy) <Cr® > Vi) Pm(y), (P»)
yEB(z,r) yeEB(z,r)
ou
1
fB= m éf(x)m(x)

est la moyenne de f sur B. Sous les hypotheses (D), (P) et (A(«)), on a toujours
(UE), et de plus les itérées de p vérifient aussi une minoration gaussienne ponctuelle:
il existe c1,C1,c0,Cy > 0 tels que, pour tout n > 1 et tous z,y € I' vérifiant
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d(z,y) <n,

com(z) o P Com(x) . dG@w
n

Vaym® S S g

Mieux encore, (LUE) est équivalente a la conjonction de (D), (P2) et (A(«)), ainsi
qu’a une version discrete de I'inégalité de Harnack parabolique (voir [116] et aussi
[14] pour une autre approche).

On suppose maintenant (R,) pour un p > 2. Si f € LP(I') et n > 1,

(LUE)

n 1
VP fllp < ﬁ“f“p (Gp)
En effet, d’apres (R,),
IVP" fllp S 11 = P)2P" £

De plus, 'hypothese A(«) entraine que —1 n’appartient pas au spectre de P sur
L3(T) (cette remarque se trouve dans [278]), de sorte que P est analytique sur
L3(T) (voir [104], Proposition 3), et comme P est sous-markovien, on en déduit que
P est aussi analytique sur LP(I") ([104], p. 426). Cette analyticité de P sur LP(T")
montre que (cf. Proposition 2 dans [104])

1
It = P)Y2P £l S ﬁllfllzr

On obtient donc bien la condition (Gp), qui est donc nécessaire pour avoir (R)).
Dans [43], nous montrons que, sous les hypotheses (D), (P2) et (A(«)), pour
tout ¢ > 2, la condition (G,) suffit & entrainer (R,) pour tout 2 < p < ¢:

Théoréme 6.2. Soit pg € |2, +00]. On suppose que (T, u) vérifie (D), (Ps), (A(a))
et (Gp,). Alors, pour tout 2 < p < pg, on a (R,). Si pj est tel que 1/po+1/pj =1
on a aussi (RR,) pour tout p{, < p < 2.

b

On déduit du Théoreme 6.2:

Théoréme 6.3. On suppose que (U,u) vérifie (D), (P2) et (A(a)). Soit
po €2, 400]. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) pour tout p €12, po[, on
(i) pour tout p €12, po[, on a (R,).

=)
—~

Q
he}
3

Quand I' est le graphe de Cayley d'un groupe finiment engendré a crois-
sance polynomiale, 'hypothese (G,,) est satisfaite pour py = +oo ([191]), et le
Théoreme 6.2 montre que les transformées de Riesz sont continues sur LP pour
tout 2 < p < 400. Le Théoreme 6.1 assure également leur continuité sur LP pour
1 < p < 2, de sorte qu’elles sont continues sur L? pour tout 1 < p < 4oo. Ce
résultat avait déja été obtenu par Alexopoulos ([5]). La question des transformées
de Riesz d’ordre supérieur dans ce contexte est examinée dans [126].
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Pour un graphe qui est un revétement nilpotent d’un graphe fini, Ishiwata a
montré la continuité des transformées de Riesz sur LP pour tout 1 < p < 400
([206])).

Remarque 6.1. Dans [127], sous la seule hypotheése d'une propriété de type (D)
locale, Dungey établit (G),) pour tout p €]1,2].

6.3.3. Transformées de Riesz et fonctions harmoniques

On caractérise aussi la validité de (R,) pour p > 2 au moyen d’inégalités de Holder
inverses pour le gradient des fonctions harmoniques dans des boules, suivant en cela
un résultat de [287] (dans R™ pour des opérateurs —div(AV), voir la section 2.2.1)
et de [15] (pour Popérateur de Laplace Beltrami sur une variété riemannienne, voir
la section 2.2.3). Si B est une boule dans ' et u : B — R, on dira que u est
harmonique dans B si, et seulement si, pour tout 2z € B\0B,

(I — P)u(x) =0. (6.12)
Le résultat s’énonce alors comme suit:

Théoréme 6.4. On suppose (D), (A(a)) et (Ps). Il existe pg € ]2, +00] tel que,
pour tout q €12, po[, les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) on a (Rp) pour tout p€12,q|,
(b) pour tout p €12, q[, pour toute boule B C T' et toute fonction u harmonique dans
328,

( Z|Vu Y|P )) ( 7(165) > Vu(z )). (RH,)

zGlGB

La condition (b) signifie que le gradient de toute fonction v harmonique dans
32B vérifie une inégalité de Holder inverse. Si B C R™, de telles inégalités sont
vraies pour toute solution u € H'(B) de div(AVu) = 0 avec A bornée et uni-
formément elliptique (voir [262]). Ces inégalités ont aussi lieu dans le contexte des
graphes:

Proposition 6.1.  On suppose (D), (A(«)) et (Pe). Il existe py > 2 tel que (RH )
ait liew pour tout p €12, po. Il s'ensuit que (R,) est vraie pour tout p €]2, pol.

En conséquence du Théoreme 6.1 et de la Proposition 6.1, on obtient la compa-
rabilité suivante pour les normes L? de Vf et de (I — P)'/2f:

Corollaire 6.1. On suppose (D), (A(a)) et (P»). Il existe € > 0 tel que, pour
tout 2—e <p<2+e, [Vfll ~ (1 = P)/2f]l,.
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6.4. L’inégalité inverse

On considére maintenant la validité de (RRp). On donne plus précisément une
condition suffisante de validité de cette inégalité pour tout p € |go, 2[ (pour un go <
2). Cette condition fait intervenir 'inégalité de Poincaré sur les boules dans LP
pour p < 2.

Sil<p< +4oo,on dira que (T, u) vérifie une inégalité de Poincaré LP sur les
boules (notée (Bp)) si, et seulement si, il existe C' > 0 tel que, pour tout x € T,
tout r > 0 et toute fonction f sur I,

> 1w = felPmy) <Cr? > VEy)Pm(y). ()

yEB(z,r) yEB(z,r)

Sil<p<g< +oo, alors (P,) entraine (P;) (un tel énoncé est valable sur tout
espace de nature homogene muni d’une notion convenable de gradient, voir [186]).
La réciproque est fausse, mais les inégalités de Poincaré s’auto-améliorent dans le
sens suivant:

Proposition 6.2.  On suppose que (T, 1) vérifie (D). Alors, pour tout p €]1, +00],
si (Py) est satisfaite, il existe € > 0 tel que (P,_.) soit aussi satisfaite.

Il s’agit d’un résultat tres profond, valable aussi dans le contexte des espaces de
nature homogene, voir [220]. Rappelons que, pour tout ¢ > 0, il existe un graphe
vérifiant (P2) mais pas (Pa2—.) ([186]).

Supposant (FP;) pour un certain ¢ < 2, on montre (RR,,) pour g < p < 2:

Théoreme 6.5. Soit 1 < g < 2. On suppose (D), (A(a)) et (Py). Alors, pour
tout g < p <2, on a (RRy). De plus, il existe C' > 0 tel que, pour tout A > 0,

<@

m({z €T3 (T = P2 f(@) > A} < 1

IV (6.13)
Une conséquence du Théoreme 6.1, de la Proposition 6.2 et du Théoreme 6.5
est I’énoncé suivant:

Corollaire 6.2. On suppose (D), (A(a)) et (P,) pour un certain p€|1,2[. Il
existe € > 0 tel que, pour tout p —e < q¢ < 400, on a (RRy) (et en particulier, on
a (RRp)).

6.5. Interpolation réelle des espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev homogenes sur I' s’interpolent par la méthode réelle. Plus
précisément:

Théoréme 6.6. Soit ¢ € [1,4+00[. On suppose (D), (P,) et (A(a)). Alors, pour
tous g < p < +oo, WLP(T') = (Wh4(T), Wh(T)); _

a4 .
P
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On obtient en conséquence le théoréeme de réitération suivant:

Corollaire 6.3. On suppose (D), (P,) pour un certain 1 < g < +00 et (A(w)).

On pose qo = inf{q € [1,+o0[: (Py) est vraie}. Pour qo < p1 < p < pz < 400, si
ey #(E) = (W (1), WA (),

La preuve du Théoreme 6.6 repose sur une décomposition de Calderén—Zygmund
dans les espaces de Sobolev, qui est la transposition a ce contexte discret de la
Proposition 1.1 de [15] (voir aussi [12] dans R™ et [21], Proposition 9.1, pour
Iextension au cas de la mesure de Lebesgue avec un poids, voir aussi d’autres
généralisations dans [39]):

Proposition 6.3. On suppose (D) et (P,) pour un q € [1,+o0[ et soit p €
[¢, +00[. Soient aussi f € EMP(T) et A > 0. Il existe une famille de boules (B;)icr,
de fonctions (b;)ier € EV4(T) et une fonction g € EY>° vérifiant les propriétés
sutvantes:

f=g+> b, (6.14)

el
[Vglleo < CA, (6.15)
supp b; C B;, Z [Vb; | (x)m(z) < ONV(B;), (6.16)

r€e2B;

> V(B) < CXTPY VP (z)m(x), (6.17)

el zel’
> xs <N, (6.18)

el

ou C' et N ne dépendent que de q, p et des constantes dans (D) et (FPy).

6.6. Continuité d’une fonctionnelle de Littlewood—Paley discréte

La preuve du Théoreme 6.5 utilise la continuité sur L? (pour ¢ > 2) d’une ver-
sion discrete de la fonctionnelle g de Littlewood—Paley—Stein (voir [294] et aussi la
section 5.5.3). Pour toute fonction f:I' — R et tout « € I, on pose

1/2

> U = P)Pf(2)?

1>1

1l s’agit bien d'un analogue discret de la fonctionnelle gy, si on considere (I—P)P! =
P! — P comme une dérivée en temps discret de P! et on se rappelle que P est
un opérateur markovien.

On vérifie facilement que, sous ’hypotheése (A(«)), g est un opérateur sous-
linéaire borné sur L?(T") (cela résulte du fait que le spectre de P dans L?(T) est
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inclus dans [a, 1] pour un a > —1, comme on l'a rappelé dans la section 6.3.1). On
montre en fait que g est bornée sur LP(I") pour tout 1 < p < +o0:

Théoréme 6.7. On suppose (D), (DUE) et (A(x)). Soit 1 < p < 400. Pour
toute f € LP(T),

lgCH e S N f1l-

La continuité sur LP de la version en temps continu de la fonctionnelle g pour des
semigroupes markoviens est due & Stein ([294]). Ce résultat a connu de nombreuses
extensions, dans R™ avec le semigroupe engendré par L = —div(AV) ([13]) et dans
des variétés riemanniennes, pour la fonctionnelle g mais aussi une version faisant
intervenir le gradient en espace au lieu de la dérivée en temps ([100, 82, 239, 240]).
Dans le cas des graphes, en supposant un doublement local pour le volume des
boules, Dungey établit dans [127] la continuité LP, pour tout 1 < p < 2, d’une
autre version de la fonctionnelle g de Littlewood—Paley—Stein, qui fait intervenir le
gradient en espace au lieu de la dérivée discrete en temps, ainsi que le semigroupe
(en temps continu) engendré par I — P.

6.7. Une bréve description des preuves

On donne ici un apergu des preuves des résultats précédents.
Commengons par les énoncés sur les transfomées de Riesz. On écrit 'opérateur
T = V(I — P)~/? comme une série:

T= v(f akPk>, (6.19)

k=0

ol les aj sont donnés par
+oo
(1—z)" V2= Zakxk (6.20)
k=0

pour —1 < x < 1. Le noyau de T est donné par

+oo
Va (Z akpk(x,y)>. (6.21)
k=0

Pour prouver la continuité LP de la transformée de Riesz, il est naturel de faire
appel a la théorie des opérateurs de Calderon—Zygmund, comme dans le cadre
continu (euclidien ou riemannien). Cependant, montrer que 7" est un opérateur de
Calder6n—Zygmund au sens classique supposerait déja, au vu de (6.21), de disposer
au moins d’estimations ponctuelles pour le gradient de pi pour estimer la taille de
ce noyau, voire d’estimations d’un gradient d’ordre 2. Méme sous les hypotheses
(D) et (P»), les estimations les plus précises que l'on connaisse sur la régularité
de pi ne vont en général pas au-dela de la régularité holderienne ([116], ce n’est
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que dans le cas du graphe de Cayley d’un groupe qu’on dispose d’une majoration
ponctuelle du gradient de py, voir [191]).

Les preuves des théoremes précédents sur les transformées de Riesz et les
inégalités inverses reposent sur des résultats de continuité LP pour des opérateurs
“sans noyau” . Ces résultats donnent des conditions suffisantes pour qu’un opérateur
T borné sur L? le soit sur LP, soit pour pg < p < 2, soit pour 2 < p < po. Ces
conditions ne font jamais intervenir le noyau de 7', mais seulement la fagon dont
T agit sur certaines fonctions LP. Elles sont de ce fait beaucoup moins restrictives
que les hypothese usuelles des opérateurs de Calderén—Zygmund, mais I’absence
d’estimations du noyau a pour conséquence que la continuité LP obtenue n’est val-
able que pour p variant dans un intervalle du type ]po,2[ ou ]2, po[. On notera
que ces théoremes sont également utilisés dans [15, 16] pour prouver les résultats
correspondants dans la cadre riemannien.

On énonce ici, dans le contexte des graphes, les théoremes généraux que nous
appliquons, renvoyant & [13] et [21] pour une bibliographie sur le sujet (voir aussi
une version pour la continuité sur certains espaces de Hardy dans [55]):

Théoreme 6.8. Soit pg € [1,2[. On suppose que T vérifie (D). Soit T un
opérateur sous-linéaire continu sur L?(T'). Pour toute boule B, soit A un opérateur
linéaire agissant sur L*(T"). On suppose que, pour tout j > 1, il existe g(j) > 0 tel
que, pour toute boule B C I et toute fonction f a support dans B,

1

mw([ AB) fllr2c;)y) < 90 )Vl/l’ (B )”f”LPO (6.22)

pour tout j > 2 et

1
m\\ Apfllrec; By <90 )Vl/PO( )”f”LPO (6.23)
pour tout j > 1. 8i Y ;5 9(j )2P7 < 400, avec D donné par (6.10), alors T est
continu de LP°(T) dans LPo->°(T) et de LP(T) dans LP(T") pour tout po < p < 2.

Dire que T est continu de LP(I") dans LPo->°(T") signifie qu'il existe C' > 0 tel
que, pour tout A > 0,

m({z e I; [T f(x)] > A}) < Hf\Lpo

— A\Po
Théoréeme 6.9. Soit py€]2,+00]. On suppose que T' wvérifie (D). Soit T un
opérateur sous-linéaire envoyant un sous-espace dense de L*(T") dans L*(T'). Pour
toute boule B, soit Ap un opérateur linéaire agissant sur L*(T'). On suppose qu’il
existe C > 0 tel que, pour toute f € L*(T'), tout x € T et toute boule B > z,

1

iy 17U~ A i) < CMAP) (@) (6.24)
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et
1
V1/po(B) I

Si 2 < p < po, pour toute f € L*(T) N LP(T),
1T fllzey S N fllzecr)-

Dans ce théoreme, on désigne par M la fonction maximale de Hardy-Littlewood,
définie comme suit: pour toute fonction f sur I' et tout = € T,

Mf(a) = sup % S £ (w)lm
Sx yEB

TApf|ro(s) < CM(T )3 (). (6.25)

la borne supérieure étant prise sur toutes les boules B contenant x. On rappelle
que, sous 'hypothese (D), M est continue de L' (") dans L1>°(T) et de L?(T") dans
LP(T") pour tout p €]1, +o0].

La preuve du Théoréme 6.1 donnée dans [278] n’utilise pas le Théoreme 6.8 qui
est postérieur & la parution de [278]. Dans [278], on utilise une version antérieure
du Théoréme 6.8, qui se trouve dans [131] (Théoreme 1), et ne nécessite, pour étre
appliquée, que la connaissance d’une majoration ponctuelle du noyau py, (et non de
son gradient). Cette estimation est en effet suffisante pour obtenir des estimations de
la norme L? du gradient de py sur des couronnes (section 2 de [278]) et appliquer le
Théoreme 1 de [131]. On peut toutefois aussi prouver le Théoréme 6.1 en appliquant
le Théoreme 6.8 avec Ap =1 — (I — PkQ)” ol k est le rayon de B et n un entier
qui ne dépend que de la constante D dans (6.10). Les calculs sont analogues & ceux
de [278].

On prouve le Théoreme 6.2 en appliquant le Théoreme 6.9 avec le méme
opérateur Ap que précédemment (suivant des méthodes de [16]). On établit le
Théoreme 6.7 en appliquant a nouveau les Théoremes 6.8 et 6.9, en s’inspirant
de [13].

Pour le Théoreme 6.5, suivant [15], on montre d’abord (6.13). La preuve
utilise la décomposition de Calderén—Zygmund pour les fonctions Sobolev (Propo-
sition 6.3). Un autre ingrédient est la continuité LY de la fonctionnelle g pour ¢ > 2
(Théoreme 6.7). On conclut la preuve du Théoréme 6.5 par interpolation, grace au
Théoreme 6.6 et au Corollaire 6.3.

Pour la preuve du Théoreme 6.4, on définit une différentielle discrete et une
divergence discrete, que l'on présente rapidement ici.

On définit d’abord une métrique sur E, ’ensemble des arétes de I'. Pour tous
v = (z,9),7 = (¢/,y') € E, on pose

d(’Y’ 7/) = max(d(ac, 1‘/), d(y’ y/))

On définit également une mesure sur les parties de E. Pour tout A C F, soit

= D ey

(z,y)EA
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On vérifie facilement que E, muni de la distance d et de la mesure p, est un espace
de nature homogene.

On définit alors des espaces L? sur E. Pour 1 < p < +00, une fonction F' : F —
R appartient & LP(E) si, et seulement si, F' est antisymétrique (F(z,y) = —F(y, )
pour tout (x,y) € E) et

1
I ey =5 > PG )Py < +oo.
(z,y)€EE

La norme L?(E) provient du produit scalaire
1
(F, G>L2(E) = B} Z F(x’y)G(%Z/)Nw-
z,yel’
Enfin, F' € L>=(E) si, et seulement si, F' est antisymétrique et
1
| F|l oo () == 5 Sup |F(z,y)| < 4o0.
(z,y)EE

Pour toute fonction f:I' — R et tout v = (z,y) € E, on pose

df(v) = f(y) — f(z).

La fonction df est antisymétrique sur E et s’appelle la différentielle de f. Elle est
relie & la longueur du gradient Vf de la maniére suivante: sous (A(a)), pour tout
p € [1,+00] et toute fonction f: T — R,

6\l ey ~ IV Il oy

On considere aussi I'adjoint de d sur L? pour définir la divergence. Il est facile de
vérifier que, si df € L*(E) et si G est une fonction quelconque de L?(E) telle que
z— >, p(z,y)G(z,y) appartient a L?(T'), on a

(df. G2y = — Y f@) | Y p(z,y)G(z,y) | m().

zel yell

Si on définit alors
0G(x) = plx,y)G(x,y)
Y

pour tout x € I', on a donc

(df, G)p2(py = —(f,0G) L2(1)

pour toute f € L3(T) telle que df € L?(E) et toute G € L?(E) telle que 6G € L*(T').
On a aussi I — P = —dd, ce qui est bien la version discrete de —A = —div V.

On décrit alors les étapes de la preuve du Théoréme 6.4, qui s’inspire de [15].
On introduit une propriété qui équivaut, dans ce cadre discret, a la continuité
du projecteur de LP(AYT*M) sur les formes exactes (voir la section 2.2.3). Pour
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tout 1 < p < 400, on dit que (II,) est vérifiée si, et seulement si, pour toute
F e LP(E)NL*(E),

|d(I — P) " '6F | toce) S IF | no(m)- (I1p)

Si cette condition est vérifiée, comme L?*(E) N LP(E) est dense dans LP(E),
l'opérateur d(I — P)~14 se prolonge en un opérateur continu de LP(E) dans lui-
meéme.

Soient pg > 2 et ¢ €]2,po[. On désigne par (b') la propriété suivante:

pour tout p €12, ¢, (II,) est vérifiée. )

On prouve alors Pexistence de py > 2 tel que, si ¢ €]2,po], alors (b) = (b') =
(a) = (b).

Pour (b) = (b’), on montre que Uopérateur T'F = |d(I — P)~1§| est continu sur
LP(E) en appliquant le Théoreme 2.3 de [15]. La vérification des hypotheses de ce
théoreme utilise (b).

La preuve de (b’) = (a) utilise le fait que, par le Théoreme 6.5 et la Proposi-
tion 6.2, il existe € > 0 tel qu’on ait (RR,) pour tout g € ]2 — ¢, 2[. Il suffit alors de
montrer que la conjonction de (II,) et de (RR,) entraine (R,) pour % + 1% =1

Enfin, pour (a) = (b), on estime }___ 5 [V(up)(x)|Pm(z) oll ¢ est une fonction
cut-off adaptée, suivant la méthode développée dans [15].

Enfin, la preuve de la Proposition 6.1 est semblable a celle de la Proposition 2.2
de [15], via une inégalité de Caccioppoli elliptique, la Proposition 6.2 et 1’auto-
amélioration “a la Gehring” des inégalités de Holder inverses ([164]).

Ajoutons que les résultats de [43] ont été étendus dans [42] au cas des espaces
L? & poids (dans le cas des poids de Muckenhoupt).

6.8. Perspectives

Question ouverte 6.1. Qu’en est-il de la continuité LP de versions de la fonc-
tionnelle g faisant intervenir le gradient spatial V7 De telles fonctionnelles n’ont
pas été considérées dans [43].

Question ouverte 6.2. Les travaux décrits dans cette section établissent, dans
un cadre discret, 1’équivalent de la plupart des résultats correspondants dans le
cadre des variétés riemanniennes contenus dans [15, 16, 98]. D’autres questions
concernant la comparaison des normes LP de Vf et de (I — P)Y/?f restent toute-
fois ouvertes. En particulier, peut-on trouver un graphe sur lequel (D) et (P») sont
vérifiées mais la transformée de Riesz n’est pas continue sur LP pour p > 27 On rap-
pelle qu’un tel exemple dans le cadre continu se trouve dans [102, 233]. A Vinverse,
est-il vrai que, sur le graphe formé de deux copies de Z" reliées par une aréte, la
transformée de Riesz est continue sur LP pour tout 1 < p < n? Ce résultat serait la
version discréte de 1'un des théorémes de [75] et fournirait un exemple de graphe ne
vérifiant pas (P») mais sur lequel la transformée de Riesz est quand méme continue
pour certaines valeurs de p > 2.
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Direction de recherche 6.1. Plus généralement, il serait intéressant de com-
prendre les liens entre les questions de transformées de Riesz et 1la géométrie a I'infini
du graphe, comme cela a été fait dans le cadre continu (voir [74, 75, 180, 181, 189]).

Direction de recherche 6.2. Nous avons prouvé dans [279] que, sous (D) et
(P,), la transformée de Riesz est continue de Hly, (') dans L'(I'). Pour toute
fonction f sur I', la fonction V(I — P)~Y/2f est positive ou nulle et ne peut donc
appartenir & Hly, (I') & moins d’étre identiquement nulle. Suivant la démarche de
[23], peut-on, dans ce contexte discret, développer une théorie des espaces de Hardy
de 1-formes différentielles et obtenir des énoncés de continuité de d(I — P)~'/? d'un
espace H! de fonctions dans I'espace H' de formes?

Direction de recherche 6.3. On a obtenu dans [43] des résultats d’interpolation
réelle pour les espaces de Sobolev. En les combinant a des théoréemes généraux
d’interpolation contenus dans [109], on peut en déduire des résultats d’interpolation
complexe pour ces espaces. Cette observation peut étre le point de départ d’une
application de [43] en analyse numérique, que nous décrivons brievement ici. Soit
un domaine polyédral de R™ (n > 2) et L = —div(AV) un opérateur uniformément
elliptique dans €2 sous forme divergence, a coeflicients mesurables bornés, avec con-
dition de Dirichlet sur 9Q (comme dans la section 3). Etant donnée f € L%(Q) (ou
dans un espace de fonctions plus régulieres), on cherche a résoudre numériquement
le probleme suivant:

Lu=f dans (),
tru=0 sur 9.

Des théoremes classiques en analyse numérique ([66, 87, 134]) affirment que, si on
approche L par des opérateurs discrets (Lp, ), >0 avec une famille de triangulations de
Q de taille h en utilisant une méthode de Galerkin ou d’éléments finis, la solution uy,
du probleme approché Lpup = f;, converge vers u quand h — 0 dans des espaces
de Sobolev convenables. On sait en revanche tres peu de choses a propos de la
convergence de uy, vers u dans des espaces de Holder. Une approche possible de ce
probleme consiste & établir des estimations sur la régularité holderienne du noyau
du semigroupe engendré par Ly, avec des constantes indépendantes du parametre h.

Ce probleme est relié a 'analyse d’opérateurs elliptiques sur les graphes. On peut
en effet considérer les sommets de la triangulation comme les sommets d’un graphe
dont les arétes sont celles de la triangulation. Une différence essentielle entre cette
situation et celle considérée dans [43] est que ’hypotheése (A(«)), constamment faite
dans [43] et la littérature afférente sur les graphes (qui traite le cas des marches
aléatoires, [14, 116]), qui signifie que les coefficients de lopérateur elliptique avec
lequel on travaille sont tous minorés par une constante strictement positive, n’est
en général pas satisfaite pour L, dans la situation issue de I'analyse numérique
qu’on vient de décrire. Méme si L = —A, on peut construire une triangulation telle
que les coeflicients de Lj ne soient pas de signe constant. Les opérateurs Lj, restent
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cependant elliptiques au sens ou

(Lifn, fn) = cl|Vfall3

pour un ¢ > 0. L’absence de (A(«)) interdit d’utiliser, comme dans [116], des
méthodes comme 'itération de Moser ou le principe du maximum pour obtenir des
estimations sur 'opérateur Lj,.

Dans [276], Rey a établi des estimations holderiennes indépendantes de h pour
le noyau du semigroupe engendré par Lj; en dimension n = 2. Un théoreme
d’interpolation complexe pour les espaces de Sobolev sur des graphes devrait donner
une preuve nettement simplifiée de ce résultat. L’idée est d’appliquer un théoréme
abstrait de Sneiberg ([291]) et raisonner comme dans [31], Chapter I, Proposition
22. Le probleme reste ouvert en dimension n > 3.

Direction de recherche 6.4. Comme on vient de le voir, le contexte des travaux
décrits dans cette section est celui des marches aléatoires sur un graphe, au sens
ot le noyau p, défini par (6.3), vérifie p(x,y) > a > 0 pour tous x,y voisins (c’est
I'hypothese (A(a)). Cette hypothese implique Dellipticité de I — P sur L%(T), au
sens ol

(I =P)f.f) = allVFIZar)- (6.26)

Que deviennent les résultats de la présente section si on suppose seulement (6.26)
au lieu de (A(«a))? Toutes les preuves utilisent de fagon notable les estimations
(UE) ou (LUE), qui ne sont plus valables sans (A(«)). Existe-t-il, pour de tels
opérateurs, une théorie semblable & celle obtenue dans [13] pour les opérateurs
—div(AV) dans R"?

7. Puissances Fractionnaires d’opérateurs Elliptiques

Cette section reprend les résultats de [103, 266, 281].

7.1. Le cadre euclidien

On rappelle ici quelques résultats connus sur les espaces de Sobolev fractionnaires
dans R™. Soient n € N*, 1 < p < 400 et a > 0. L’espace L?(R"), introduit par
Aronszajn et Smith ([8]) et par Calderén ([69]), est défini par

LE(R™) :={f =Gax*g; g€ LP(R")}
ou le potentiel de Bessel GG, est donné par sa transformée de Fourier:
Gal(z) = (1+|2*)~%.

Sif=Ga*xge LP(R™), la fonction g est unique et la norme de f dans L?(R™) est
définie par

£

ap = 19l Lrrn)-
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Cela revient a dire que
LE(R") = {f € LP(R™); (—A)*/*f € LP(R™)}.

Quand a = k € N*, cet espace coincide avec I'espace de Sobolev WP (R™). Cette
identification est prouvée en détail dans ([293], Chap. 5, Théoreme 3).

L’espace LP (R™) possede plusieurs caractérisations intégrales. Si f € D(R™), on
a, pour tout x € R",

col-8)°/2 () = tim [ o) I8 by =ty 10
y|>e

n— o - 1
ti= (%)lezr(%)F (%)

On en déduit une caractérisation intégrale de L2 (R™) pour 0 < a < 2 ([292, 324)):
f e L2 (R™) si, et seulement si, f € LP(R™) et

avec

(1) si 1 <p< +o0, I converge dans LP(R") quand ¢ — 0,
(2) si p = +4o0, I. reste borné dans L (R™).

On peut donner des représentations de la norme || - [|o,p en termes de fonctionnelles
quadratiques. Pour a €10, 1], on définit

Delte) = (/n L Ty|yz+_2af(x)|2dy)% .

Alors, si ni’;a < p < +oo, f € LE(R™) si, et seulement si, f € LP(R™) et D,f €

LP(R™), et

1fllap ~ 1flzo@ny + | Daf | Lo (n)-

Si on remplace D, par une variante faisant intervenir une différence itérée de f:

(/ If(:c+y)+f(:c—y)—2f(x)l2dy>%,

PREs

alors le résultat correspondant est vrai pour tout a€]0,2[ et toujours niga <

p < +oo. Cette caractérisation est due a Stein ([292]). On peut consulter aussi
[195, 248, 334] pour le cas de la dimension 1. La borne inférieure pour p est optimale
(voir [146] pour le cas critique p = 22-).

Une variante de D,, qui permet de caractériser LP(R™) sans la contrainte

n_ < p < 400, est la fonctionnelle S, due & Strichartz:

n+2a
Suf (@) = ( [ ([ e e - soian) ‘%)
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ol B est la boule unité de R™. On a alors ([300]), pour tout p €1, +oo[ et tout
a€]0,1[, f € L2 (R™) si, et seulement si, f € LP(R™) et S, f € LP(R™) et

£

aw ~ | fllLe@ny + [1SafllLe@n)-

En utilisant notamment cette caractérisation, Strichartz montre dans ([300]) que,
pour tout 1 < p < 400, si ap > n, LP(R™) est une algebre pour le produit ponctuel.
Pour 0 < a < 1, cela résulte immédiatement de la caractérisation de L?(R™) au
moyen de S,. Lorsque a = k est un entier, comme L2 (R") = W*P(R"), cette
propriété est montrée grace a la regle de Leibniz et aux injections de Sobolev.
Enfin, le cas général est obtenu par un argument d’interpolation.

Si ap <n, L2 (R™) n’est plus une algebre pour le produit ponctuel ([300]). Kato
et Ponce ([219]) ont montré en 1988 que, pour tout p€|l,4oo[ et tout o > 0,
L2 (R™) N L*°(R™) est une algebre pour le produit ponctuel (ce qui généralise bien
le résultat de Strichartz, puisque L2 (R™) C L°°(R™) lorsque ap > n). La preuve
repose sur un résultat d’analyse de Fourier dit & Coifman et Meyer ([91], p. 144,
Proposition 2, [92]). En utilisant encore ce résultat, Gulisashvili et Kon ([183]) ont
prouvé en 1996 une regle de Leibniz pour les puissances fractionnaires du laplacien,
qui permet de retrouver le fait que L (R™)NL>°(R™) est une algebre pour le produit
ponctuel pour tout a > 0 et tout p €1, +o0].

7.2. Le cas des groupes de Lie
7.2.1. Présentation des résultats

Dans [103], nous avons étendu ces différents résultats au cadre des groupes de Lie
unimodulaires. On présente ici les principaux résultats de ce travail.

Soit G un groupe de Lie unimodulaire connexe, dont on note dz la mesure, qui
est donc invariante a gauche et a droite. On note £ 'algebre de Lie de G. Soit
X = (Xi,...,X) un systeme de champs de vecteurs invariants & gauche, ce qui
veut dire que, pour tout 1 < i < k, toute fonction f € C*(G) et tout g € G,

(Xif)g = Xi(fo);

ou, pour toute fonction h € C*°(G), la fonction hy est définie par hy(z) = h(gx).
On suppose que I'algebre de Lie engendrée par X1, ..., Xy est £, ce que l'on traduit

en disant que X7, ..., X) vérifient la condition de Hérmander.

On définit une distance (de Carnot—Carathéodory) sur G associée aux champs
X1,...,X) de la maniere suivante. Un chemin absolument continu [ : [0,1] — G
est dit admissible si, et seulement si, il existe des fonctions ay,...,a : [0,1] — C

telles que, pour presque tout ¢ € [0, 1],

k
V(1) = 3 a: X)),
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La longueur d’un chemin admissible [ est définie par

1 k 2
|1|=/0 (Zﬁ@)) dt.

Siz,y € G, il existe, grace a la condition de Héormander, un chemin admissible
joignant x et y, et on définit d(z,y) comme étant la borne inférieure de 'ensemble
des longueurs de tous les chemins admissibles joignant z et y. Cette distance d est
invariante a gauche en raison de l'invariance a gauche des champs X;. Pour tout
x € G, on note |z| = d(e,x) ou e désigne I’élément neutre de G, de sorte que, pour
tous x,y € G, d(z,y) = |y~ 'z|.

Pour tout x € G et tout r > 0, on note B(z,r) = {y € G; d(y,z) < r} la boule
ouverte de centre x et de rayon r et par V(r) sa mesure, qui ne dépend pas de z.
Le comportement de V(r) joue un role important dans I’analyse qui va suivre. La
description de ce comportement conduit a séparer les cas r < 1 et r > 1.

Nagel, Stein et Wainger ([270]) ont montré qu’il existe d € N*, appelé dimension
locale de (G, X), tel que, pour tout r €]0,1[,

Vir) ~ rd.

Le comportement de V(r) quand r > 1 a été décrit par Y. Guivarc’h ([182]), et
seules deux situations peuvent se produire. La premiere est celle ot il existe D € N*|
appelé dimension de G a l'infini, tel que, pour tout r > 1,

V(r) ~rP.

On dit alors que G est a croissance polynomiale. Dans ce cas, contrairement a d,
I’entier D ne dépend pas du choix des X;. Parmi les groupes a croissance polyno-
miale figurent les groupes nilpotents ([182]), qui contiennent eux-mémes la classe
des groupes stratifiés ([152]).

La deuxieme situation possible est celle ou il existe ¢, C' > 0 tels que, pour tout
r>1,

e <SV(r) Sefr.

On dit alors que G est a croisssance exponentielle. C’est le cas notamment des
espaces symétriques (d’autres exemples de groupes unimodulaires résolubles & crois-
sance exponentielle se trouvent dans [86, 190]). On notera que, contrairement a la
situation discrete (voir [174-176]), aucune croissance intermédiaire du volume n’est
possible.

On travaille avec le sous-laplacien A donné par

k
A=-) X7
i=1

Pour tout 1 < p < 400, soit A, la plus petite extension fermée de A|C(<)>O(G) aLr(Q).
On peut alors définir les puissances A pour tout @ > 0, comme dans (151, 224].
On notera par la suite A” au lieu de A7 s’il n’y a pas de risque de confusion.
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Pour tout p € [1, +oo[ et tout & > 0, on définit
LE(G) = {f € LP(G): A**f € LP(G)},
et on munit cet espace de la norme

[ fllaw = 1 flzeey + 1A |l occy-
Il s’agit d’un espace de Sobolev (ou de Bessel) inhomogene, qui généralise bien celui
de R™. On peut en donner une version homogene, en définissant L5 (G) comme le
complété de
{f € C°(G); A f € LP(G)}
pour la norme ||Aa/2fHLp(G). C’est un espace de distributions ([62]) mais on

s’intéressera par la suite & espace de fonctions L (G) N L (G).
Nous avons montré dans [103] que L?(G) est une algebre pour le produit
ponctuel des que ap > d:

Théoreme 7.1. Soit d la dimension locale de (G,X). Pour tout oo > 0 et tout
p €1, +oo] tels que ap > d, Uespace L (G) est une algébre pour le produit ponctuel.
Pour toutes f,g € LP(G), fg € LE(G) et

1fgllop S 1 flapllgllap-

En raison de injection L2 (G) C L>®(G) si ap > d ([105, 319]), ce résultat est
une conséquence du théoreme suivant:

Théoréme 7.2. Pour tout o > 0 et tout p€]l,+oo[, LE(G) N L>(G) est une

[e3

algébre pour le produit ponctuel. Pour toutes f,g € L?(G) N L>®(G), fg € L2(G) N
L>(G) et

Hfg”mp S ”f”a,p”gHoo + Hg”a,p”f”oc'

Le Théoreme 7.2 ne fait aucune hypothese sur la croissance du volume des
boules et est “local”, au sens ou il porte sur les espaces de Sobolev non homogenes.
A condition de supposer G a croissance polynomiale, on peut en donner une version
“globale”, portant sur les espaces de Sobolev homogenes:

Théoreme 7.3. On suppose G a croissance polynomiale. Alors, pour tout a €
[0,1] et tout p €1, +oo[, La(G) N L>®(G) est une algébre pour le produit ponctuel.
Pour toutes f,g € LL(G) N L>¥(G), fg € LAL(G) N L>®(G) et

18°2(1)ll S 8%l lglloe + 1A% 2511

Si G est nilpotent, ce résultat est vrai pour tout a > 0.
Les Théoremes 7.2 et 7.3 sont des cas particuliers de la regle de Leibniz suivante:
Théoréme 7.4.

1. Soient o > 0, p1,q2 €]1,+00] et 7, pa, g1 €]1,+00] tels que L = p%’ + % pour i =
1,2. Pour toute f € LP*(G)NLP2(G) et toute g € L=(G) N LL(G), fg € L (G)
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et

1fgllar S NS llp lIgllenar + 11F]

2. On suppose G a croissance polynomiale. Soient o € [0,1], p1,q2 €]1,+00] et
7, p2, q1 €11, +oo| tels que + = 1% + % pour i = 1,2. Pour toute f € LP*(G) N

L2 (G) et toute g € L*(G) N L& (G), fg € Ly(G) et
18%2(F )l S 1 1lo: 1A gllay + 1472 llpa ]

3. Si G est nilpotent, la conclusion de (3) est valable pour tout oo > 0.

04,172Hg||Q2'

On ajoute qu’on obtient aussi des régles de composition pour les espaces L2 (G)
([103], Théoremes 12, 13 et 22).

Avant la publication de [103], le seul résultat concernant la propriété d’algebre
pour le produit ponctuel dans les espaces de Sobolev fractionnaires sur un groupe
de Lie était le Théoreme 7.1, qui avait été établi, uniquement dans le cas ou
G est stratifié et X;,..., Xy engendrent la premiere tranche de l'algebre de
Lie de G, par Bohnke dans [58]. Le Théoréme 7.1 est beaucoup plus général,
puisqu’aucune hypothese sur la croissance du volume des boules de G n’est faite.
Les Théoremes 7.2, 7.3 et 7.4 n’apparaissent pas dans [58] méme lorsque G est
stratifié.

7.2.2. Schémas de preuves

Lecas 0 < a< 1

On commence par prouver les Théoréemes 7.2, 7.3 et 7.4 pour 0 < a < 1. Ces
preuves passent par une représentation des normes de Sobolev fractionnaires au
moyen de la fonctionnelle suivante, qui généralise celle de Strichartz dans [300]:

Too ’ dr
Saf(z) = /0 V) </|y|<r |f(zy) — f(x)ldy> .

Plus précisément, on montre que, si G est a croissance polynomiale, ||Sq [, ~
||A"‘/2pr pour tout 1 < p < 400 et tout 0 < a < 1. Cette preuve repose notam-
ment sur des estimations du semigroupe engendré par —A. Plus précisément, le
semigroupe T; = e *® engendré par A est hypoanalytique et possede un noyau p;
tel que, pour toute f € L'(G), tout t > 0 et tout = € G,

T,f(x) = /G Py ) () dy.

Le noyau p; posséde les estimations suivantes ([282, 318]): il existe ¢,C' > 0 tels
que, pour tout x € G, tout ¢t > 0 et tout i € {1,...,k},

(- cHE) s gl <),

1
2
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1 2
Orpe(a)] < exp(—cﬂ),

1 of?
| Xipe(z)] < We@<_67>.

Si G n’est plus supposé a croissance polynomiale, ces estimations sont valables pour
t€]0,1[ ([319]).

La preuve de ||[A%/2f||, < C||Saf]l, repose sur la théorie de LittlewoodPaley—
Stein pour les semigroupes markoviens ([257, 294]) et les estimations de p; ([103],
section 2.1.1). Celle de ||So f|l, < C|A%/2f|,, ([103], section 2.1.2) utilise ces mémes
outils, ainsi que la continuité LP de la version vectorielle de la fonction maximale
de Hardy-Littlewood ([148]), suivant un argument analogue dans le cas euclidien
dit & Adams et Hedberg ([2], Théoréme 3.5.6).

Si G n’est plus supposé a croissance polynomiale, on remplace S, par une version
locale, S!¢, et on montre par des arguments analogues et au prix de difficultés
techniques supplémentaires que | f|l, + [|A%2f]l, ~ || fllp + [1S2¢f]|, (voir [103],
sections 2.1.3 et 2.1.4).

Cette caractérisation de la norme de Sobolev (ou de sa version homogene) par
la fonctionnelle S, ou sa version locale donne immédiatement les Théoremes 7.2
et 7.3 pour 0 < a < 1. Pour prouver le Théoreme 7.4 pour 0 < a < 1, on introduit
un analogue de la fonctionnelle D, de Stein:

(/ f|y|2av (I h y)

On prouve alors que, si G est & croissance polynomiale et si p > max( 2d 2D

Ttza> Diza) OU
D est la dimension & Uinfini de G, alors | A®/2f ||, ~ || Do f|l, pour tout 1 < p < 400
et tout 0 < a < 1. On donne également une version locale de ce résultat quand G
n’est pas supposé a croissance polynomiale (ce résultat est & rapprocher de [312],
Théoreéme 3 et [313], p. 342, mais les résultats ne concernent pas les mémes valeurs
de «). La preuve utilise d’autres fonctionnelles quadratiques analogues & celles
introduites par Dorronsoro dans [124]. Utilisant les fonctionnelles S, et D, ainsi
que leurs versions locales, on obtient le cas 0 < a < 1 du Théoreme 7.4.

Le cas aa >'1

Passons maintenant au cas o > 1. Dans le cas inhomogene, on utilise une car-
actérisation récursive de LP(G): f € LY, (G) si, et seulement si, f € L2(G)
et X;f € LP(G) pour tout 1 < ¢ < k. Cette caractérisation repose principale-
ment sur la continuité sur LP(G) des transformées de Riesz “locales” X;(A +
Id)~'/2, qui provient de leur continuité L? et d’un argument d’interpolation ([277],
Théoreme 5.14, [225]). On notera que, dans le cas ol @ = m est entier, cette car-
actérisation récursive signifie exactement que

LP (G) = {f € LP(G); X1 f € LP(G) pour tout I € {1,...,k} tel que |I| <m},



100 E. Russ

ot, pour tout I = (i1,...,4;) € {1,...,k}, on pose | = |I| et X; = X;, -+ X;,.
Ainsi, L? (G) est bien 'espace de Sobolev usuel.

On termine alors la preuve du cas non homogene du Théoreme 7.4 en utilisant
cette caractérisation récursive pour montrer que, si la regle de Leibniz est vraie
pour une valeur de « et toutes les valeurs de p1,p2, q1, q2, alors elle est aussi vraie
pour « + 1 et toutes les valeurs de p1,ps, g1, qo.

Pour le cas des espaces de Sobolev homogenes, lorsque G est nilpotent, on
raisonne de maniere analogue, en utilisant la continuité sur L?(G), pour tout 1 <
p < 400, des itérées des transformées de Riesz, ¢’est-a-dire des opérateurs X;A~1/2

ou |I| =1 ([142]). Dans ce cas, pour o« = m entier, on a, pour tout 1 < p < 400,
A" fllp ~ 3 X1 Sl (7.1)
| T|=m

Si G est seulement & croissance polynomiale, les transformées de Riesz X;A~1/2
sont bornées sur LP(G) pour tout 1 < p < 4o0. Ce résultat, d’abord du a Alex-
poulos ([4]), se déduit en fait de la théorie développée dans [16] et rappelée dans
la section 2.2.3. Les transformées de Riesz itérées ne sont pas, en général, contin-
ues sur LP(G), méme quand p = 2 ([4]). C’est ce qui limite o dans [0, 1] dans le
Théoréme 7.3 et 1'assertion 2 du Théoréme 7.4. En particulier, (7.1) n’est vraie que
sim=1.

On a souligné dans la section 2.1.3 que la continuité sur LP(G) des transformées
de Riesz revenait a identifier un espace de Sobolev local, défini par un gradient,
c’est-a-dire des champs de vecteurs, avec un espace de Sobolev fractionnaire, défini
par opérateur non local A'/2. Si, dans [103], on s’en tenait aux espaces de Sobolev
définis par les champs de vecteurs Xi,..., X}, montrer que ces espaces forment
une algebre pour le produit ponctuel (pour des valeurs convenables des exposants)
consisterait simplement & appliquer une regle de Leibniz pour la dérivée d’un pro-
duit. En fait, on prouve une propriété d’algebre analogue pour toute 1’échelle des
espaces de Sobolev fractionnaires L2 (G), mais pour pouvoir prendre o > 1, il faut
pouvoir, quand « est entier, identifier 'espace de Sobolev fractionnaire L (G) avec
I’espace de Sobolev défini par les champs X1, ..., X;. Cela est possible pour tout
a quand G est nilpotent, mais seulement pour @ = 1 quand G est a croissance
polynomiale.

On obtient aussi des résultats analogues aux Théoremes 7.1-7.4 sur des variétés
riemanniennes sous des hypotheses de minoration ou de positivité de la courbure
de Ricci et de stricte positivité du rayon d’injectivité. On renvoie a [103] pour les
énoncés exacts et les preuves détaillées.

Ajoutons que, dans [158], les auteurs montrent que, sur un groupe de Lie G &
croissance polynomiale, B,  (G) N L>(G) est une algebre pour le produit ponctuel
pour tout 0 < s < let1<p,q,< +oo (ici, By ,(G) est I'espace de Besov défini par
une décomposition de Littlewood—Paley adaptée). Si G est nilpotent, ce résultat
reste valable pour s > 1 et 1 < p,q+ oo.
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7.3. Inégalités de Poincaré fractionnaires

Que deviennent les résultats de [103] si on ne dispose pas de majoration gaussienne
ponctuelle pour le noyau de la chaleur engendré par le laplacien, mais seulement
d’estimations “a la Gaffney”, déja rencontrées dans les sections précédentes? Des
travaux récents ([266, 281]) montrent qu’il reste possible de majorer la norme L?,
de f par la norme L? d’une fonctionnelle de type D,f. Plus précisément, soit
M € L*(R™) un poids strictement positif de classe C2. Soit L 1'unique opérateur
maximal accrétif de domaine dense dans L?(R"™, M) (I'espace L? sur R™ pour la
mesure M (z)dz) tel que, pour toutes f € D(L) et g € WL2(R™, M) (I'espace des
fonctions f € L?(R™, M) telles que Vf € L*(R", M)),

| Lr@gea)ds = [ Vi) Vo) M) da.

n R’Vl

Cet opérateur est symétrique sur L2(R", M) et on peut donc définir L pour tout
B > 0 par théorie spectrale. Dans [266], nous avons établi I'inégalité suivante,
valable pour tout o €0, 1[:

(e} f B f 2
e <e [ OO

Cette inégalité peut étre considérée comme une version de ||La/2f||L2(Rn,M) <
Cl|Daof |l 2®n,ar) dans ce contexte. On notera que (7.2) est vraie pour une mesure
M tres générale. La preuve consiste d’abord a montrer que le semigroupe engendré
par L (ou la résolvente de L) vérifie des estimations de type Gaffney, puis & majorer
le membre de gauche de (7.2) en utilisant uniquement ces estimations. Il suffit plus
précisément d’écrire

“+o0
1L f 11 2@y S /0 O L (T4t L) fll7 e ary dt

et d’estimer la derniere intégrale en recouvrant R™ par des cubes convenablement
choisis.

Comme conséquence de (7.2), on prouve une inégalité de Poincaré fractionnaire.
Plus précisément, on suppose que la mesure M (x)dx vérifie I'inégalité de Poincaré
suivante: il existe A(M) > 0 tel que, pour toute f € WH2(R", M),

2

| vk My = a0 | M(y)dy. (73)

fy)— [ flx) M(x)dx
R™

n

On supposera également qu’il existe € > 0 tel que

lim (1 —¢)|VInM(z)* +2A1In M(x) = +oo. (7.4)

|| =00

Cette hypothese, ainsi que (7.3), sont satisfaites si M = (27r)’”/26*|I|2/2 est la
mesure gaussienne standard (voir par exemple [232]). Plus généralement, (7.3) est
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vérifiée s’il existe a € (0,1), ¢ > 0 et R > 0 tels que
V]z| > R, a|VInM(x)|?>+ AlnM(z) > c, (7.5)

voir [47] ou [321], Appendix A.19, Théoréme 1.2, voir aussi [122], Preuve du
Théoreme 6.2.21 pour des criteres reliés.
On prouve alors:

Théoréme 7.5. On suppose que la mesure M(x)dx vérifie (7.3) et (7.4). Soit
aE]O 1[ Il existe alors (M) > 0 tel que, pour toute fonction f € D(R™) vérifiant
Jgn f( x)dx =0,

//ann lz—y |nJ(rzl|2 M (z) dz dy

> M(M)/n [f(@)P(1+VIn M (2)|*) M () da. (7.6)

Le schéma de la preuve consiste & remarquer que l'inégalité (7.3) s’auto-améliore
en

[ IVf@P M@ o= X0 [ |@PQ+ VM @) M@ e (7.7)

pour toute f € WH2(R™, M) telle que [, f(x)M(x)dz = 0. Par des arguments de
calcul fonctionnel, on en déduit que

[ @R+ 910 M@)*) M) do < CIL g ar

et il suffit d’utiliser (7.2) pour conclure.

On peut voir (7.6) comme une généralisation de (7.3) ol, dans le membre de
droite, la semi-norme W12 est remplacée par une expression non locale dans ’esprit
des semi-normes de Gagliardo dans WP (R") ([1]).

11 existe de nombreuses inégalités de Poincaré pour des opérateurs de Lévy (ou
des inégalités d’entropie de fagon plus générale). Par exemple, Wu ([325]) et Chafal
([76]) ont établi que

Ent?(f) < / (o - Vf dp+ / Da(f (@), f(x + 2)) dvu(2) du(z) (7.8)

B (1) = [ @(0)au-o( [ ran)

et Dg est la distance de Bregman associée a ®:
Dg(a,b) = ®(a) — 2(b) — @(b) (a — b),

ou P est une fonction vérifiant des propriétés de convexité, o la matrice du processus
de diffusion, p une mesure et v, la mesure de Lévy (singuliere) associée & p. Pour
®(z) = 2% et 0 = 0, (7.8) donne une inégalité de Poincaré pour les mesures (u,v,,).
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L’approche développée dans [266] a avantage de n’imposer, dans le membre de
gauche de (7.6), aucun lien entre la mesure M qui apparait dans U'intégration en

[7""* en z = x — y. Une telle décorrélation entre les

2 et la mesure singuliere |z
mesures en z et en y semble nouvelle pour ce type d’inégalités. Notons que I'inégalité
(7.6) est motivée entre autres par la conjecture de Cercignani (voir [120]).

Dans [281], les résultats de [266] ont été étendus au cas des groupes de Lie a
croissance polynomiale. Nous avons également donné une version de la condition

(7.5) pour avoir I'inégalité de Poincaré L? pour une mesure de probabilités.

7.4. Perspectives

Question ouverte 7.1. Le Théoreme 7.3 n’est prouvé que pour « € [0, 1], comme
on vient de le voir. Si G est & croissance polynomiale, 'espace L} (G) pour k entier,
k > 2, ne coincide pas, en général, avec I’espace de Sobolev des fonctions f € LP(G)
telles que X;f € LP(G) pour tout multi-indice I de longueur k. Peut-on trouver
explicitement un groupe G a croissance polynomiale pour lequel la conclusion du
Théoreme 7.3 est fausse si a > 17

Direction de recherche 7.1. Un aspect fondamental de [103] est le lien entre
les espaces de Sobolev fractionnaires définis & 1’aide d’un sous-laplacien (qui sont
en fait des espaces de Bessel) et le noyau de la chaleur associé a ce sous-laplacien.
De tels liens ont été mis en évidence dans le cadre euclidien des [293], et on montre
dans [103] que la situation dans un groupe de Lie unimodulaire est similaire au
contexte euclidien. Une situation géométrique ou ces liens sont étudiés, mais ou des
phénomenes tres différents de la situation euclidienne se produisent, est celle des
espaces métriques fractals. De nombreux travaux ont été consacrés aux estimations
“sous-gaussiennes” du noyau de la chaleur sur des fractals ([51, 52, 150, 187, 229]).
Des espaces de Sobolev sur des fractals ont été introduits de maniere directe (en
utilisant le laplacien comme dans [103]) dans [217, 303, 313-315], et des estimations
pour le noyau de la chaleur associé aux formes de Dirichlet correspondantes peuvent
étre déduites des propriétés de ces espaces ([83, 228, 331]). La démarche inverse, con-
sistant a déduire les propriétés des espaces de Sobolev en partant d’estimations du
noyau de la chaleur est développée dans [201, 330, 332]. Sur certains fractals, il peut
arriver qu'une fonction f bornée appartienne au domaine du laplacien sans que ce
soit le cas pour f2 ([53]), et de fagon générale, beaucoup de propriétés du laplacien
euclidien ou riemannien ne se retrouvent pas ([111, 156, 222, 230, 303, 304]), ce qui
montre que les propriétés d’algebre de Sobolev ne se transposent pas directement
au cadre fractal. Il serait intéressant de comprendre les conditions géométriques qui
autorisent ou non a avoir des propriétés d’algebre pour les espaces de Sobolev frac-
tionnaires. Cela pourrait permettre en particulier de construire des contre-exemples
aux propriétés d’algebres de Sobolev dans différents cadres géométriques.

Question ouverte 7.2. Peut-on donner une version LP des résultats de [266,
281] en utilisant toujours les estimations L? de type Gaffney? Peut-on prouver des
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estimations de la norme L? ou L? de L®/2f par des fonctionnelles quadratiques
dans d’autres contextes géométriques en utilisant seulement les estimations L? de
type Gaffney?

Question ouverte 7.3. Les inégalités de Poincaré fractionnaires de [281] restent-
elles valables sur un groupe a croissance exponentielle?

Direction de recherche 7.2. Les résultats de [76, 325] ont été utilisés dans
[165] pour estimer la vitesse de convergence vers un état d’équilibre pour I’équation
de Lévy—Fokker—Planck. Peut-on obtenir des résultats analogues pour d’autres
équations d’évolution en partant de l'inégalité (7.6)?

8. Conclusion

La plupart de résultats décrits dans cette vue d’ensemble étendent des estimations
pour des puissances du laplacien dans R™ a des opérateurs elliptiques d’ordre 2 plus
généraux et a des contextes géométriques continus (variétés) ou discrets (graphes).
On récapitule ici les principaux aspects de ces résultats.

Dans R™, les espaces de Bessel peuvent étre décrits au moyen de la transformée
de Fourier. Les méthodes de [103] montrent que certaines propriétés de ces espaces
(propriétés d’algebre, expression de la norme au moyen d’une fonctionnelle quadra-
tique) peuvent étre étendues au cas des groupes de Lie muni d’un sous-laplacien A.
Les preuves reposent de maniere essentielle sur les estimations ponctuelles du noyau
de e7*2 (et de son gradient). Il est également possible d’obtenir des majorations
de la norme L? de L®f par des fonctionnelles quadratiques pour des opérateurs L
pour lesquels on dispose seulement d’estimations de type Davies-Gaffney (2.15),
comme le montrent les résultats de [266, 281].

De nombreux résultats précédemment décrits portent sur les liens entre espaces
de Hardy et opérateurs elliptiques d’ordre 2. La théorie classique des espaces de
Hardy dans R™ ([149]) affirme que Pespace H'(R™) peut se caractériser au moyen de
diverses fonctionnelles faisant intervenir le laplacien. Les résultats de [27] montrent
notamment que le laplacien peut étre remplacé par un opérateur L = —div(AV)
avec A uniformément elliptique et bornée, pourvu que L vérifie une propriété de
régularité parabolique (exprimée au moyen du noyau de e ", voir (Gy)).

Lorsque la régularité parabolique n’est plus satisfaite, ’espace de Hardy associé a
L, noté Hj (R™), est, en général, strictement inclus dans H'!(R™). Il reste possible de
développer une théorie de H} (R™), qui peut étre décrit en termes de fonctionnelles
quadratiques, de fonctions maximales, et de décomposition moléculaire et atomique
([197]). Plus généralement, on peut construire les espaces HY (R™) pour 1 < p <
400, qui forment une famille d’interpolation complexe et sur lesquels la transformée
de Riesz VL™1/2 est continue pour certaines valeurs de p ([198]). La théorie analogue
développée dans [23] (et présentée dans un cadre abstrait dans [196]) montre que
ce qui est requis pour cette construction est ’hypothese (D) et les estimations de
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type Davies-Gaffney sur L (voir (2.15)). Une idée essentielle est d’exploiter le lien
entre espaces de Hardy et espaces de tentes.

Les espaces HP ainsi construits peuvent étre comparés a LP pour certaines
valeurs de p et peuvent parfois coincider avec LP. Dans le cas des espaces de formes
différentielles sur une variété riemannienne, on connait encore assez mal les con-
ditions géométriques qui garantissent 'identification de H? et de LP (voir la sec-
tion 5.3.8). Une motivation pour la compréhension de ces conditions est que les
espaces HP possedent toujours une décomposition de Hodge (voir le Théoreme 5.6)
et que l'identification entre HP et LP donne alors une décomposition de Hodge
pour LP.

Dans le contexte des graphes munis d’un laplacien L et d’un gradient V, on a
obtenu ([43]) la version discréte de la plupart des résultats de comparaison entre
V£l et |LY2f||L» connus pour des variétés riemanniennes. On a en particulier
prouvé la continuité de la transformée de Riesz VL~'/2 sur LP pour certaines
valeurs de p. Le manque de régularité du laplacien sur le graphe oblige a utiliser
pour cela des théoremes sur les opérateurs de Calderon—Zygmund “sans noyau”
(voir la section 6.7). Des résultats dans le cas p = 1 restent & obtenir, ce qui
supposerait de construire dans un cadre discret des espaces de Hardy de formes
semblables & ceux de [23].
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