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Il est bien connu que, pour tout 1 < p < +∞, il existe Cp > 0 tel que
X

1≤i≤n

‖∂if‖Lp(Rn) ∼ ‖(−∆)1/2f‖Lp(Rn) (0.1)

pour toute fonction f ∈ D(Rn). Lorsque p = 1, (0.1) est fausse pour L1(Rn) mais devient
X

1≤i≤n

‖∂if‖H1(Rn) ∼ ‖(−∆)1/2f‖H1(Rn) (0.2)

où H1(Rn) est l’espace de Hardy réel classique. Dans cette vue d’ensemble, nous rassem-
blons des résultats qui étendent (0.1) et (0.2) dans deux directions. D’une part, nous nous
plaçons dans un ouvert fortement lipschitzien de R

n, ou dans un cadre géométrique non
euclidien (variété riemannienne complète ou graphe). D’autre part, nous remplaçons ∆
par un opérateur elliptique d’ordre 2 plus général (opérateur sous forme divergence dans
un ouvert de R

n, laplacien de Hodge dans une variété riemannienne, laplacien discret
sur un graphe). Dans le cas des domaines fortement lipschitziens de R

n, ces questions
conduisent à introduire des espaces de Hardy–Sobolev et à en donner des propriétés
analogues à celles des espaces de Sobolev usuels. Dans le cas des variétés riemanniennes,
nous introduisons des espaces de Hardy de formes différentielles exactes. Ces espaces
sont adaptés au laplacien de Hodge et possèdent des propriétés analogues à l’espace de
Hardy H1(Rn). Le laplacien de Hodge possède un calcul fonctionnel holomorphe sur
ces espaces, et en particulier la transformée de Riesz est continue. Sous des hypothèses
géométriques convenables, nous comparons ces espaces de Hardy aux espaces de Hardy
usuels (dans le cas d’espaces de fonctions) ou aux espaces Lp. Enfin, sur un graphe
vérifiant certaines propriétés géométriques, nous obtenons des versions discrètes de la
plupart des résultats correspondants pour les transformées de Riesz et inégalités reliées
obtenues dans des variétés riemanniennes.

Nous donnons également des résultats concernant les puissances fractionnaires
d’opérateurs elliptiques d’ordre 2. Il s’agit de propriétés d’algèbre pour des espaces de
Bessel fractionnaires sur des groupes de Lie unimodulaires, généralisant les résultats
euclidiens. Nous utilisons également des estimations de la norme L2 de puissances
fractionnaires de certains opérateurs pour montrer une inégalité de Poincaré fraction-
naire pour certaines mesures de probabilité dans R

n ou des groupes de Lie à croissance
polynomiale.
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1. Notations

On utilisera tout au long de ce texte les notations suivantes.
Si n ≥ 1, on désigne par Mn(C) l’espace des matrices carrées de taille n × n à

coefficients dans C.
On notera aussi

R
n+1
+ = R

n× ]0,+∞[.

Si Q ⊂ Rn est un cube, on désginera par l(Q) la longueur du côté de Q. Si c > 0,
cQ est le cube de même centre que Q et dont la longueur du côté est cl(Q).

Si (X, d) est un espace métrique et B une boule de centre x et de rayon R dans
X , on notera, pour tout k > 0, kB la boule de centre x et de rayon kR.

Si une fonction f varie dans un ensemble E et si A(f) et B(f) sont deux quan-
tités dépendant de f , on écrira A(f) � B(f) si, et seulement si, il existe C > 0 tel
que, pour tout f ∈ E,

A(f) ≤ CB(f)

et A(f) ∼ B(f) si, et seulement si, il existe C > 0 tel que, pour tout f ∈ E,

C−1A(f) ≤ B(f) ≤ CA(f).

Si E ⊂ Rn est mesurable, on désigne par |E| sa mesure de Lebesgue. Si F : E → Rn

est une fonction mesurable, on notera, pour tout x ∈ E, |F (x)| la norme euclidienne
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de F (x), et, pour tout 1 ≤ p ≤ +∞,

‖F‖p := �F�p. (1.1)

Ainsi, F ∈ Lp(E) si, et seulement si, toutes les composantes de F appartiennent à
Lp(E).

Pour des fonctions définies sur un ouvert de Rn, on utilisera la notation ∂xi pour
désigner les dérivées partielles de f (au sens classique ou au sens faible suivant le
cas) par rapport à la variable xi, 1 ≤ i ≤ n. Si Ω ⊂ R

n est un ouvert et F : Ω → R
k

(avec k ≥ 1) est différentiable, on notera DF (x) la matrice jacobienne de F au
point x pour tout x ∈ Ω. Si F = (F1, . . . , Fk), on notera, pour tout p ∈ [1,+∞],

‖DF‖Lp(Ω) :=
∑

1≤i≤n, 1≤j≤k
‖∂xiFj‖Lp(Ω).

On appelle D(Ω) l’espace des fonctions C∞ sur Rn dont le support est un compact
inclus dans Ω.

2. Introduction

2.1. Le cas du laplacien sur Rn

2.1.1. Estimations L2

Nous commençons par présenter les problèmes de racines carrées et d’espaces de
Hardy auxquels cet article est consacré dans le cas le plus simple: celui du laplacien
sur Rn (n ≥ 1), c’est-à-dire l’opérateur

∆ =
n∑
i=1

∂2
xi .

Comme −∆ est auto-adjoint sur L2(Rn), il possède un calcul fonctionnel de Borel,
qui permet de définir sa racine carrée (−∆)1/2 sur L2(Rn). Si f ∈ D(Rn), une
intégration par parties montre que

‖(−∆)1/2f‖2
L2(Rn) = 〈−∆f, f〉L2(Rn) =

n∑
i=1

‖∂xif‖2
L2(Rn). (2.1)

L’identité (2.1) signifie exactement que

‖(−∆)1/2f‖L2(Rn) = ‖∇f‖L2(Rn), (2.2)

en utilisant la notation (1.1). Cette dernière identité montre que le domaine de
(−∆)1/2 dans L2(Rn) est W 1,2(Rn). Elle permet d’étendre par densité (−∆)1/2 en
un opérateur continu de W 1,2(Rn) dans L2(Rn), et (2.2) reste valable pour toute
f ∈W 1,2(Rn).
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2.1.2. Estimations Lp

Que devient l’égalité (2.2) si on remplace la norme L2 par la norme Lp pour
1 < p < +∞? La réponse est la suivante: pour tout p∈ ]1,+∞[, pour toute
f ∈ D(Rn),

‖(−∆)1/2f‖Lp(Rn) � ‖∇f‖Lp(Rn) � ‖(−∆)1/2f‖Lp(Rn). (2.3)

La deuxième inégalité de (2.3) signifie exactement que les transformées de Riesz,
c’est-à-dire ici les opérateurs

Rj = ∂xj (−∆)−1/2,

sont continues de Lp(Rn) dans lui-même (ou plus précisément, se prolongent de
manière unique en un opérateur continu de Lp(Rn) dans lui-même), ou encore
que la transformée de Riesz vectorielle ∇(−∆)−1/2 est continue de Lp(Rn) dans
Lp(Rn,Cn). Les opérateurs Rj apparaissent de manière naturelle dans le problème
suivant. On note

R
n+1
+ := {(x1, . . . , xn, t) ∈ R

n+1; t > 0}.
Soit u ∈ W 2,2(Rn+1

+ ) une fonction harmonique dans R
n+1
+ , c’est-à-dire vérifiant

n∑
i=1

∂2
xiu+ ∂2

t u = 0

dans R
n+1
+ . La fonction u et toutes ses dérivées partielles possèdent une trace sur

Rn, vu comme le bord de R
n+1
+ , et, pour tout 1 ≤ j ≤ n, l’opérateur Rj appliqué à

la trace de −∂tu sur Rn donne la trace de ∂xju sur Rn.
La preuve la plus courante de la continuité de Rj sur Lp(Rn) fait appel à

la théorie des opérateurs de Calderón–Zygmund. Pour tout j, Rj est continu sur
L2(Rn) par (2.2). De plus, le noyau de cet opérateur est

Kj(x, y) := cn
xj − yj

|x− y|n+1
,

où la constante cn := π−n+1
2 Γ(n+1

2 ) ne dépend que de n ([293], Chap. 3). Il vérifie
les estimations suivantes: il existe C > 0 tel que, pour tous x, y ∈ Rn et tout
1 ≤ j ≤ n,

|Kj(x, y)| ≤ C

|x− y|n ,

|∂xjKj(x, y)| ≤ C

|x− y|n+1
,

|∂yjKj(x, y)| ≤ C

|x− y|n+1
.

Ainsi, Rj est un opérateur de Calderón–Zygmund et est donc continu de Lp(Rn)
dans lui-même pour tout p∈ ]1,+∞[ (voir [293], Chap. II, Théorème 1).
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La première inégalité dans (2.3) résulte facilement de la deuxième par un argu-
ment de dualité, que l’on rappelle brièvement ici ([44, 99]). Soient p∈ ]1,+∞[ et
p′ ∈ ]1,+∞[ défini par 1

p+ 1
p′ = 1. On suppose connue la continuité des transformées

de Riesz sur Lp
′
(Rn). Si f ∈ D(Rn), on commence par écrire que

‖(−∆)1/2f‖Lp(Rn) = sup
g∈Lp′(Rn);‖g‖

Lp
′ (Rn)

≤1

∣∣∣∣∫
Rn

(−∆)1/2f(x)g(x)dx
∣∣∣∣ .

Or l’espace E := {g ∈ Lp
′
(Rn); il existe h ∈ Lp

′
(Rn) telle que (−∆)1/2h = g} est

dense dans Lp
′
(Rn) (voir par exemple [278], Lemme 1), de sorte que

‖(−∆)1/2f‖Lp(Rn) = sup
g∈E;‖g‖

Lp
′ (Rn)

≤1

∣∣∣∣∫
Rn

(−∆)1/2f(x)g(x)dx
∣∣∣∣

= sup
h∈Lp′(Rn);‖(−∆)1/2h‖

Lp
′ (Rn)

≤1

∣∣∣∣∫
Rn

(−∆)1/2f(x)(−∆)1/2h(x)dx
∣∣∣∣

= sup
h∈Lp′(Rn);‖(−∆)1/2h‖

Lp
′ (Rn)

≤1

∣∣∣∣∫
Rn

f(x)∆h(x)dx
∣∣∣∣

= sup
h∈Lp′(Rn);‖(−∆)1/2h‖

Lp
′ (Rn)

≤1

∣∣∣∣∫
Rn

∇f(x) · ∇h(x)dx
∣∣∣∣

≤ ‖∇f‖Lp(Rn) sup
h∈Lp′(Rn);‖(−∆)1/2h‖

Lp
′ (Rn)

≤1

‖∇h‖Lp′(Rn)

≤ C‖∇f‖Lp(Rn),

la dernière inégalité provenant de la continuité des transformées de Riesz de Lp
′
(Rn)

dans lui-même.
Signalons ici que les inégalités (2.3) sont valables avec une constante implicite

indépendante de la dimension n. Pour la continuité des transformées de Riesz, ce
résultat remonte à ([295]). Ce fait peut aussi être vu comme conséquence d’une
preuve de (2.3) due à Gundy et Varopoulos ([184]). D’autres preuves se trouvent
dans [49, 128], ainsi que dans [275], où cette indépendance vis-à-vis de la dimension
est obtenue par une méthode de transférence due à Coifman et Weiss ([95]). Le
résultat est aussi prouvé pour le générateur du semi-groupe d’Ornstein–Uhlenbeck
avec la mesure gaussienne, résultat déjà obtenu dans [258].

2.1.3. Interprétation en termes d’espaces de Sobolev et de Bessel

On peut interpréter (2.3) en termes d’espaces de Sobolev et de Bessel. On dispose
d’une part des espaces de Sobolev W 1,p(Rn), formés des fonctions f ∈ Lp(Rn)
telles que |∇f | ∈ Lp(Rn). Par ailleurs, pour 1 < p < +∞ et α > 0, l’espace de
Bessel Lα,p(Rn) peut être défini comme l’espace des fonctions f ∈ Lp(Rn) telles
que (−∆)α/2f ∈ Lp(Rn) (les puissances de −∆ étant toujours définies via le calcul
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fonctionnel de Borel). L’estimation (2.3) signifie alors exactement que W 1,p(Rn) =
L1/2,p(Rn) (voir [69, 236]).

Un aspect remarquable de (2.3) est que l’opérateur ∇ est local (au sens où, si
f est à support dans un ensemble A, ∇f est aussi à support dans A) alors que
l’opérateur (−∆)1/2 ne l’est pas.

Un autre point important est que (2.3) est valable pour tout 1 < p < +∞.
Cela tient de manière essentielle au fait que l’on se place dans l’espace euclidien et
qu’on considère le laplacien, c’est-à-dire un opérateur différentiel d’ordre 2 à coef-
ficients réguliers (et même constants). Dans la suite, on sera amené à examiner la
validité de (2.3) dans d’autres contextes géométriques et pour d’autres opérateurs
que le laplacien. Il s’agira encore de comparer un espace de Sobolev “géométrique”
et local, c’est-à-dire défini par un “gradient”, avec un espace de Sobolev “ana-
lytique”, défini au moyen des puissances fractionnaires d’un “laplacien”. On verra
alors apparâıtre des restrictions sur les valeurs de p, provenant du cadre géométrique
ou de l’irrégularité des coefficients de l’opérateur considéré.

2.1.4. Estimations limite

Les inégalités (2.3) sont fausses pour p = 1 et pour p = +∞.
Plus précisément, l’espace des fonctions f ∈ L1(Rn) pour lesquelles

∇(−∆)−1/2f ∈ L1(Rn) est exactement l’espace de Hardy H1(Rn) introduit par
Stein et Weiss dans [297]. Cet espace possède de nombreuses caractérisations sur
lesquelles nous reviendrons dans la section 2.3, mais nous le définissons provisoire-
ment comme l’espace des fonctions f ∈ L1(Rn) pour lesquelles ∇(−∆)−1/2f ∈
L1(Rn).

Les opérateurs Rj sont non seulement continus de H1(Rn) dans L1(Rn), mais
de H1(Rn) dans lui-même. La preuve de ce résultat fait à nouveau appel à la
théorie des opérateurs de Calderón–Zygmund (voir [261], Théorème 3, p. 237) mais
peut aussi se faire grâce à la description des espaces de Hardy par des systèmes de
fonctions harmoniques conjuguées ([293], Chap. 7).

Si on convient de noter

‖∇f‖H1(Rn) :=
n∑
i=1

‖∂xjf‖H1(Rn),

on peut reformuler ce qui précède en disant que ∇(−∆)−1/2 est continu de H1(Rn)
dans lui-même. On peut même affirmer (voir par exemple [31], Chap. 4, Théorème 1)
qu’il existe C > 0 tel que, pour toute fonction f ∈ D(Rn),

‖(−∆)1/2f‖H1(Rn) ∼ ‖∇f‖H1(Rn). (2.4)

Remarque 2.1. A la différence du cas des espaces Lp, la norme de ∇f dans
H1(Rn) n’est pas définie comme la norme dans H1(Rn) de |∇f |. Cette dernière
fonction, qui est positive ou nulle partout, ne peut appartenir à H1(Rn) que si
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elle est identiquement nulle, car toute fonction de H1(Rn) est d’intégrale nulle sur
Rn (voir la section 2.3). Nous reviendrons sur la manière de définir l’appartenance
d’une fonction vectorielle à un espace de Hardy dans la section 5.

Les opérateurs Rj ne sont pas continus de L∞(Rn) dans lui-même, mais de
L∞(Rn) dans l’espace BMO(Rn) introduit par John et Nirenberg ([214]). On rap-
pelle qu’une fonction f mesurable sur Rn et de carré localement intégrable appar-
tient à BMO(Rn) si, et seulement si,

‖f‖BMO(Rn) := sup
Q⊂Rn

(
1
|Q|

∫
Q

|f(x) − fQ|2dx
)1/2

< +∞, (2.5)

où la borne supérieure est prise sur tous les cubes Q ⊂ Rn et

fQ :=
1
|Q|

∫
Q

f(x)dx

est la moyenne de f sur Q. Le lemme de John et Nirenberg assure que l’exposant
2 dans (2.5) peut être remplacé par tout exposant p ∈ [1,+∞[ ([214]).

La continuité des opérateurs Rj de L∞(Rn) dans BMO(Rn), et même de
BMO(Rn) dans lui-même, peut être vue comme une conséquence de la théorie
des opérateurs de Calderón–Zygmund ([261], Corollaire, p. 239, voir aussi [149]).
On a même ([31], Chap. 4, Théorème 1):

‖(−∆)1/2f‖BMO(Rn) ∼ ‖∇f‖BMO(Rn), (2.6)

avec

‖∇f‖BMO(Rn) :=
n∑
i=1

‖∂xjf‖BMO(Rn).

Récapitulons: pour p = 2, (2.3) est simplement une intégration par parties (et est
en fait une égalité). Pour 1 < p < +∞, (2.3) résulte de la théorie des opérateurs
de Calderón–Zygmund. Pour p = 1 ou p = +∞, (2.3) est fausse, mais on obtient
une version limite de (2.3) en remplaçant L1 par l’espace de Hardy H1 et L∞

par l’espace BMO. Rappelons dès à présent que BMO est le dual de H1 (nous
reviendrons sur ce point dans la section 2.3.4).

2.2. Extension à d’autres contextes géométriques et d’autres

opérateurs elliptiques d’ordre 2

Les résultats des sections 2.1.2 et 2.1.4 ont été étendus dans de nombreuses direc-
tions. Nous décrivons brièvement ici celles qui seront présentées dans la suite.

2.2.1. Le cas des opérateurs elliptiques d’ordre 2 sous
forme divergence dans Rn

Que deviennent les résultats des sections précédentes si le laplacien est remplacé par
des opérateurs elliptiques d’ordre 2 sous forme divergence à coefficients complexes?
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On décrit plus précisément la classe d’opérateurs considérés (cette présentation
est empruntée à [31], Chap. 1). Soit A : R

n → Mn(C) une fonction mesurable
bornée et uniformément elliptique, ce qui signifie qu’il existe δ > 0 tel que, pour
presque tout x ∈ Rn et tout ξ ∈ Cn,

〈A(x)ξ, ξ〉 ≥ δ|ξ|2. (2.7)

Ici, 〈·, ·〉 désigne le produit hermitien usuel dans Cn et |ξ| la norme euclidienne de
ξ. On notera qu’on ne suppose aucune régularité sur les coefficients de A.

Il existe un unique opérateur maximal accrétif L sur L2(Rn) de domaine maxi-
mal D(L) tel que, pour toute f ∈ D(L) et toute g ∈W 1,2(Rn),

〈Lf, g〉 =
∫

Rn

A(x)∇f(x) · ∇g(x)dx.

Cet opérateur L est formellement noté L = −div (A∇). Un tel opérateur engen-
dre un semigroupe d’opérateurs (e−tL)t>0 analytique et contractant sur L2(Rn). Il
possède une unique racine carrée maximale accrétive L1/2. Quand A(x) = Id pour
tout x ∈ Rn, L = −∆.

Théorie L2. Si on suit le déroulement de la section 2.1, récapitulé en fin de sec-
tion 2.1.4, la première question qui se pose pour L1/2 est la suivante: le domaine
de L1/2 est-il égal à W 1,2(Rn) et a-t-on

‖L1/2f‖L2(Rn) ∼ ‖∇f‖L2(Rn) (2.8)

pour toute f ∈W 1,2(Rn)?
Cette question remonte à Kato et est motivée à l’origine par des questions

de perturbations pour des équations aux dérivées partielles hyperboliques (voir
[218, 256]). Lorsque A(x) est réelle symétrique pour tout x ∈ Rn, (2.8) s’obtient
par un argument analogue à celui présenté dans la section 2.1.1. Cette observation
conduit à la question suivante, posée par Kato: l’application A �→ L1/2, définie de
l’espace des matrices réelles symétriques uniformément elliptiques dans l’espace des
opérateurs continus de W 1,2(Rn) dans L2(Rn), est-elle analytique? Si on sait prou-
ver (2.8) lorsque la partie imaginaire de A est assez petite, on en déduit facilement
cette analyticité en utilisant une version de la formule de Cauchy à valeurs dans
les opérateurs continus de W 1,2(Rn) dans L2(Rn) ([308]). Cette remarque constitue
une motivation pour considérer le cas des coefficients complexes.

On ne peut pas répondre en général à la question (2.8) par un calcul ana-
logue à celui présenté dans la section 2.1.1. L’estimation (2.8), longtemps connue
sous le nom de conjecture de Kato, a été prouvée en 2001 par Auscher, Hofmann,
Lacey, McIntosh et Tchamitchian grâce à des méthodes d’analyse harmonique pro-
fondes ([20]). Revenant aux préoccupations initiales de Kato, on peut donner une
application de ce résultat à un théorème d’existence pour un problème de Cauchy
hyperbolique (voir [11]).
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Remarque 2.2. Une version pondérée de l’estimation (2.8) a été prouvée
récemment par Cruz-Uribe et Rios pour des opérateurs sous forme w−1div(A∇),
avec w ∈ A2 et w−1A bornée et uniformément elliptique ([108]).

Théorie Lp. Soit maintenant p∈ ]1,+∞[, p 
= 2. A-t-on

‖L1/2f‖Lp(Rn) ∼ ‖∇f‖Lp(Rn) (2.9)

pour toute f convenable?
Dans l’estimation (2.9), on distingue la domination au sens Lp de ∇f par L1/2f :

‖∇f‖Lp(Rn) � ‖L1/2f‖Lp(Rn) (2.10)

et la domination au sens Lp de L1/2f par ∇f :

‖L1/2f‖Lp(Rn) � ‖∇f‖Lp(Rn). (2.11)

L’estimation (2.10), qui traduit donc la continuité sur Lp(Rn) des transformées
de Riesz ∂xjL−1/2 associées à L, est reliée à des problèmes de régularité pour des
opérateurs elliptiques d’ordre 2 avec des conditions aux limites de type Dirichlet
ou Neumann. Pour illustrer ces liens, on suppose que le semigroupe engendré par
L est continu sur Lp(Rn), ce qui implique la même propriété pour e−tL

1/2
. Soit

u0 ∈W 1,p(Rn), et considérons le problème de Dirichlet∂
2
t u− Lu = 0 dans R

n+1
+ ,

lim
t→0

ut = u0,
(2.12)

la limite étant prise au sens de Lp(Rn). Si (2.9) est satisfaite, alors la solution
donnée par ut = e−tL

1/2
u0 vérifie la régularité suivante:

sup
t>0

(‖∂tu(t, ·)‖p + ‖∇xu(t, ·)‖p) � ‖∇u0‖p.

Soit maintenant v0 ∈ Lp(Rn) et considérons le problème de Neumann∂
2
t u− Lu = 0 dans R

n+1
+ ,

lim
t→0

∂tut = v0,
(2.13)

la limite étant prise au sens de Lp(Rn). Si (2.9) est satisfaite, alors la solution
donnée par ut = −e−tL1/2

L−1/2v0 vérifie

sup
t>0

(‖∂tu(t, ·)‖p + ‖∇xu(t, ·)‖p) � ‖∇v0‖p.

Une version de ces problèmes avec des limites non-tangentielles au bord (dans la
boule unité de Rn+1) est considérée dans [221], où les auteurs prouvent que ces
problèmes ont une solution pour tout p∈ ]1, 2 + ε[ et que cette borne supérieure
pour p est optimale.

Voici une autre connexion entre (2.10) et la solution d’une équation aux dérivées
partielles elliptique. Si p > 2, alors on a (2.10) si, et seulement si, il existe
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C > 0 vérifiant la propriété suivante: pour tout cube Q ⊂ Rn et toute fonction
u ∈ W 1,2(3Q) satisfaisant Lu = 0 dans 3Q, on a l’inégalité de Hölder inverse
suivante pour le gradient de u:(

1
|Q|

∫
Q

|∇u(x)|p
)1/p

≤ C

(
1
|Q|

∫
Q

|∇u(x)|2
)1/2

. (2.14)

Cette propriété a été découverte par Shen ([287]). Nous y reviendrons dans la
section 6 car cette propriété s’étend au cas des graphes (ainsi qu’à celui des variétés
riemanniennes (voir [15]).

Revenons au problème de la validité de (2.9). Mentionnons d’abord le fait que,
par un argument de dualité semblable à celui présenté en fin de section 2.1.2, on
montre que, pour 1 < p < +∞, la validité de (2.10) pour L et p entrâıne celle de
(2.11) pour L∗ et p′ avec 1

p + 1
p′ = 1. La réciproque est fausse, comme on le verra.

La question de la validité de (2.9) est plus compliquée que dans le cas du Laplacien.
Ainsi, pour tout ε > 0, il existe un opérateur L = −div (A∇) symétrique réel tel
que l’inégalité

‖∇f‖Lp(Rn) � ‖L1/2f‖Lp(Rn)

ne soit vérifiée pour aucun p > 2+ε (ce résultat est cohérent avec ceux de [221]). Un
contre-exemple, dû à Kenig, se trouve dans [31], p. 119. Cela montre, en particulier,
que les transformées de Riesz associées à L, c’est-à-dire les opérateurs ∂xjL−1/2, ne
sont pas, en général, des opérateurs de Calderón–Zygmund, à la différence du cas
où L = −∆ (voir la section 2.1).

La validité de (2.10) est trés liée aux propriétés de continuité sur certains espaces
Lq du semigroupe e−tL et de son gradient ∇e−tL. Plus précisément ([13], Proposi-
tions 5.2 et 5.7):

Théorème 2.1.

1. si 1 < p < 2, alors ∇L−1/2 est continu de Lp(Rn) dans Lp(Rn) si, et seulement
si, e−tL est continu de Lp(Rn) dans L2(Rn),

2. si 2 < p < +∞, alors ∇L−1/2 est continu de Lp(Rn) dans Lp(Rn) si, et seule-
ment si, t∇e−tL est uniformément borné (pour t > 0) de L2(Rn) dans Lp(Rn).

En combinant le point 2. et le résultat de Shen, on voit donc que, pour p > 2,
l’inégalité de Hölder inverse (2.14), qui est une propriété de régularité elliptique
pour l’opérateur L, implique la continuité de t∇e−tL sur L2(Rn) dans Lp(Rn), qui
est une propriété de régularité parabolique.

Ces résultat, et d’autres du même type, reposent de façon essentielle sur des esti-
mations L2 de type Gaffney sur e−tL, qui sont satisfaites pour tout L = −div(A∇)
uniformément elliptique à coefficients complexes (l’idée de ces estimations remon-
tent à [157]). On peut énoncer ces estimations ainsi: il existe C > 0 tel que, pour
tous sous-ensembles fermés disjoints E,F ⊂ Rn et toute fonction f ∈ L2(Rn) à
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support dans E,

‖e−tL‖L2(F ) ≤ C exp
(
−d

2

t

)
‖f‖L2(E), (2.15)

où d := d(E,F ) > 0. Une propriété de ce type d’estimations est de s’étendre à
des contextes géométriques très généraux. Nous reviendrons sur ces estimations de
type Gaffney, qui jouent aussi un rôle essentiel dans la preuve de (2.8) dans [20], à
propos des espaces de Hardy de formes différentielles sur des variétés riemanniennes
(voir la section 5) et dans la section 7 à propos de [266].

Voici les résultats connus pour la validité de (2.10) et de (2.11) pour un opérateur
L = −div(A∇) général ([13]):

1. (2.10) est vraie pour:
1 < p < +∞ si n = 1,

1 < p < 2 + ε si n = 2,

2n
n+ 2

− ε < p < 2 + ε si n ≥ 3,

2. (2.11) est vraie pour:

1 < p < +∞ si n = 1 ou n = 2,

1 < p <
2n
n− 2

+ ε si n = 3 ou n = 4,

2n
n+ 4

− ε < p <
2n
n− 2

+ ε si n ≥ 5.

On ajoute ici que, si pL < 2 est tel que e−tL est continu de Lp(Rn) dans L2(Rn)
pout tout p∈ ]pL, 2[, alors ∇L−1/2 est continue sur Lp(Rn) (Théorème 2.1) mais
aussi sur W 1,p(Rn) (voir [38], Théorème 4.12).

Lorsque le noyau du semi-groupe (e−tL)t>0 vérifie des estimations ponctuelles
en taille et en régularité hölderienne (ce qui est toujours le cas si A est à coefficients
réels), alors (2.10) est vraie pour tout 1 < p < 2 + ε et (2.11) est vraie pour tout
1 < p < +∞ ([31], Chap. 4). Nous allons préciser ces estimations poinctuelles à
propos des versions limites de (2.10) et de (2.11) dans les espaces de Hardy et dans
BMO. On notera auparavant que, si A est à coefficients réels, on a bien (2.11) pour
tout p∈ ]1,+∞[ et L∗, alors qu’on n’a pas en général (2.10) pour tout q ∈ ]1,+∞[
et L. Cela illustre le fait que l’argument de dualité exposé en fin de section 2.1.2
n’admet pas de réciproque.

Le cas des espaces de Hardy et de BMO
Suivant toujours le plan de la section 2.1, on pose également les questions suiv-

antes: a-t-on

‖L1/2f‖H1(Rn) ∼ ‖∇f‖H1(Rn) (2.16)
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et

‖L1/2f‖BMO(Rn) ∼ ‖∇f‖BMO(Rn)? (2.17)

On a vu que la comparaison de ∇f et L1/2f dans Lp est reliée à la continuité du
semigroupe e−tL sur certains espaces Lq. La comparaison de ces quantités dans
H1(Rn) peut être établie sous une hypothèse plus forte, qui fait intervenir le noyau
de e−tL.

On dira que L vérifie (G∞) si, et seulement si, le noyau de e−tL, désigné par
Kt, est une fonction mesurable sur Rn × Rn, et s’il existe C, c > 0 et µ∈ ]0, 1] tels
que, pour presque tous x, y, y′ ∈ Rn et tout t∈ ]0,+∞[,

|Kt(x, t)| ≤ C

tn/2
e−c

|x−y|2
t ,

|Kt(x, y) −Kt(x, y′)| + |Kt(y, x) −Kt(y′, x)| ≤ C

tn/2

( |y − y′|
t1/2

)µ
.

(G∞)

On notera que la première inégalité dans (G∞) est une hypothèse de taille sur
|Kt(x, y)|, qui implique en particulier la continuité de e−tL de Lp(Rn) dans lui-
même pour tout p ∈ [1,+∞], et que la deuxième inégalité dans (G∞) signifie que
x �→ Kt(x, y) et y �→ Kt(x, y) sont µ-hölderiennes pour tout t > 0.

Lorsque L = −∆, l’expression exacte de Kt(x, y) est

Kt(x, y) =
1

(4πt)n/2
exp

(
−|x− y|2

4t

)
, (2.18)

et (G∞) est clairement satisfaite. Plus généralement, quand A est à coefficients
réels, (G∞) est toujours vérifiée ([7]). L’hypothèse (G∞) est également vraie pour
A à coefficients complexes si n = 1 ou n = 2. Pour tout n ≥ 3, il existe A tel que
l’opérateur L correspondant sur Rn ne vérifie pas (G∞) et n’est en fait même pas
borné sur L∞ ([17, 154, 198, 254]). L’hypothèse (G∞) est cependant encore satisfaite
lorsque A est de classe C1 ou que ses coefficients vérifient d’autres conditions de
régularité. On peut ajouter que (G∞), qui traduit la régularité parabolique de L,
est en fait équivalente à une propriété de régularité elliptique pour L. On renvoie
à [31], Chap. 1 pour une discussion détaillée à ce sujet, ainsi qu’au chapitre 6
de [273].

Voici un résultat concernant la validité de (2.16) et de (2.17) sous
l’hypothèse (G∞):

Théorème 2.2. On suppose que l’opérateur L satisfait la condition (G∞). Alors :

1. ‖L1/2f‖H1(Rn) ∼ ‖∇f‖H1(Rn),

2. ‖L1/2f‖BMO(Rn) � ‖A∇f‖BMO(Rn).

Par un argument analogue à celui présenté en fin de section 2.1.2, le point 2.
résulte de

‖∇f‖H1(Rn) � ‖L1/2f‖H1(Rn)
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par dualité. On notera aussi que l’inégalité

‖∇f‖BMO(Rn) � ‖L1/2f‖BMO(Rn)

est fausse en général, car, par interpolation avec (2.8), elle entrâınerait la validité
de (2.10) pour tout 2 < p < +∞, qui est fausse en général même sous l’hypothèse
(G∞), comme le montre le contre-exemple de Kenig (qui est à coefficients réels, [31],
p. 119). On signale enfin que l’inégalité ‖L1/2f‖H1(Rn) � ‖∇f‖H1(Rn) est prouvée
dans [20] sous l’hypothèse que (I + t2L)−1 est uniformément bornée (pour t > 0)
sur Lρ(Rn) pour un certain ρ ∈ [1, n

n−1

[
.

2.2.2. Le cas des domaines fortement lipschitziens de Rn

On considère maintenant les questions précédentes (comparaisons de L1/2f et ∇f
dans Lp, dans un espace de Hardy, dans BMO) dans un domaine fortement lips-
chitzien Ω ⊂ Rn, en mettant sur l’opérateur L la condition au bord de Dirichlet ou
de Neumann (voir les définitions précises dans la section 3.1).

Théorie Lp. Pour p = 2, l’estimation donnée par (2.8) s’étend au cas des domaines
fortement lipschitziens et se formule en général comme suit (aussi bien pour la
condition de Dirichlet que pour celle de Neumann, voir [34]):

‖L1/2f‖L2(Ω) + ‖f‖L2(Ω) ∼ ‖∇f‖L2(Ω) + ‖f‖L2(Ω). (2.19)

On notera que ce résultat est aussi valable dans le cas de conditions mixtes au
bord ([36]).

Pour p∈ ]1,+∞[, p 
= 2, il convient, comme dans le cas de Rn, de distinguer
entre la domination dans Lp(Ω) de ∇f par L1/2f et celle dans Lp(Ω) de L1/2f par
∇f . La domination de ∇f par L1/2f dans Lp(Ω) n’est en général pas vraie pour
tout p∈ ]1,+∞[, même dans le cas du Laplacien (à la différence du cas de Rn pour
le laplacien). Plus précisément, on a

‖∇f‖Lp(Ω) � ‖(−∆)1/2f‖Lp(Ω) (2.20)

pour tout 1 < p < 3 + ε pour les conditions Dirichlet et Neumann. En dimension
n = 2, l’estimation (2.20) est vraie pour 1 < p < 4 + ε. A chaque fois, les bornes
sur p sont optimales. Si le domaine Ω est de classe C1, (2.20) est valable pour tout
1 < p < +∞ (pour les conditions au bord Dirichlet et Neumann). Pour tous ces
résultats, voir [210].

Auscher et Tchamitchian ont montré dans [33] que, si L vérifie une version de
(G∞) convenablement adaptée à la situation, qui sera notée (Gτ ) dans la suite (voir
la section 3 pour un énoncé exact), alors

‖L1/2f‖Lp(Ω) � ‖∇f‖Lp(Ω) + ‖f‖Lp(Ω) (2.21)

pour tout 1 < p < +∞ et toute f , et il existe ε > 0 tel que

‖∇f‖Lp(Ω) � ‖L1/2f‖Lp(Ω) (2.22)
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pour tout 1 < p < 2 + ε. Comme dans le cas de Rn, la borne supérieure pour
p dans (2.22) est optimale. Les inégalités (2.21) et (2.21) sont valables, pour des
fonctions f appropriées, aussi bien sous la condition Dirichlet que sous la condition
Neumann. Enfin, (2.22) est valable sous la seule hypothèse que Kt (le noyau de
e−tL) possède une majoration gaussienne ponctuelle, c’est-à-dire que la régularité
hölderienne de Kt n’est pas nécessaire ([130]).

Estimations limite
Dans le cas limite p = 1, que deviennent les inégalités (2.21) et (2.22)? On a vu dans
le Théorème 2.2 qu’on peut comparer L1/2f et ∇f dans l’espace de Hardy H1(Rn).
Quand on se place sur un domaine Ω, il est naturel de remplacer H1(Rn) par des
espaces de Hardy H1 sur Ω. Une différence avec le cas Lp(Ω) est que plusieurs
espaces de Hardy sur Ω peuvent intervenir. Ces espaces sont, par analogie avec
les espaces de Sobolev, définis soit comme l’espace des restrictions à Ω des fonctions
de H1(Rn), soit comme celui des fonctions de H1(Rn) à support dans Ω. Avec
Auscher et Tchamitchian, nous avons prouvé des versions de (2.21) et (2.22) qui
font intervenir ces deux espaces, et dépendent de manière essentielle des conditions
au bord pour l’opérateur L sur Ω (voir la section 4).

La preuve de ces versions de (2.21) et (2.22) sur des domaines apparâıtra comme
une conséquence d’une théorie générale des espaces de Hardy–Sobolev sur Ω, c’est-
à-dire des espaces de fonctions dans L1(Ω) dont les dérivées faibles appartiennent
à un espace de Hardy sur Ω. Ces espaces de Hardy–Sobolev ont des propriétés
analogues à celles des espaces de Sobolev usuels (propriétés d’extensions, de densité,
de changement de variable. . .), qui reposent toutes sur une caractérisation de ces
espaces de Hardy–Sobolev en termes de fonctions maximales adaptées. On décrira
ces résultats dans la section 4.

Ces questions amènent naturellement à considérer de près les espaces de Hardy
sur des domaines de R

n, et à en donner des caractérisations analogues à celles des
espaces de Hardy sur Rn. Nous examinerons ces questions dans la section 3, avant
de passer aux espaces de Hardy–Sobolev et revenir au problème des racines carrées
dans la section 4.

2.2.3. Le cas des variétés riemanniennes

Les questions de racines carrées envisagées jusqu’ici peuvent être formulées dans
le contexte d’une variété riemannienne M pour l’opérateur de Laplace–Beltrami ∆
(que l’on supposera positif dans L2(M) par convention). On supposera M connexe
et complète. On a de façon immédiate

‖∆1/2f‖L2 = �∇f�L2 = ‖df‖L2(Λ1T∗M),

en raison du caractère auto-adjoint de ∆, en notant ∇ le gradient et d la différentielle
extérieure. Les normes Lp sont calculées par rapport à la mesure riemannienne dµ.
La question de comparer les normes Lp de ∆1/2f et de |∇f | pour p 
= 2 a été posée
par Strichartz en 1982 dans [301]. La théorie Lp a été développée par de nombreux
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auteurs (Auscher, Bakry, Coulhon, Duong, Hofmann, etc.) et fait intervenir cer-
taines hypothèses géométriques sur M : croissance du volume des boules, inégalités
de Poincaré, courbure de Ricci minorée. Comme dans la section 2.2.1, on distingue

‖df‖Lp(Λ1T∗M) � ‖∆1/2f‖Lp(M) (2.23)

et

‖∆1/2f‖Lp(M) � ‖df‖Lp(Λ1T∗M). (2.24)

Par un argument de dualité semblable à celui présenté en fin de section 2.1.2, si
1 < p < +∞, (2.23) pour p entrâıne (2.24) pour p′ avec 1

p + 1
p′ = 1.

On rappelle ici les résultats principaux de la théorie Lp. On notera ρ la distance
riemannienne. Pour tout x ∈M et tout r > 0, on note B(x, r) la boule géodésique
de centre x et de rayon r et V (x, r) sa mesure. On fera toujours l’hypothèse suivante
sur V (x, r): il existe C > 0 tel que, pour tout x ∈M et tout r > 0,

V (x, 2r) ≤ CV (x, r), (D)

où C ne dépend que de M . Cette hypothèse signifie que M , munie de la distance et
de la mesure riemanniennes, est un espace de nature homogène, ce qui est le cadre
“naturel” pour de nombreux résultats en analyse réelle (voir les commentaires sur
cette hypothèse et des références pour des résultats sur les transformées de Riesz
sans cette hypothèse dans la section 2.4).

On a souligné dans la section 2.2.1 le lien entre continuité des transformées
de Riesz associées à un opérateur et continuité du semigroupe engendré par cet
opérateur, et que la théorie est différente pour p < 2 et p > 2. On introduit ici le
semigroupe engendré par ∆, e−t∆, et son noyau pt.

Transformées de Riesz: le cas 1 < p < 2
On dira que (DUE) est satisfaite si, et seulement si, il existe C > 0 tel que, pour
tout t > 0 et tout x ∈M ,

pt(x, x) ≤ C

V (x,
√
t)
. (DUE )

Cette majoration “sur la diagonale” s’améliore en une majoration gaussienne: sous
les hypothèses (D) et (DUE ), il existe C, c > 0 tels que, pour tout t > 0 et tous
x, y ∈M ,

pt(x, y) ≤ C

V (x,
√
t)

exp
(
−cd

2(x, y)
t

)
. (GUE )

On notera que, dans le cas où M = Rn, l’expression (2.18) montre que cette
hypothèse est bien satisfaite. Plus généralement, (GUE ) est vérifiée dès que la
courbure de Ricci de M est positive ou nulle ([234]). De plus, la conjonction de (D)
et de (DUE ) est équivalente ([177]) à l’inégalité de Faber–Krahn suivante: il existe
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c, ν > 0 tel que, pour tout x ∈M , tout r > 0 et tout domaine régulier Ω ⊂ B(x, r),

λ1(Ω) ≥ c

r2

(
V (x, r)
µ(Ω)

)2
ν

.

Voici alors un résultat de continuité des transformées de Riesz pour 1 < p ≤ 2 ([98]):

Théorème 2.3. Sous les hypothèses (D) et (GUE ), on a (2.23) pour tout 1 <
p ≤ 2, et donc (2.24) pour tout 2 < p < +∞.

Transformées de Riesz: le cas 2 < p < +∞.
L’exemple de la variété formée de deux copies de R

2 reliées entre elles par un
cylindre montre que, sous les hypothèses du Théorème (2.3), l’inégalité (2.23) peut
être fausse pour tout p > 2 ([98]).

Si on rajoute à (GUE ) une hypothèse de minoration analogue pour pt, on obtient
l’hypothèse suivante:

c

V (x,
√
t)

exp
(
−C d

2(x, y)
t

)
≤ pt(x, y) ≤ C

V (x,
√
t)

exp
(
−cd

2(x, y)
t

)
(LUE )

pour tout t > 0 et tous x, y ∈ M . L’hypothèse (LUE ) est vérifiée quand M est à
courbure de Ricci positive ou nulle ([234]) et est équivalente ([283]) à la conjonction
de (D) et d’une inégalité de Poincaré L2 sur les boules, qui s’énonce comme suit: il
existe C > 0 tel que, pour toute boule B ⊂M et toute fonction f ∈ C∞(B),∫

B

|f(x) − fB|2dx ≤ Cr2
∫
B

|∇f(x)|2dx, (P )

où fB désigne la moyenne de f sur B et r le rayon de B.
Sous les seules hypothèses (D) et (P ), on n’a pas en général (2.23) pour tout

p > 2 ([102, 233]). Toutefois, en supposant toujours (D) et (P ), on peut relier la con-
tinuité de ∇∆−1/2 sur Lp pour p > 2 à celle de tde−t∆, à l’instar du Théorème 2.1.
Plus précisément ([16], Théorème 1.2), si (D) et (P ) sont satisfaites, et si p0 > 2,
la condition

‖de−t∆f‖Lp0 ≤ C√
t
‖f‖Lp0 (2.25)

pour tout t > 0 entrâıne la continuité de ∇∆−1/2 pour tout p∈ ]2, p0[. En partic-
ulier, si on suppose la majoration suivante pour le gradient de pt:

|∇xpt(x, y)| ≤ C√
tV (y,

√
t)

(2.26)

pour tout t > 0 et tous x, y ∈ M , alors (2.23) est valable pour tout 2 < p < +∞,
donc (2.24) est vraie pour tout 1 < p < 2.

Ces résultats pour p > 2 couvrent la plupart des cas connus antérieurement:
variétés à courbure de Ricci positive ou nulle ([45, 46], à ceci près que dans ces
papiers, les constantes de continuité obtenues sont indépendantes de la dimension
de la variété), groupes de Lie à croissance polynomiale munis d’un sous-laplacien
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([4]), revêtements co-compacts dont le groupe est à croissance polynomiale ([125]),
variétés coniques sans bord avec une base compacte ([233]).

Sous les hypothèses (D) et (P ), Auscher et Coulhon ([15]) ont aussi prouvé un
analogue du théorème de Shen ([287]) énoncé dans la section 2.2.1.

Supposons toujours (D) et (P ). On a donc (2.23) pour tout 1 < p ≤ 2. De
plus, en utilisant des arguments semblables à ceux de [164], on établit l’analogue
de (2.14) pour p = 2 + ε pour un ε > 0. En conséquence, (2.23) est aussi valable
pour 2 < p < 2 + ε, de sorte que (2.24) a lieu pour p∈ ]2 − η, 2 + η[ avec η > 0.
Finalement, on obtient

‖df ‖Lp(Λ1T∗M) ∼ ‖∆1/2f‖Lp(M)

pour tout p∈ ]2 − η, 2 + η[, sous les hypothèses (D) et (P ). On notera que, dans
l’exemple des deux copies de R2 reliées entre elles par un cylindre, cette équivalence
n’est vraie pour aucun p > 2, mais (P ) n’est pas satisfaite.

On mentionne également qu’une théorie de la continuité des transformées de
Riesz dans des espaces Lp à poids sur des variétés riemanniennes a été développée
dans [22].

Il ressort de la description précédente que, alors que la continuité des trans-
formées de Riesz sur Lp pour 1 < p < 2 est vraie sous des hypothèses assez larges,
cette continuité pour p > 2 est beaucoup plus clairement reliée à la géométrie
de la variété. D’autres travaux éclairent ce phénomène en s’intéressant aux liens
entre continuité de la transformée de Riesz et géométrie à l’infini de la variété. Ces
travaux montrent en particulier que, sur la variété formée de deux copies de R

n

reliées par un cylindre, d∆−1/2 est bornée sur Lp si, et seulement si, 1 < p < n

(voir [74, 75, 180, 181, 189]). On mentionne ici que ces travaux reposent sur une
analyse fine de la résolvente du Laplacien ou de ses perturbations compactes, et
qu’en retour, des résultats de continuité de la transformée de Riesz peuvent donner
des informations sur la résolvente de perturbations compactes du laplacien ([61]).
De nombreux autres travaux ont été consacrés aux transformées de Riesz associées
à un opérateur de Schrödinger sur une variété riemannienne, parmi lesquels on peut
citer [37, 45, 259, 288, 327].

L’inégalité inverse
En dehors des cas où (2.24) résulte de (2.23) par dualité, Auscher et Coulhon ont
établi une condition suffisante de validité de (2.24). Cette condition fait intervenir
une inégalité de Poincaré dans Lp sur les boules, qui s’énonce ainsi: il existe C > 0
tel que, pour toute boule B ⊂M de rayon r et toute fonction f ∈ C∞(B),∫

B

|f(x) − fB|pdx ≤ Crp
∫
B

|∇f(x)|pdx. (2.27)

On a alors ([15]):

Théorème 2.4. On suppose que (D) est satisfaite et qu’on a aussi (2.27) pour
un certain p ∈ [1, 2[. Alors (2.24) est satisfaite pour tout q∈ ]p, 2].
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On peut préciser davantage le lien entre (2.23) et (2.24) d’une part et les inégalités
de Poincaré d’autre part. On a déjà mentionné que, sous (D) et (P ), on n’a pas
nécessairement (2.23) pour des valeurs de p > 2. On peut également avoir (2.23)
exactement pour 1 < p ≤ 2 et (2.27) uniquement pour p > 2, comme dans le cas
de deux copies de R2 reliées entre elles par un cylindre ([75]).

On peut ajouter que les liens entre continuité de la transformée de Riesz sur
Lp et le noyau de la chaleur sur les 1-formes différentielles sont examinés en détail
dans [99].

Dans la continuité de [99], on mentionne également le lien entre ces questions
de transformées de Riesz et la cohomologie Lp pour les 1-formes différentielles. La
cohomologie L2 de de Rham ([119]) dit que

L2(Λ1T ∗M) = R(d) ⊕R(δ) ⊕N (∆), (2.28)

où δ est l’adjoint de d, R(d) (resp. R(δ)) désigne l’image de d (resp. de δ), ∆ = dδ+
δd est le laplacien de Hodge–de-Rham pour les 1-formes différentielles et N (∆) est
son noyau. Les adhérences sont prises dans L2. Cette décomposition est orthogonale.

On pose la question de savoir si on a une décomposition analogue dans Lp,
c’est-à-dire si on a

Lp(Λ1T ∗M) = R(d) ⊕R(δ) ⊕N (∆), (2.29)

les adhérences étant cette fois prises dans Lp. Cette question a été examinée dans
le cas des variétés compactes orientées ([286]) et sur les domaines de telles variétés
([208]). Dans [301], Strichartz établit le lien entre cette question et les transformées
de Riesz, et [241] donne des résultats de cohomologie dans le cas des formes de tout
degré en supposant que le spectre L2 du laplacien de Hodge est minoré par une
constante strictement positive.

Voici des conséquences des théorèmes précédents sur les transformées de
Riesz concernant (2.29). Le projecteur sur les 1-formes exactes est d∆−1δ =
(d∆−1/2)(d∆−1/2)∗. On considère la propriété:

‖d∆−1δω‖Lp(Λ1T∗M) � ‖ω‖Lp(Λ1T∗M) (Πp)

pour toute 1-forme ω.
On suppose (D) et (P ). Si p0 > 2 et si (2.25) est satisfaite, alors (Πp) est vraie

pour tout p∈ ]q0, p0[, avec 1
q0

+ 1
p0

= 1 ([16]). On en déduit le résultat suivant ([16],
Corollary 5.2):

Théorème 2.5. On suppose (D), (P ) et (2.25) pour un p0 > 2. Soit q0 défini par
1
q0

+ 1
p0

= 1. Alors, si q0 < p < p0, (2.29) est une décomposition topologique dans
Lp sous l ’une des trois hypothèses suivantes :

1. M est une surface,
2. la seule 1-forme harmonique est nulle,
3. le semigroupe e−t∆ est borné sur Lp(Λ1T ∗M).
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Une conséquence de ces résultats est que, si M est à courbure de Ricci positive
ou nulle, alors (2.29) est vraie pour tout p∈ ]1,+∞[.

Ajoutons que, si 1 < p < +∞ et 1
p + 1

p′ = 1, la conjonction de (2.24) pour p′ et
de (Πp) pour p′ entrâıne (2.23) pour p ([15]).

On reviendra sur ces questions de cohomologie (en remplaçant Lp par des
espaces de Hardy appropriés) dans la section 5.

Les preuves de ces résultats reposent l’extension de la théorie des opérateurs de
Calderón–Zygmund à certains opérateurs “sans noyau”. On renvoie à la section 6.7
pour un commentaire plus détaillé et des références.

Résultats locaux
Il est également possible de développer une théorie semblable pour les transformées
de Riesz locales en supposant que les propriétés (D) et (P ) ne sont vraies que
localement. On dira que M est à croissance exponentielle du volume si, et seulement
si, pour tout r0 > 0, il existe C, c > 0 tels que, pour tout x ∈M , tout θ > 1 et tout
r > r0,

V (x, θr) ≤ CecθV (x, r). (2.30)

On dira que M vérifie une inégalité de Poincaré locale L2 sur les boules si, et
seulement si, pour tout r0 > 0, il existe C > 0 tel que, pour toute boule B ⊂M de
rayon r ≤ r0 et toute fonction f ∈ C∞(B),∫

B

|f(x) − fB|2dx ≤ Cr2
∫
B

|∇f(x)|2dx. (Ploc)

Alors ([16], Théorème 1.6), sous les hypothèses (2.30) et (Ploc), si, pour un p0 > 2
et un α ≥ 0, on a

‖de−t∆f‖Lp0 ≤ C
eαt√
t
‖f‖Lp0 ,

alors la transformée de Riesz locale d(∆ + aId)−1/2 est bornée sur Lp pour tout
p∈ ]2, p0[ et tout a > α. Cette conclusion signifie en fait que

‖df ‖p � ‖∆1/2f‖p + ‖f‖p.
Si on sait de plus que le spectre de ∆ dans L2 est minoré par une constante stricte-
ment positive, on obtient que ‖f‖p � ‖∆1/2f‖p, donc la conclusion devient à nou-
veau

‖df ‖p � ‖∆1/2f‖p,
c’est-à-dire qu’on retrouve la continuité de la transformée de Riesz globale. On peut
encore obtenir la même conclusion en supposant que le spectre de ∆ appartient en
fait à {0} ∪ [a,+∞[ pour un a > 0 ([211]).

On retrouve en particulier les résultats de ([45, 46]) quand la courbure de Ricci
est minorée par une constante, et les résultats de [238, 240] sur certaines variétés
de Cartan–Hadamard et certains groupes de Lie unimodulaires non moyennables.
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Estimations limite
Qu’arrive-t-il si p = 1? L’exemple de Rn montre qu’on ne peut comparer les normes
L1 de ∆1/2f et de ∇f et suggère de comparer leurs normes dans des espaces de
Hardy. Une difficulté apparâıt alors: ∇f et df ne sont pas des fonctions scalaires et
il faut définir ce qu’on entend par “df appartient à un espace de Hardy”. Dans Rn,
on ramène ce problème à l’appartenance à H1(Rn) de toutes les dérivées partielles,
mais ce point de vue n’a pas de sens dans le cas d’une variété riemannienne (voir
la Remarque 2.1).

Pour résoudre ce problème, nous avons introduit, avec Auscher et McIntosh, des
espaces de Hardy de formes différentielles sur les variété riemanniennes complètes
([23]) et nous avons notamment montré l’existence d’un calcul fonctionnel à la Kato
pour le Laplacien de Hodge–de-Rham sur ces espaces. En particulier, cela implique
la continuitéH1 des transformées de Riesz sous la seule hypothèse (D), mais l’espace
H1 ainsi construit est, en général, strictement contenu dans l’espace de Coifman–
Weiss (voir la section 2.4.1 plus bas). En fait, on définit une échelle d’espaces de
Hardy de formes différentiellesHp, 1 ≤ p ≤ +∞, sur lesquels le laplacien de Hodge–
de-Rham possède un calcul fonctionnel (ce qui entrâıne en particulier la continuité
des transformées de Riesz sur ces espaces) et on sait comparer ces espaces à Lp dans
certains cas. On renvoie à la section 5 pour une présentation des résultats obtenus.

2.2.4. Le cas des graphes

Sur un graphe Γ (ensemble de sommets reliés par des arêtes), on dispose d’un gradi-
ent discret et, en utilisant un noyau markovien convenable, il est possible de définir
l’équivalent d’un laplacien discret L (voir [101, 115, 116]). En partie en collabo-
ration avec N. Badr ([43, 278]), nous avons prouvé des résultats de comparaison
entre ‖L1/2f‖Lp(Γ) et ‖∇f‖Lp(Γ) dans ce contexte, en fonction des valeurs de p et
d’hypothèses géométriques sur Γ. La théorie obtenue est parallèle à celle dans les
variétés riemanniennes qu’on vient de décrire dans la section 2.2.3. On trouvera
dans la section 6 une présentation de ces résultats.

Avant de détailler toutes ces extensions géométriques, nous présenterons rapi-
dement les espaces de Hardy réels sur Rn et dans le cadre des espaces de nature
homogène.

2.3. Espaces de Hardy sur Rn

On rappelle ici brièvement quelques résultats de la théorie des espaces de Hardy
réels sur Rn.

2.3.1. Premières définitions et propriétés

Les premiers espaces de Hardy sont apparus dans les années 1910–1920 dans le
cadre de l’analyse complexe en une variable et l’étude des séries de Fourier ([335],
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Chaps. 7 et 14). Il s’agissait principalement des espaces de Hardy de fonctions
holomorphes Hp(D), où D désigne le disque unité de C et 0 < p < +∞. Cette
théorie a connu de nombreux développements au vingtième siècle, en une ([136,
160]) ou plusieurs variables ([299]). Ces espaces ont été généralisés dans [50] au cas
de l’équation de Beltrami conjuguée.

Bien que provenant de l’analyse complexe, ces espaces jouent un rôle essen-
tiel en analyse réelle. En 1960, Stein et Weiss ([297]) ont défini l’espace de Hardy
Hp(Rn) (n ≥ 1, n

n+1 < p < +∞) en introduisant la notion de système de fonctions
harmoniques conjuguées, généralisant ainsi la notion de fonction analytique et les
équations de Cauchy–Riemann. Ces espaces peuvent en réalité être définis par un
procédé analogue pour tout 0 < p < +∞ ([149, 298]).

Un intérêt majeur de ces espaces de Hardy sur Rn est qu’ils se substituent
aux espaces Lp pour de nombreuses questions d’analyse harmonique quand p ≤ 1.
Ainsi, comme on l’a vu dans la section 2.1.4, les opérateurs de Calderón–Zygmund
classiques (dont un exemple fondamental est donné par les transformées de Riesz
∂xj (−∆)−1/2) sont bornés deH1(Rn) dans L1(Rn), voire, sous certaines hypothèses,
de H1(Rn) dans lui-même ([261, 296]). De plus, comme on l’a vu dans la sec-
tion 2.1.4, H1(Rn) est exactement l’espace des fonctions f ∈ L1(Rn) telles que
∂xj (−∆)−1/2f ∈ L1(Rn) pour tout 1 ≤ j ≤ n ([149]). A la différence de L1(Rn),
H1(Rn) est un dual (c’est le dual de VMO(Rn), voir [96] et la section 2.3.4 plus
loin) et possède une base inconditionnelle ([72, 253, 260]).

2.3.2. Caractérisations par le noyau de Poisson

Un autre aspect essentiel des espaces de Hardy est qu’ils possèdent des car-
actérisations variées. En particulier, on peut en donner plusieurs descriptions en
termes de fonctions maximales. En voici un exemple important, présenté ici dans
le cas de H1. Pour tout x ∈ Rn, notons

P (x) =
cn

(1 + |x|2)n+1
2

,

où on fixe cn > 0 de manière à avoir
∫

Rn
P (x)dx = 1. Pour tout t > 0 et tout

x ∈ Rn, on pose

Pt(x) = t−nP
(
x

t

)
,

de sorte que Pt est le noyau de Poisson, qui n’est autre que le noyau du semi-
groupe engendré par (−∆)1/2. Pour toute fonction f mesurable sur Rn et telle que∫

Rn
|f(y)|(1 + |y|)−n−1dy < +∞, on définit, pour tout x ∈ R

n,

f∗(x) = sup
|x−y|<t

|f ∗ Pt(y)| = sup
|x−y|<t

|e−t(−∆)1/2f(y)|.

Alors f ∈ H1(Rn) si, et seulement si, f∗ ∈ L1(Rn), et on a alors ‖f‖H1(Rn) ∼
‖f∗‖L1(Rn). Cette caractérisation maximale et d’autres versions se trouvent dans
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[149]. On notera que la fonction maximale qu’on vient de décrire est non tangen-
tielle, c’est-à-dire que, pour tout x ∈ R

n, la borne supérieure est calculée sur un cône
de sommet x dans Rn× ]0,+∞[. Nous reviendrons sur ce point dans la section 2.3.3.

En utilisant toujours le noyau de Poisson, on peut aussi représenter la norme
d’une fonction de H1(Rn) grâce à une fonctionnelle quadratique, l’intégrale d’aire
de Lusin. Pour toute fonction f comme précédemment et tout x ∈ Rn, on pose

sf(x) =

(∫∫
|y−x|<t

|t∂te−t(−∆)1/2f(y)|2 dydt
tn+1

)1/2

,

Sf(x) =

(∫∫
|y−x|<t

|t∇e−t(−∆)1/2f(y)|2 dydt
tn+1

)1/2

,

avec

|∇u(t, y)|2 = |∂tu(t, y)|2 + |∇yu(t, y)|2.

Alors, pour f ∈ L2(Rn), f ∈ H1(Rn) ⇔ sf ∈ L1(Rn) ⇔ Sf ∈ L1(Rn) et
‖f‖H1(Rn) ∼ ‖Sf‖L1(Rn) ∼ ‖sf‖L1(Rn) ([149]).

2.3.3. Lien avec les espaces de tentes

Ce dernier résultat peut se reformuler au moyen des espaces de tentes introduits
par Coifman, Meyer et Stein ([93]). On rappelle ici quelques notations et résultats
dont la preuve se trouve dans [93]. Pour tout x ∈ Rn et tout α > 0, le cône de
sommet x et d’ouverture α est l’ensemble

Γα(x) = {(y, t) ∈ R
n+1
+ ; |y − x| < αt}

(voir la section 1 pour la notation R
n+1
+ ). Si F : R

n+1
+ → C est une fonction

mesurable, on définit, pour tout x ∈ Rn et tout α > 0,

SαF (x) =

(∫∫
Γα(x)

|F (y, t)|2dy dt

tn+1

)1/2

.

Pour α = 1, on notera Γ(x) et SF (x) au lieu de Γ1(x) et S1F (x). On vérifie que,
pour tous α, β > 0 et tout 1 ≤ p < +∞, ‖SαF‖Lp(Rn) ∼ ‖SβF‖Lp(Rn). Pour
1 ≤ p < +∞, on dira que F ∈ T p,2(Rn+1

+ ) si, et seulement si,

‖F‖Tp,2(Rn+1
+ ) := ‖SF‖Lp(Rn) < +∞.

L’espace T p,2(Rn+1
+ ) ainsi défini est un espace de Banach.

Le résultat sur l’intégrale d’aire rappelé dans la section 2.3.2 signifie donc
que, pour f ∈ L2(Rn), f ∈ H1(Rn) si, et seulement si, la fonction F (x, t) :=
t(−∆)1/2e−t(−∆)1/2f appartient à T 1,2(Rn+1

+ ). De plus, si f ∈ H1(Rn) ∩ L2(Rn),
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on peut écrire la formule “reproduisante” de Calderón:

f = 4
∫ +∞

0

t(−∆)1/2e−t(−∆)1/2t(−∆)1/2e−t(−∆)1/2f
dt

t
(2.31)

(cette formule se vérifie ausitôt par théorie spectrale), et comme F (x, t) :=
t(−∆)1/2e−t(−∆)1/2f appartient à T 1,2(Rn+1

+ ), on voit que

f = 4
∫ +∞

0

t(−∆)1/2e−t(−∆)1/2F
dt

t
(2.32)

pour une fonction F ∈ T 1,2(Rn+1
+ ). On exploitera ce lien essentiel entre espaces

de Hardy et espaces de tentes à la section 5 pour définir des espaces de Hardy de
formes différentielles sur des variétés riemanniennes.

2.3.4. Dualité

Une découverte essentielle, due à C. Fefferman ([147, 149]), est que l’espace dual
de H1(Rn) est exactement l’espace BMO(Rn) des fonctions d’oscillation moyenne
bornée, introduit par John et Nirenberg ([214]) pour donner une preuve plus simple
d’un théorème de Weiss et Zygmund ([323]). La définition de BMO(Rn) a été
donnée dans la section 2.1.4. La formulation précise de cette dualité sera donnée
dans la section 2.3.5.

L’espace VMO(Rn) est l’adhérence dans BMO(Rn) de l’espace des fonctions
continues à support compact dans Rn etH1(Rn) est le dual de VMO(Rn) ([96]). Cet
espace VMO(Rn) est différent de celui défini par Sarason ([284]), qui est l’adhérence
dans BMO(Rn) de l’espace des fonctions uniformément continues sur Rn qui appar-
tiennent à BMO(Rn). Une présentation clarifiée de ces différents espaces se trouve
dans [63]. La condition d’appartenance à VMO intervient notamment dans l’étude
de certains problèmes elliptiques d’ordre 2 ([6, 25, 31, 207]).

2.3.5. Décomposition atomique

On peut donner une autre description importante de H1(Rn) (et même de Hp(Rn)
pour 0 < p < 1, mais on s’en tient ici àH1(Rn) pour simplifier cette présentation) au
moyen de fonctions particulières, appelées atomes, qui permettra aussi de formuler
la dualité de H1(Rn) et BMO(Rn) en termes simples. Une fonction mesurable a
sur Rn est appelée atome si, et seulement si, a est à support dans un cube Q ⊂ Rn

et vérifie ∫
a(x)dx = 0 et ‖a‖L2(Rn) ≤ |Q|−1/2.

Alors f ∈ H1(Rn) si, et seulement si, il existe une suite (λk)k≥1 ∈ l1 et une suite
d’atomes (ak)k≥1 telles que

f =
∑
k≥1

λkak,
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la convergence ayant lieu dans L1(Rn). De plus, la norme de f dans H1(Rn) est
comparable à la borne inférieure des

∑
k≥1 |λk| prise sur toutes les décompositions

possibles de f .
Cette “décomposition atomique” a été établie par Coifman pour n = 1 ([88])

puis étendue par Latter en toute dimension ([231]). Elle permet de formuler la
dualité entreH1(Rn) et BMO(Rn) de la manière suivante. Tout d’abord, ce résultat
de décomposition atomique montre que l’espace E des combinaisons linéaires (finies)
d’atomes est dense dans H1(Rn). Si b ∈ BMO(Rn), la forme linéaire

f �→ Lb(f) :=
∫

Rn

f(x)b(x)dx,

d’abord définie pour toute f ∈ E, se prolonge de manière unique en une forme
linéaire continue sur H1(Rn), et on a

‖Lb‖ � ‖b‖BMO(Rn).

Réciproquement, pour toute forme linéaire continue L sur H1(Rn), il existe une
unique fonction b ∈ BMO(Rn) telle que L = Lb, avec

‖b‖BMO(Rn) � ‖L‖.
On notera que, si f ∈ H1(Rn) et b ∈ BMO(Rn), le produit fb n’appartient pas en
général à L1(Rn) (un contre-exemple est donné dans [296], Chap. 4, voir aussi [60]
pour une description précise de l’ensemble de ces produits en lien avec les espaces
d’Orlicz).

Un autre intérêt de la décomposition atomique est qu’elle permet de généraliser
la notion d’espace de Hardy à des contextes très généraux (voir la section 2.4).
Le lien entre espaces de Hardy et espaces de tentes fournit de nouvelles
preuves de la dualité entre H1(Rn) et BMO(Rn) et de la décomposition atom-
ique de H1(Rn) (ce dernier point résulte de la décomposition atomique pour
T 1,2(Rn+1

+ ) [93]).

2.3.6. Espaces locaux

Une théorie des espaces de Hardy locaux a également été développée. Ces espaces
hp(Rn) (qui contiennent les espaces Hp(Rn) correspondants) ont été introduits par
Goldberg ([170]). A la différence des espaces Hp(Rn), ils sont stables par multi-
plication par une fonction de S(Rn) (voir d’autres résultats sur les multiplicateurs
dans h1(R) dans [168]) et par tout difféomorphisme α de R

n tel que α(x) = x

pour tout |x| ≥ 1. Ils peuvent être caractérisés par des fonctions maximales ou des
fonctionnelles quadratiques analogues à celles utilisées pour Hp(Rn) dans lesquelles
on fait varier t dans ]0, 1[ au lieu de ]0,+∞[. Ils possèdent aussi une décomposition
atomique analogue à celle des espaces Hp(Rn), dans laquelle on n’impose aucune
condition de moment nul pour les atomes à support dans des cubes Q tels que
l(Q) > 1 (voir la section 1 pour la notation l(Q)).
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Le dual de h1(Rn) est l’espace bmo(Rn), défini ainsi: une fonction mesurable f
sur Rn est dans bmo(Rn) si, et seulement si,

‖f‖bmo(Rn) :=

(
sup
l(Q)<1

1
|Q|

∫
Q

|f(x) − fQ|2dx+ sup
l(Q)≥1

|fQ|2
)
< +∞.

On ajoute que h1(Rn) est lui-même le dual de l’ espace vmo(Rn), qui est la version
locale de VMO(Rn).

2.3.7. Lemmes div-curl

Les lemmes div-curl entrent dans la catégorie des résultats de compacité par com-
pensation. Les premiers résultats de ce type remontent à Tartar ([306, 307]) et
Murat ([268, 269]), et sont à rapprocher des travaux de Ball en élasticité non linéaire
([48]). Voici un exemple d’énoncé ([268]):

Théorème 2.6. Soient (vk)k≥1 et (wk)k≥1 des suites de champs de vecteurs dans
L2(Rn) telles que vk ⇀ v et wk ⇀ w dans L2(Rn). On suppose que div vk et rot wk
sont uniformément bornés par rapport à k dans L2(Rn). Alors vk ·wk ⇀ v ·w dans
D′(Rn).

Les résultats de compacité par compensation jouent un rôle essentiel dans l’étude
de certaines équations aux dérivées partielles non linéaires (voir par exemple [9, 10,
65, 67, 68, 89, 90, 144, 145, 173, 193, 194, 263, 267]).

Ces résultats ont d’importantes connexions avec les espaces de Hardy, qui ont
été mises en évidence pour la première fois dans [90]. Une formulation simple d’un
lemme div-curl faisant intervenir un espace de Hardy est la suivante:

Théorème 2.7. Soient f ∈ D′(Rn) telle que ∇f ∈ Lp(Rn) avec 1 < p < +∞ et
e ∈ Lq(Rn,Cn) à divergence nulle, avec 1

p+ 1
q = 1. Alors ([90, 123]) e·∇f ∈ H1(Rn)

et

‖e · ∇f‖H1(Rn) � ‖∇f‖Lp(Rn)‖e‖Lq(Rn),

avec une constante implicite ne dépendant que de n et p.

L’appartenance de e · ∇f à L1(Rn) est immédiate, mais ce résultat constitue
une amélioration notable, en particulier parce que H1(Rn) est un dual alors que
L1(Rn) ne l’est pas. De nombreux autres énoncés du même type figurent dans [90].

Si on fait maintenant le produit d’un champ à divergence bornée dans Lp par
un champ à rotationnel borné dans Lq, on arrive dans un espace de Hardy local.
On parvient ainsi à une formulation du Théorème 2.6 en termes d’espaces de Hardy
locaux ([110]):

Théorème 2.8. Soient (vk)k≥1 et (wk)k≥1 des suites de champs de vecteurs dans
L2(Rn) telles que vk ⇀ v et wk ⇀ w dans L2(Rn). On suppose que div vk et rot wk
sont uniformément bornés par rapport à k dans L2(Rn). Alors vk ·wk ⇀ v ·w dans
h1(Rn) pour la topologie faible-∗.
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On notera que, du fait que h1(Rn) est le dual de vmo(Rn) (voir la section 2.3.6),
cet énoncé implique bien la conclusion du Théorème 2.6.

On peut aussi donner une version limite pour p = +∞ du lemme div-curl
précédent ([28]): si e ∈ H1(Rn,Cn) est à divergence nulle sur Rn, et si F ∈
L∞(Rn,Cn) est tel que rot F = 0 dans Rn, alors e · F ∈ H1(Rn) et

‖e · F‖H1(Rn) � ‖e‖H1(Rn)‖F‖L∞(Rn).

La preuve de ce résultat utilise la décomposition atomique pour l’espace de Hardy
H1
ρ(Rn,Cn) à divergence nulle ([167, 244]). On reviendra plus en détail sur cet

espace dans la section 5.2.

2.3.8. Interpolation

On termine cette section en rappelant que, si p0 ∈ ]1,+∞[, 0 < θ < 1 et 1
p = (1 −

θ)+ θ
p0

, Lp(Rn) = [H1(Rn), Lp0(Rn)]θ. Une approche possible de cette interpolation
et d’autres résultats plus généraux consiste à passer par les espaces de tentes ([93]).
Ce point de vue sera repris à propos des espaces de Hardy de formes différentielles
sur des variétés riemanniennes dans la section 5 de la partie I.

2.4. Espaces de Hardy et BMO sur des espaces métriques

2.4.1. Espaces de nature homogène

Un espace de nature homogène est un espace métrique mesuré (X, d, µ) vérifiant
les propriétés suivantes: pour tout x ∈ X et tout r > 0, si B(x, r) désigne la boule
ouverte de centre x et de rayon r, µ(B(x, r)) < +∞ et il existe une constante C > 0
ne dépendant que de (X, d, µ) telle que

µ(B(x, 2r)) ≤ Cµ(B(x, r)). (2.33)

De très nombreuses théories en analyse harmonique ont été développées dans le
cadre des espaces de nature homogène: opérateurs de Calderón–Zygmund, espaces
de Hardy, calcul différentiel (voir notamment [81, 85, 94, 96, 112, 155, 247, 246,
250]). Un cas particulier de ces espaces est constitué par les espaces Ahlfors-David
réguliers, c’est-à-dire ceux pour lesquels il existe Q > 0 tel que

µ(B(x, r)) ∼ rQ

pour tout x ∈ X et tout r > 0. Sur ces espaces a été notamment développée une
théorie des applications quasi-conformes et quasi-symétriques ([186]).

Soit (X, d, µ) un espace de nature homogène. Coifman et Weiss ([96]) ont défini
des espaces de Hardy “atomiques” sur X en s’appuyant sur la décomposition atom-
ique de Hp(Rn). Rappelons ici la définition de H1(X). Un atome est une fonction
a ∈ L2(X) à support dans une boule B et telle que∫

a(x)dµ(x) = 0 et ‖a‖2 ≤ µ(B)−1/2. (2.34)
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Une fonction f mesurable sur X appartient à H1(X) si, et seulement si, il existe
une suite (λn)n≥1 ∈ l1 et une suite d’atomes (an)n≥1 telles que

f =
∑
n≥1

λnan,

la convergence ayant lieu dans L1(X). On définit alors ‖f‖H1(X) comme la borne
inférieure des

∑
n≥1 |λn| prise sur toutes les décompositions possibles de f . Une

conséquence de (2.33) est que si, dans la définition d’un atome, on remplace la
norme L2 par la norme Lp pour n’importe quel p∈ ]1,+∞], l’espace H1(X) obtenu
est toujours le même (c’est plus précisément une conséquence de la décomposition
de Calderón–Zygmund, voir [96]).

On définit aussi l’espace BMO(X) comme l’espace des fonctions de carré locale-
ment intégrables sur X et telles que

‖f‖BMO(X) := sup
B⊂X

1
µ(B)

∫
B

|f(x) − fB|2 < +∞,

où la borne supérieure est prise sur toutes les boules B ⊂ X , avec

fB =
1

µ(B)

∫
B

f(y)dµ(y).

L’hypothèse (2.33) entrâıne que, dans cette définition, l’exposant 2 peut être rem-
placé par n’importe quel exposant p ∈ [1,+∞[. On a même dans ce cadre le lemme
de John–Nirenberg, qui affirme qu’il existe c > 0 tel que, si f ∈ BMO, pour toute
boule B ⊂ X ,

1
µ(B)

∫
B

eµ|f(x)−fB |dµ(x) ≤ C(µ, f)

pour tout 0 < µ < c.
Le dual de H1(X) est BMO(X), et si on appelle VMO(X) l’adhérence dans

BMO(X) de l’espace des fonctions continues sur X à support compact, H1(X) est
le dual de VMO(X).

2.4.2. Autres espaces métriques

Signalons que ce type d’analyse harmonique a aussi été développé dans le contexte
d’espaces qui ne sont pas de nature homogène. Deux directions ont principalement
été exploitées. La première direction est celle de Rn (ou d’un ouvert de Rn) muni
d’une mesure µ vérifiant

µ(B(x, r)) ≤ Crn.

Noter que cette hypothèse est vérifiée notamment lorsque µ est la mesure de
Lebesgue et qu’on se place sur un ouvert Ω quelconque de Rn (alors que µ ne
vérifie pas nécessairement (2.33)). La théorie des espaces de Hardy et BMO est
nettement plus délicate dans ce contexte. Ainsi, pour p 
= 2, définir des atomes
en utilisant la norme Lp au lieu de la norme L2 conduit à des espaces de Hardy
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différents. et les espacesBMO définis avec une norme Lp ne cöıncident pas avec ceux
définis par la norme L2. De nombreux résultats d’analyse harmonique (opérateurs
de Calderón–Zygmund, espaces de Hardy) ont toutefois été obtenus dans ce cadre
(voir notamment [251, 271, 310, 309, 311, 320, 326]).

Une autre direction est celle d’espaces où la croissance du volume des boules
est exponentielle en grand rayon. En supposant une version locale de (D) et des
propriétés supplémentaires, Carbonaro, Mauceri et Meda, reprenant une idée de
[205], ont développé dans [70] une théorie des espaces H1 et BMO. Les atomes de
H1 sont à support dans des boules de petit rayon uniquement, la condition BMO

porte seulement sur les boules de petit rayon. L’espace BMO est bien le dual de H1.
Des résultats d’interpolation sont obtenus et une théorie des opérateurs singulières
est proposée. On trouve également une théorie des espaces de Hardy et des espaces
BMO, ainsi que des résultats de continuité ou de non-continuité des transformées
de Riesz sur les espaces Lp et les espaces de Hardy sur certains groupes de Lie à
croissance exponentielle. Ces groupes de Lie sont, par exemple, des produits semi-
directs de R2 et R+ ([161–163, 169, 192, 289, 290, 317]) et les preuves reposent de
manière essentielle sur cette structure de produit. On se reportera également aux
références données dans la section 2.2.3.

3. Espaces de Hardy sur des Domaines Fortement Lipschitziens
de Rn et Opérateurs Différentiels Elliptiques d’ordre 2 sous
Forme Divergence

Dans [26, 27], nous avons donné des caractérisations des espaces de Hardy sur des
domaines fortement lipschitziens de Rn en termes de fonctions maximales associées
à certains opérateurs elliptiques d’ordre 2 sous forme divergence.

3.1. Définitions

Soient n ≥ 1 et Ω ⊂ Rn un domaine, c’est-à-dire un ouvert connexe. On dira que Ω
est fortement lipschitzien si, et seulement si, ∂Ω est la réunion finie de portions de
graphes de fonctions lipschitziennes (à rotation près), l’une au plus de ces portions
étant non bornée. Dans cette classe de domaines, on trouve notamment les domaines
spéciaux Lipschitz, c’est-à-dire ceux de la forme

Ω = {(x1, . . . , xn) ∈ R
n; xn > ϕ(x1, . . . , xn−1)}

où ϕ : R
n−1 → R est une fonction lipschitzienne. Font également partie de cette

classe les domaines fortement lipschitziens bornés, et les domaines fortement lips-
chitziens extérieurs, c’est-à-dire ceux dont le complémentaire est compact.

Il existe une théorie des espaces de Hardy sur des domaines de Rn, due notam-
ment à Chang, Dafni, Jonsson, Krantz, Miyachi, Sjögren, Stein, Triebel, Wallin,
Winkelvoss ([79, 80, 216, 264, 316]). Si Ω ⊂ Rn est un domaine, il est naturel, à
l’instar de la théorie des espaces de Sobolev, de définir deux espaces de Hardy sur
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Ω. Le premier, noté H1
r (Ω), est formé des restrictions à Ω des fonctions de H1(Rn),

et est muni de la norme

‖f‖H1
r (Ω) = inf{‖F‖H1(Rn); F = f dans Ω}.

Le deuxième, noté H1
z (Ω), est formé des fonctions de H1(Rn) à support dans Ω.

On a évidemment H1
z (Ω) ⊂ H1

r (Ω) et l’inclusion est stricte si Ω 
= Rn. En effet, on
peut trouver un cube Q ⊂ Ω tel que χQ, la fonction indicatrice de Q, appartienne à
H1
r (Ω) (voir la décomposition atomique de H1

r (Ω) dans la section 3.3.1), mais cette
fonction n’appartient pas à H1

z (Ω) car elle n’est pas d’intégrale nulle.
Avant de donner des caractérisations de ces espaces, citons un cas où ils sont

très faciles à décrire. Il s’agit du cas où Ω = Rn+ := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn; xn > 0}.
Pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, on pose

Sx = (x1, . . . , xn−1,−xn).
Pour toute fonction f définie sur Rn+, son prolongement pair fe est défini sur Rn

par

fe(x) =

{
f(x) si x ∈ Rn+,

f(Sx) si x ∈ Rn−,

et son prolongement impair fo est donné par

fo(x) =

{
f(x) si x ∈ Rn+,

−f(Sx) si x ∈ Rn−,

avec

R
n
− = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n; xn < 0}.
Alors f ∈ H1

r (R
n
+) si, et seulement si, fo ∈ H1(Rn) et f ∈ H1

z (R
n
+) si, et seulement

si, fe ∈ H1(Rn) ([80], Corollaries 1.6 et 1.8). Il s’agit là d’un principe de réflexion
pour H1

r (R
n
+) et H1

z (R
n
+).

Si Ω est un domaine fortement lipschitzien de Rn, il est naturel de considérer un
troisième espace de Hardy sur Ω. En effet, muni de la restriction de la distance eucli-
dienne de Rn et de la mesure de Lebesgue, un domaine fortement lipschitzien de Rn

est un espace de nature homogène. Il est donc possible de considérer aussi l’espace
que l’on notera H1

CW (Ω) et qui est l’espace de Hardy défini au sens de Coifman
et Weiss (voir la section 2.4). Plus précisément, appelons atome de Coifman–Weiss
toute fonction a à support dans Q ∩ Ω, où Q est un cube centré dans Ω (mais non
nécessairement inclus dans Ω) tel que l(Q) ≤ 2 diam(Ω), et vérifiant∫

a(x)dx = 0 et ‖a‖∞ ≤ |Q ∩ Ω|−1

(on rappelle que, dans la définition (2.34) d’un atome sur un espace de nature
homogène, la norme L2 peut être remplacée par toute norme Lp avec p∈ ]1,+∞]).
Comme précédemment, une fonction f appartient à H1

CW (Ω) si, et seulement si,
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il existe une suite (λn)n≥1 ∈ l1 et une suite d’atomes de Coifman–Weiss (an)n≥1

telles que

f =
∑
n≥1

λnan

avec convergence dans L1(Ω). On définit alors ‖f‖H1
CW (Ω) comme la borne inférieure

des
∑
n≥1 |λn| prise sur toutes les décompositions possibles de f .

3.2. Caractérisation par des opérateurs elliptiques d’ordre 2

3.2.1. Description des résultats pour les espaces globaux

On a vu plus haut (section 2.3.2) que H1(Rn) peut se caractériser en termes de
fonctionnelles (fonctions maximales, fonctionnelles quadratiques) faisant intervenir
le noyau de Poisson associé au Laplacien ∆. Peut-on caractériser de manière ana-
logue les espaces H1

z (Ω), H1
r (Ω) et H1

CW (Ω), si Ω est un domaine fortement lips-
chitzien de Rn? Peut-on remplacer le laplacien par un opérateur elliptique d’ordre
2 sous forme divergence (cette dernière question vaut aussi pour H1(Rn))?

L’objet de [27] est de répondre à ces questions. Pour présenter les résultats de
ce travail, on décrit d’abord ici la classe d’opérateurs considérée.

Soit A : Rn → Mn(C) une fonction mesurable bornée et uniformément ellip-
tique, ce qui signifie que, pour presque tout x ∈ R

n et tout ξ ∈ C
n,

〈A(x)ξ, ξ〉 ≥ δ|ξ|2

(il s’agit de l’hypothèse (2.7)). Soit maintenant Ω un domaine fortement lipschitzien
de R

n. Si V est un sous-espace fermé de W 1,2(Ω) contenant W 1,2
0 (Ω), il existe un

unique opérateur maximal accrétif L sur L2(Ω) de domaine maximal D(L) tel que,
pour toute f ∈ D(L) et toute g ∈ V ,

〈Lf, g〉 =
∫

Ω

A(x)∇f(x) · ∇g(x)dx.

Cet opérateur L est désigné par (Ω, A, V ). Si V = W 1,2
0 (Ω), on dira que L vérifie

la condition au bord de Dirichlet (DBC), et si V = W 1,2(Ω), on dira que L vérifie
la condition au bord de Neumann (NBC). Un tel opérateur engendre un semi-
groupe d’opérateurs (e−tL)t>0 analytique et contractant sur L2(Ω). Il possède une
unique racine carrée maximale accrétive L1/2 et −L1/2 engendre un semi-groupe
d’opérateurs (e−tL

1/2
)t>0, lui aussi analytique et contractant sur L2(Ω), et appelé

semigroupe de Poisson de L.
Pour donner un sens aux énoncés qui suivent, on aura besoin que le semi-groupe

de Poisson de L agisse sur L1(Ω), ce qui n’est pas le cas en général (voir [254]).
On introduit donc une condition sur le noyau du semigroupe e−tL, semblable à la
condition (G∞) rencontrée dans la section 2.2.1.

Soit τ ∈ ]0,+∞]. On dira que L vérifie (Gτ ) si, et seulement si, le noyau de
e−tL, désigné par Kt, est une fonction mesurable sur Ω × Ω, et s’il existe C, c > 0
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et µ∈ ]0, 1] tels que, pour presque tous x, y, y′ ∈ Ω et tout t∈ ]0, τ [,
|Kt(x, t)| ≤ C

tn/2
e−c

|x−y|2
t ,

|Kt(x, y) −Kt(x, y′)| + |Kt(y, x) −Kt(y′, x)| ≤ C

tn/2

( |y − y′|
t1/2

)µ
.

(Gτ )

Si τ < +∞, on prendra τ = 1. Quand A est à coefficients réels, (Gτ ) est toujours
vérifiée pour τ = +∞, sauf pour un domaine borné sous la condition Neumann,
auquel cas τ = 1 (voir [32]). On renvoie à la discussion suivant l’énoncé de (G∞)
(section 2.2.1 pour la validité de (Gτ ) (voir aussi [32, 273]).

Si le semigroupe vérifie (G∞), un calcul utilisant la formule de subordination

e−tL
1/2

=
1√
π

∫ +∞

0

e−uu−1/2e−
t2
4uLdu (3.1)

montre qu’il existe C > 0 et µ∈ ]0, 1] tels que, pour tout t > 0 et presque tous
x, y ∈ Ω,

|pt(x, y)| ≤ C

(t+ |x− y|)n+1
(3.2)

et

|pt(x, y) − pt(x, y′)| + |pt(y, x) − pt(y′, x)| ≤ C

tn

( |y − y′|
t

)µ
, (3.3)

où pt est le noyau de Pt := e−tL
1/2

, c’est-à-dire le noyau de Poisson de L. Sous
l’hypothèse (G1) et si Ω est borné, il existe C > 0 et µ∈ ]0, 1] tels que, pour
presque tous x, y ∈ Ω, les mêmes estimations restent vraies pour 0 < t < 1 et

|pt(x, y)| ≤ C

t+ |x− y|
pour tout t > 1 et presque tous x, y ∈ Ω. Les estimations de pt sous l’hypothèse
(G1) résultent de (3.1) et d’une adaptation à ce contexte d’un principe du maximum
intégral remontant à Grigor’yan ([178]). L’analyticité de (Pt)t>0 implique que des
estimations analogues sont vraies pour t∂tpt.

On peut à présent définir les fonctionnelles qui serviront à caractériser les espaces
de Hardy sur Ω. Si x ∈ Ω, on note

Γ(x) = {(y, t) ∈ Ω× ]0,+∞[; |y − x| < t}
le cône de sommet x et d’ouverture 1.

On suppose (G∞). Pour toute f ∈ L1
loc(Ω) telle que y �→ |y|−n−1|f(y)| soit

intégrable sur Ω, on définit, pour tout x ∈ Ω,

f∗
L(x) = sup

(y,t)∈Γ(x)

|Ptf(y)|. (3.4)

Il s’agit d’une fonction maximale non tangentielle. On notera que cette définition
dépend de la condition au bord pour L. On dira que f ∈ H1

max,L(Ω) si, et seulement
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si, f∗
L ∈ L1(Ω) et on pose

‖f‖H1
max,L(Ω) := ‖f∗

L‖L1(Ω).

Quand n = 1 et Ω = R, Auscher et Tchamitchian ont prouvé dans [30] que H1(R)
cöıncide avec H1

max,L(R) (notons que, si Ω = Rn, alors V = W 1,2(Rn) et par
conséquent L est unique). Dans [27], nous avons obtenu un résultat analogue en
toute dimension et valable sur un domaine fortement lipschitzien. Cette fois, suivant
la condition au bord sur L, on obtient un espace de Hardy différent sur Ω. En effet,
de manière intuitive, si f est une fonction sur Ω et si on veut se ramener à la
caractérisation maximale des espaces de Hardy sur R

n, il faut pouvoir écrire∫
Ω

pt(x, y)f(y)dy =
∫

Rn

p̃t(x, y)f̃(y)dy (3.5)

où f̃ est un prolongement de f et p̃t un prolongement de pt vérifiant encore des
hypothèses du type (3.2) et (3.3). Si f ∈ H1

r (Ω), on sait seulement que f possède un
prolongement à H1(Rn), ce qui oblige, pour pouvoir écrire (3.5), à avoir pt(x, y) = 0
dès que y /∈ Ω, donc à avoir DBC. Par contre, si f ∈ H1

z (Ω), le prolongement de f
par 0 hors de Ω est encore dans H1(Rn), et on peut donc avoir NBC. Notre résultat
précis est le suivant:

Théorème 3.1. ([27], Théorème 1) Soient Ω un domaine fortement lipschitzien
de Rn ou Ω = Rn et A : Rn → Mn(C) mesurable, bornée et uniformément ellip-
tique. On suppose que L = (Ω, A, V ) (avec V = W 1,2(Ω) ou V = W 1,2

0 (Ω)) vérifie
(G∞). Alors :

(a) Si Ω = Rn, on a H1(Rn) = H1
max,L(Rn).

(b) Si L vérifie DBC et si Rn\Ω n’est pas borné, alors H1
r (Ω) = H1

max,L(Ω).
(c) Si L vérifie NBC, alors H1

z (Ω) = H1
max,L(Ω).

Un outil important de la preuve de ce théorème est la caractérisation des
espaces H1

z (Ω), H1
r (Ω) et H1

CW (Ω) au moyen de fonctionnelles quadratiques de type
intégrale d’aire. Tout comme pour la fonctionnelle de Lusin (voir la section 2.3.2,
on définit, pour tout x ∈ Ω,

Sf(x) =

(∫∫
Γ(x)

t−1−n|t∇Ptf(y)|2dydt
)1/2

et

sf(x) =

(∫∫
Γ(x)

t−1−n|t∂tPtf(y)|2dydt
)1/2

,

où |∇Ptf(y)|2 := |∇Ptf(y)|2 + |∂tPtf(y)|2, de sorte que sf(x) ≤ Sf(x) pour tout
x ∈ Ω. On a alors la proposition suivante:

Proposition 3.1. ([27], Proposition 5) On reprend les notations et les hypothèses
du Théorème 3.1. Soit f ∈ L1(Ω). Alors :
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(a) Si Ω = R
n, on a

‖f‖H1(Rn) � ‖sf‖L1(Rn) � ‖Sf‖L1(Rn) � ‖f‖H1
max,L(Rn) � ‖f‖H1(Rn).

(b) Si L vérifie DBC et si Rn\Ω n’est pas borné, on a

‖f‖H1
r(Ω) � ‖sf‖L1(Ω) � ‖Sf‖L1(Ω) � ‖f‖H1

max,L(Ω) � ‖f‖H1
r (Ω).

(c) Si L vérifie NBC, on a

‖f‖H1
z(Ω) � ‖f‖H1

CW (Ω) � ‖sf‖L1(Ω) � ‖Sf‖L1(Ω) � ‖f‖H1
max,L(Ω) � ‖f‖H1

z(Ω).

Le Théorème 3.1 est clairement une conséquence de la Proposition 3.1.
Il faut noter que, dans les assertions (c) du Théorème 3.1 et de la Proposition 3.1,

l’hypothèse (G∞) oblige Ω à être non borné.
La condition que Rn\Ω n’est pas borné dans (b) ne sert que pour ‖f‖H1

r(Ω) �
‖sf‖L1(Ω). Cette inégalité est probablement fausse quand Rn\Ω est borné, mais
aucun contre-exemple ne semble connu.

Enfin, une conséquence de l’assertion (c) de la Proposition 3.1 est que, si Ω est un
domaine fortement lipschitzien non borné, on a H1

z (Ω) = H1
CW (Ω). En effet, dans

ce cas, (G∞) est satisfaite pour L = −∆, par exemple. Si Ω est spécial Lipschitz,
cette égalité est implicite dans ([80]) et peut être obtenue comme conséquence
de la décomposition atomique de H1

z (Ω). Nous reviendrons sur cette comparaison
d’espaces de Hardy dans la section 3.3.

3.2.2. Schémas de preuves

On décrit brièvement la preuve de la Proposition 3.1.
Pour les inégalités du type ‖f‖H1

max,L(Ω) � ‖f‖H1(Ω) dans (a) et (b), il suffit de
traiter le cas où f est un atome dans H1(Rn) ou dans H1

r (Ω) (voir la section 3.3.1
plus loin) et de raisonner comme dans [159], Chap. 3, Théorème 3.4 en utilisant
les estimations de taille et de régularité sur pt. Dans le cas de H1

z (Ω), au lieu
d’utiliser la décomposition atomique, qui est plus délicate à obtenir (voir encore
la section 3.3.1), on prolonge pt en une fonction sur Rn × Rn vérifiant les mêmes
estimations de taille et de régularité et on utilise la Remarque 3.5 pour raisonner
avec des atomes de H1(Rn).

La preuve des inégalités du type ‖Sf‖L1(Ω) � ‖f‖H1
max,L(Ω) suit les idées

de [149], Théorème 8, de [93], Section 6 et de [30], Lemme II.10. Elle consiste
essentiellement à établir une inégalité aux bons λ, avec les adaptations tech-
niques nécessaires, dues notamment au fait qu’on travaille sur un domaine et
avec un opérateur à coefficients irréguliers. En particulier, les preuves font appel
à des inégalités de Caccioppoli jusqu’au bord ([33]), qui remplacent la propriété
de valeur moyenne pour les fonctions harmoniques, utilisée dans [149] quand
L = −∆.
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Enfin, pour établir les inégalités du type ‖f‖H1(Ω) � ‖sf‖L1(Ω), on commence
par prouver: ∣∣∣∣∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx
∣∣∣∣ � ‖sf‖1‖ϕ‖BMO(Ω). (3.6)

Dans cette inégalité, BMO(Ω) est le dual de l’espace H1(Ω) correspondant. Il
est connu que le dual de H1(Rn) est BMO(Rn) (section 2.3.4) et que le dual de
H1
CW (Ω) est BMOCW (Ω) (section 2.4.1). On en déduit facilement que le dual de

H1
r (Ω) est BMOz(Ω), c’est-à-dire l’espace des fonctions de BMO(Rn) à support

dans Ω. Une fois (3.6) établie, on obtient l’appartenance de f à H1(Ω) en util-
isant le fait que H1(Ω) est lui-même le dual d’un espace VMO(Ω) adapté, défini
comme l’adhérence des fonctions continues à support compact dans Ω dans l’espace
BMO(Ω) correspondant. On reviendra sur ces questions de dualité dans la sec-
tion 3.3.2.

La preuve de (3.6) passe par les espaces de tentes ([93]) et les liens entre espaces
BMO et mesures de Carleson, suivant des idées contenues dans [296], Chap. 4,
sections 4.3 et 4.4.

Les arguments qui précèdent sont valables quand f ∈ L1(Ω)∩L2(Ω). Un passage
à la limite permet de s’affranchir de l’hypothèse f ∈ L2(Ω).

3.2.3. Les résultats pour les espaces locaux

On peut aussi donner une version locale du Théorème 3.1 et de la Proposition 3.1.
En remplaçantH1(Rn) par h1(Rn), on définit les espaces h1

r(Ω) et h1
z(Ω). On définit

aussi un atome local de Coifman et Weiss comme étant une fonction a à support
dans Q∩ Ω, où Q est un cube centré dans Ω (mais non nécessairement inclus dans
Ω) tel que l(Q) ≤ 2diam(Ω), et vérifiant

‖a‖∞ ≤ |Q ∩ Ω|−1,∫
a(x)dx = 0 si l(Q) ≤ δ.

Ici, δ > 0 est une constante ne dépendant que de Ω à choisir. On notera que, si
l(Q) > δ, on n’impose aucune condition de moment nul pour a. On définit alors
h1
CW (Ω) comme H1

CW (Ω), en remplaçant les atomes de Coifman et Weiss par les
atomes locaux de Coifman et Weiss. L’espace h1

CW (Ω) ainsi obtenu ne dépend pas
du choix de δ > 0, pourvu qu’il existe bien un atome local de Coifman–Weiss
d’intégrale non nulle.

Soit L = (Ω, A, V ) comme plus haut. On définit alors des versions locales des
fonctions maximales non tangentielles associées à L comme suit: si f ∈ L1

loc(Ω) et
y �→ |f(y)||y|−n−1 ∈ L1(Ω), on définit, pour tout x ∈ Ω,

f∗
L,loc(x) = sup

(y,t)∈Ω× ]0,1[; |y−x|<t
|Ptf(y)|.
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On dit que f ∈ h1
max,L si, et seulement si, f∗

L,loc ∈ L1(Ω). On définit aussi les
fonctionnelles Sloc et sloc en remplaçant dans S et s les cônes par des cônes tronqués
à t < 1. Alors:

Théorème 3.2. ([27], Théorème 2) Soient Ω un domaine fortement lipschitzien
de Rn ou Ω = Rn et A : Rn →Mn(C) mesurable, bornée et uniformément elliptique.
On suppose que L = (Ω, A, V ) (avec V = W 1,2(Ω) ou V = W 1,2

0 (Ω)) vérifie (G∞).
Alors :

(a) Si Ω = Rn, on a h1(Rn) = h1
max,L(Rn).

(b) Si L vérifie DBC, alors h1
r(Ω) = h1

max,L(Ω).
(c) Si L vérifie NBC, alors h1

z(Ω) = h1
max,L(Ω).

Si Ω est borné, les conclusions de (b) et (c) restent vraies si on suppose seulement
(G1).

Ce théorème est une conséquence de la proposition suivante, version locale de
la Proposition 3.1:

Proposition 3.2. ([27], Proposition 19) Soient Ω un domaine fortement lips-
chitzien de Rn ou Ω = Rn et A : Rn →Mn(C) mesurable, bornée et uniformément
elliptique. On suppose que L = (Ω, A, V ) (avec V = W 1,2(Ω) ou V = W 1,2

0 (Ω))
vérifie (G∞). Soit f ∈ L1(Ω). Alors :

(a) Si Ω = Rn, on a

‖f‖h1(Rn) � ‖slocf‖L1(Rn) � ‖Slocf‖L1(Rn) � ‖f‖h1
max,L(Rn) � ‖f‖h1(Rn).

(b) Si L vérifie DBC, on a

‖f‖h1
r(Ω) � ‖slocf‖L1(Ω) � ‖Slocf‖L1(Ω) � ‖f‖h1

max,L(Ω) � ‖f‖h1
r(Ω).

(c) Si L vérifie NBC, on a

‖f‖h1
z(Ω) � ‖slocf‖L1(Ω) � ‖Slocf‖L1(Ω) � ‖f‖h1

max,L(Ω) � ‖f‖h1
z(Ω).

Si Ω est borné, les conclusions de (b) et (c) restent vraies si on suppose seulement
(G1).

Signalons enfin que, dans les résultats qui précèdent, la fonction maximale non
tangentielle utilisée peut être remplacée par des fonctions maximales non tan-
gentielles ou verticales associées au noyau de la chaleur engendré par L. Plus
précisément, sous les hypothèses du Théorème 3.1, f ∈ H1

max,L(Ω) si, et seule-
ment si,

sup
t>0

|e−tLf(x)| ∈ L1(Ω),
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ou encore si, et seulement si,

sup
(y,t)∈Ω× ]0,+∞[; |y−x|<√

t

|e−tLf(y)| ∈ L1(Ω).

On peut aussi énoncer une version locale de ce résultat, en remplaçant H1
max,L(Ω)

par h1
max,L(Ω) et t > 0 par 0 < t < t0 pour un t0 > 0 quelconque. Enfin, si Ω est

borné, cet énoncé local reste valable sous l’hypothèse (G1). Pour tous ces résultats,
voir [27], Théorème 20.

3.3. Comparaison avec d’autres résultats, perspectives

3.3.1. Décomposition atomique

Dans toute cette section, Ω désigne un ouvert fortement lipschitzien de Rn. Dans
[26], nous avons complété des résultats concernant la décomposition atomique pour
les espaces de Hardy sur Ω.

On précise d’abord quelques notations. Si Q ⊂ Ω, on dira que Q est de type (a)
si, et seulement si, 4Q ⊂ Ω (voir la section 1 pour cette notation). On dira que Q
est de type (b) si, et seulement si, 2Q ⊂ Ω mais 4Q ∩ ∂Ω 
= ∅.

Un atome de type (a) est une fonction a ∈ L2(Ω) à support dans un cube Q de
type (a) et vérifiant ∫

a(x)dx = 0 et ‖a‖L2(Q) ≤ |Q|− 1
2 .

Un atome de type (b) est une fonction a ∈ L2(Ω) à support dans un cube Q de
type (b) et vérifiant

‖a‖L2(Q) ≤ |Q|− 1
2

(noter qu’on n’impose ici aucune condition de moment nul).
On appelle H1

z,a(Ω) l’espace des fonctions f qui peuvent s’écrire

f =
∑
(a)

λQaQ,

où les aQ sont des atomes de type (a),
∑

(a) |λQ| < +∞ et la série converge dans
L1(Ω). Ici et par la suite, la notation

∑
(a) veut dire que les cubes sur lesquels porte

la somme sont de type (a). On définit la norme de façon analogue à celle des espaces
de Hardy atomiques déjà rencontrés.

On appelle H1
r,a(Ω) l’espace des fonctions f qui peuvent s’écrire

f =
∑
(a)

λQaQ +
∑
(b)

µQbQ,

où les aQ sont des atomes de type (a), les bQ des atomes de type (b),
∑

(a) |λQ| +∑
(b) |µQ| < +∞ et la série converge dans L1(Ω), aves la définition usuelle de la

norme.
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On a alors:
Théorème 3.3.

(a) H1
r (Ω) ⊂ H1

r,a(Ω),
(b) si Rn\Ω est non borné, alors H1

r (Ω) = H1
r,a(Ω),

(c) H1
z (Ω) = H1

z,a(Ω).

On donne quelques commentaires sur ce résultat. L’énoncé (a) dit que toute
fonction de H1

r (Ω) a une décomposition atomique avec des atomes de type (a)
et (b), et l’assertion (b) dit que, si Rn\Ω est non borné, H1

r (Ω) est exactement
l’espace des fonctions qui possèdent une telle décomposition. Ces résultats étaient
déjà connus lorsque Ω est spécial Lipschitz ou borné ([80, 264]), et la conclusion de
(b) est fausse si Rn\Ω est borné ([26], Remarque 16).

L’assertion (c), qui est plus profonde, dit que toute fonction deH1(Rn) à support
dans Ω peut se décomposer à l’aide d’atomes de type (a). Quand Ω est spécial
Lipschitz (ou borné, en considérant alors l’espace de Hardy local), il est prouvé dans
[80] que toute fonction de H1

z (Ω) possède une décomposition atomique en atomes
dont le support est un cube inclus dans Ω (mais non nécessairement de type (a),
bien que cette amélioration soit implicite dans la preuve de [80], comme cela est
remarqué dans [79]). Une autre façon d’obtenir une décomposition en atomes dont le
support est un cube inclus dans Ω, utilisée dans [77], est de procéder par dualité en
utilisant un théorème de Jones sur les domaines ayant la propriété d’extension pour
BMO (nous reviendrons sur ce point plus bas). Il est également possible d’utiliser
les résultats de [216].

L’argument que nous donnons dans [26], et qui fournit bien une décomposition
atomique avec des atomes de type (a), est le suivant: on sait déjà que H1

z (Ω) =
H1
CW (Ω), et il suffit donc de prouver que H1

CW (Ω) = H1
z,a(Ω). L’inclusion

H1
z,a(Ω) ⊂ H1

CW (Ω) est évidente. Pour l’inclusion réciproque, nous utilisons une
idée qui nous a été communiquée par Lou et McIntosh: soit a un atome de H1

CW (Ω).
Comme Ω est Lipschitz, a ∈ L2(Ω) et a est d’intégrale nulle, a peut s’écrire
a = div b avec b ∈W 1,2

0 (Ω,Cn) et ‖Db‖L2(Ω) ≤ C‖a‖L2(Ω) (voir par exemple [272],
le Lemme 4.1 et la section 1 pour la notation utilisée). On écrit alors b =

∑
k χkb

où (χk)k≥1 est une partition de l’unité adaptée à une partition de Ω en cubes de
Whitney et on applique l’opérateur divergence à cette écriture, ce qui donne la
décomposition atomique souhaitée pour a. Cette idée a été reprise par la suite dans
un travail sur l’inversion de la divergence dans des domaines arbitraires ([135]). Elle
donne en particulier une “décomposition atomique” pour les fonctions de Lp(Ω)
d’intégrale nulle, 1 < p < +∞ (voir la Proposition 4.2 dans [135]).

3.3.2. Dualité

On précise ici la question de la dualité entre espaces de Hardy et espaces BMO sur
Ω, également clarifiée dans [26]. On définit d’abord

BMOz(Ω) = {f ∈ BMO(Rn); supp f ⊂ Ω}



April 11, 2011 12:22 WSPC/S1793-7442 251-CM S1793744211000278

38 E. Russ

et

BMOr(Ω) = {f ∈ BMO(Rn); il existe F ∈ BMO(Rn) tel que F = f dans Ω}.
On considère également les espaces BMO sur Ω définis par des conditions
d’oscillation. Plus précisément, si f ∈ L2

loc(Ω), on dira que f ∈ BMOr,a(Ω) si,
et seulement si,

‖f‖2
BMOz,a(Ω) := sup

(
sup
(a)

1
|Q|

∫
Q

|f(x) − fQ|2dx, sup
(b)

1
|Q|

∫
Q

|f(x)|2dx
)
< +∞

(la notation sup
(a)

signifie que la borne supérieure est prise sur tous les cubes de type

(a)) et que f ∈ BMOr,a(Ω) si, et seulement si,

‖f‖2
BMOr,a(Ω) := sup

(a)

1
|Q|

∫
Q

|f(x) − fQ|2dx < +∞.

Enfin, f ∈ BMOCW (Ω) si, et seulement si,

‖f‖2
BMOCW (Ω) := sup

1
|Q ∩ Ω|

∫
Q∩Ω

|f(x) − fQ∩Ω|2dx < +∞,

où la borne supérieure est prise sur tous les cubes Q centrés dans Ω.
On a alors:

Théorème 3.4.

1. Le dual de H1
z,a(Ω) est BMOr,a(Ω).

2. Le dual de H1
r,a(Ω) est BMOz,a(Ω).

3. Le dual de H1
r (Ω) est BMOz(Ω).

4. Le dual de H1
z (Ω) est BMOr(Ω).

De plus, on peut comparer les différents espaces BMO sur Ω:

Théorème 3.5.

1. BMOz,a(Ω) ⊂ BMOz(Ω),
2. si Rn\Ω est non borné, alors BMOz,a(Ω) = BMOz(Ω),
3. BMOr(Ω) = BMOr,a(Ω) = BMOCW (Ω).

On donne également quelques commentaires sur ces résultats. Les assertions 3.
et 4. du Théorème 3.4 résultent facilement de la dualité H1(Rn)−BMO(Rn) via le
théorème de Hahn–Banach. L’assertion 2. s’obtient par un argument analogue à la
preuve de la dualité H1(Rn)−BMO(Rn) présentée dans [296], Chap. 4, section 1.2.

L’assertion 1. est plus difficile. Nous procédons ainsi: on a par définition
BMOCW (Ω) ⊂ BMOr,a(Ω), et l’inclusionBMOr,a(Ω) ⊂ (H1

z,a(Ω))′ est immédiate.
Or H1

z,a(Ω) = H1
CW (Ω), donc (H1

z,a(Ω))′ = (H1
CW (Ω))′ = BMOCW (Ω). Finale-

ment, BMOCW (Ω) = BMOr,a(Ω) et on en déduit, en utilisant [96], que le dual
de H1

z,a(Ω) = H1
z (Ω) = H1

CW (Ω) est BMOCW (Ω) = BMOr,a(Ω). Ce résultat de
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Racines Carrées d’opérateurs Elliptiques et Espaces de Hardy 39

dualité est déjà prouvé dans [77] pour des domaines bornés et les espaces de Hardy
et BMO locaux, mais la preuve semble incomplète.

Les assertions 1 et 2. du Théorème 3.5 résultent facilement par dualité des
assertions 1. et 2. du Théorème 3.3. La preuve de l’assertion 3. a déjà été expliquée.

On peut également comparer ce qui précède à des résultats d’extension pour les
espaces BMO. On dira qu’une fonction f ∈ L2

loc(Ω) appartient à BMO(Ω) si, et
seulement si,

sup
Q⊂Ω

1
|Q|

∫
Q

|f(x) − fQ|2dx < +∞.

Ici, la borne supérieure est calculée sur tous les cubes Q ⊂ Ω, et pas seulement
sur les cubes de type (a) comme dans la définition de BMOr,a(Ω). Dans [215],
Jones (dont nous reprenons ici la notation BMO(Ω)) a donné une caractérisation
géométrique des domaines Ω pour lesquels BMO(Ω) = BMOr(Ω). Les domaines
ayant cette propriété sont appelés domaines uniformes, et la classe de ces domaines
contient celle des domaines fortement lipschitziens.

On notera aussi H1
at(Ω) l’espace des fonctions f qui peuvent se décomposer sous

la forme

f =
∑
Q

λQaQ

où chaque Q est un cube inclus dans Ω (non nécessairement de type (a)), aQ est
un atome de H1(Rn) à support dans Q et

∑
Q |λQ| < +∞, avec convergence de la

série dans L1(Ω).
Adolfsson et Jerison ont montré dans [3] que, pour tout domaine borné Ω (sans

aucune autre hypothèse sur Ω), le dual de H1
at(Ω) est BMO(Ω). Un corollaire de

ce résultat est que

H1
z (Ω) = H1

at(Ω)

si, et seulement si, Ω est un domaine uniforme. En d’autres termes, on peut
décomposer toute fonction de H1(Rn) à support dans Ω avec des atomes à sup-
port dans des cubes inclus dans Ω si, et seulement si, Ω est un domaine uniforme.

3.3.3. Autres résultats

Dans [197], Hofmann et Mayboroda considèrent des espaces de Hardy sur Rn

associés à des opérateurs elliptiques du type L = −div(A∇) pour une matrice A
uniformément elliptique et bornée et à valeurs complexes. Rappelons qu’en général,
le noyau du semi-groupe engendré par L ne vérifie pas les estimations (G∞) (voir le
début de la section 3.2) et les résultats de [27] ne s’appliquent pas, même dans Rn.

En général, l’espace de Hardy H1(Rn) n’est pas “adapté” à l’opérateur L. Par
exemple, les transformées de Riesz ∂xjL−1/2 ne sont pas continues de H1(Rn) dans
L1(Rn) en général, car si elles l’étaient, elles seraient par interpolation continues de
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Lp(Rn) dans Lp(Rn) pour tout 1 < p < 2, ce qui est faux pour certains opérateurs
L (voir la section 2.2.1).

Hofmann et Mayboroda définissent l’espace H1
L(Rn) en introduisant une notion

de “molécule” adaptée à l’opérateur L. Dans l’espaceH1(Rn) ou, plus généralement,
dans l’espace H1 sur un espace de nature homogène, une notion de molécule a été
définie (voir [96, 305]). Il s’agit d’une fonction m ∈ L2 ∩ L1 d’intégrale nulle, qui
n’est pas supposée à support dans une boule B mais à laquelle on peut associer une
boule B telle que les normes L2 de m sur 2B et sur 2j+1B\2jB pour tout j ≥ 1
sont suffisamment décroissantes. Une telle fonction m appartient à H1 avec une
norme contrôlée par une constante ne dépendant que de l’espace ambiant.

Dans [197], les auteurs définissent une molécule comme une fonctionm ∈ L2(Rn)
(l’exposant 2 pouvant être modifié dans un intervalle autour de 2) qui peut s’écrire
m = Lkmk pour tout 1 ≤ k ≤M , où:

1. M > n
4 est fixé,

2. il existe un cube Q ⊂ Rn tel que la fonction m et chaque fonction mk vérifient
des estimations L2 à l’échelle sur 2Q et sur 2j+1Q\2jQ pour tout j ≥ 1 (voir
[197] pour la définition exacte).

On notera que la condition m = Lkmk remplace la condition de moment nul pour
m (cette condition de moment nul n’étant pas adaptée à l’opérateur L du point de
vue, par exemple, des transformées de Riesz).

On définit alors H1
L(Rn) comme l’espace des fonctions f =

∑
i λimi où

∑ |λi| <
+∞ et les mi sont des molécules, avec convergence de la série dans L1(Rn). La
norme est définie de manière usuelle. Il apparâıt que cet espace, dont la définition
fait intervenir trois paramètres (dont M), est en fait indépendant du choix de ces
paramètres pourvu qu’ils restent dans certains intervalles ne dépendant que de n
et de l’opérateur L.

Les molécules ainsi définies sont en particulier des molécules de l’espace H1(Rn)
classique, de sorte que H1

L(Rn) ⊂ H1(Rn), mais il n’y a pas égalité en général. En
particulier, les transformées de Riesz ∂xjL

−1/2 sont continues de H1
L(Rn) dans

L1(Rn), alors qu’elles ne le sont pas de H1(Rn) dans L1(Rn) en général, comme
nous l’avons vu.

L’espace H1
L(Rn) peut aussi être caractérisé via la fonctionnelle d’aire de Lusin,

et une fonction maximale appropriée, qui est une variante de (3.4) où la borne
supérieure est remplacée par une moyenne L2 (cette idée provient de [221]).

Les auteurs définissent également un espace BMOL(Rn), où la moyenne sur un
cube est “remplacée” par l’application du semigroupe e−tL à la fonction, avec un
choix adapté de t > 0. L’espace BMOL(Rn) possède une caractérisation en termes
de mesures de Carleson construites à partir de L. De plus, BMOL∗(Rn) est le dual
de H1

L(Rn). Très récemment, Jiang et Yang ont défini un espace VMOL(Rn) dont
le dual est H1

L∗(Rn) ([212]).
Les résultats de [27] montrent que, lorsque le semigroupe engendré par L satisfait

(G∞), l’espace H1
L(Rn) cöıncide avec H1(Rn).
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L’étude de cet espace H1
L(Rn) a été étendue dans plusieurs directions dans [196,

198], nous y reviendrons à la fin de la section 5.
En même temps que s’élaborait [197], nous avons développé dans [23] une théorie

des espaces de Hardy de formes différentielles sur des variétés riemanniennes. Les
deux théories présentent de nombreuses similitudes. Les résultats de [23] seront
présentés plus en détail dans la section 5.

Dans [129], les auteurs étendent les résultats de [27] au cas des espaces hp(Ω)
pour 0 < p ≤ 1, en se plaçant dans des domaines semiconvexes bornés Ω. Ils
considèrent des espaces de Hardy hp∆D

(Ω) et hp∆N
(Ω) associés respectivement aux

laplaciens Dirichlet et Neumann sur Ω et montrent que hpr(Ω) ⊂ hp∆D
(Ω) pour tout

0 < p ≤ 1, cependant que hpz(Ω) = hp∆N
(Ω) si Ω est convexe. Ils en déduisent la

continuité de l’opérateur f �→ ∂2GDf
∂xi∂xj

de hpr(Ω) dans lui-même pour n
n+1 < p ≤ 1 et

de l’opérateur f �→ ∂2GNf
∂xi∂xj

de hpz(Ω) dans hpr(Ω) pour n
n+1 < p ≤ 1, complétant ainsi

des résultats de Chang, Dafni et Stein ([79]). Ici, GD (resp. GN ) désigne l’opérateur
de Green associé au Laplacien Dirichlet (resp. Neumann) dans Ω.

On ajoutera que d’autres travaux ont été consacrés aux espaces de Hardy et
aux espaces BMO associés à des opérateurs abstraits dans des espaces de nature
homogène, avec des hypothèses d’estimations ponctuelles sur le noyau du semi-
groupe engendré par l’opérateur ([117, 132, 133]). Une théorie du même ordre existe
aussi pour les espaces H1 et BMO produit ([118]). On peut également signaler des
travaux sur les espaces de Hardy associés à des opérateurs de Schrödinger sur Rn

([137, 139, 140]) ou sur des domaines fortement lipschitziens de R
n ([202]). Des

espaces de Orlicz–Hardy associés à des opérateurs vérifiant seulement des estima-
tions de type Gaffney sont étudiés dans [213].

3.3.4. Questions ouvertes et perspectives

Question ouverte 3.1. Dans les assertions (b) du Théorème 3.1 et de la Propo-
sition 3.1, peut-on trouver un contre-exemple si Rn\Ω est borné?

Direction de recherche 3.1. Soit Ω un domaine fortement lipschitzien de Rn

et L = −div(A∇) comme précédemment. Si on définit un espace H1
LN

(Ω) associé à
LN en suivant la procédure de [197], cet espace est-il égal à l’espace des fonctions
de H1

L′(Rn) à support dans Ω, pour un certain L′ = −div(A′∇)? De même, l’espace
H1
LD

(Ω) associé à LD est-il égal à l’espace des restrictions à Ω de l’espace fonctions
de H1

L′(Rn) pour un certain L′ = −div(A′∇)? De tels résultats étendraient les
conclusions de [27] au cas des opérateurs satisfaisant seulement des estimations de
type Gaffney.

Direction de recherche 3.2. Il est aussi possible de définir une famille d’espaces
de Hardy Hp associés à L pour tout 1 ≤ p < +∞. Cela a été fait sous des
hypothèses de type (G∞) et sur un espace de nature homogène dans [18] et sous
des hypothèses de type Gaffney dans [23] (pour des espaces de formes différentielles
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sur une variété riemannienne) et dans [196] (pour des espaces de fonctions dans un
cadre abstrait lorsque l’opérateur L est symétrique). Ces définitions peuvent aussi
se transposer au cas des domaines fortement lipschitziens de Rn. Sous l’hypothèse
(G∞), il est prouvé dans [18] que Hp = Lp pour tout 1 < p < +∞. Sous des
hypothèses Gaffney, on a Hp ⊂ Lp pour 1 < p < 2 ([23], Corollaire 6.3, [196],
remarque après Definition 9.6) et l’inclusion réciproque pour 2 < p < +∞. Si on
ne suppose plus (G∞), sous quelles hypothèses sur l’opérateur L a-t-on l’égalité
Hp = Lp? Les questions posées au paragraphe précédent peuvent aussi être for-
mulées pour les espaces Hp.

4. Estimations Limites Pour la Racine Carrée d’opérateurs
Elliptiques d’ordre 2 sous Forme Divergence

Cette section reprend les résultats de [28, 29].

4.1. Introduction

Dans toute cette section, Ω désigne un domaine fortement lipschitzien de Rn. Soient
A : Rn → Mn(C) mesurable, bornée et uniformément elliptique, V = W 1,2(Ω)
ou V = W 1,2

0 (Ω) et L = (A,Ω, V ) comme dans la section 3. Un tel opérateur
possède une unique racine carrée maximale accrétive, L1/2. On a rappelé dans la
section 2.2.2 de la section 2 des résultats de comparaison de L1/2f et ∇f dans
Lp(Ω) pour 1 < p < +∞, et on examine ici ce que deviennent ces estimations
quand p = 1. On renvoie à la section 3 pour les définitions de H1

z (Ω) et H1
r (Ω).

Enonçons ces estimations limite, obtenues dans [29] pour L1/2:

Théorème 4.1. Soient Ω un domaine fortement lipschitzien de Rn ou Ω = Rn

et A : Rn →Mn(C) mesurable, bornée et uniformément elliptique. On suppose que
L = (Ω, A, V ) (avec V = W 1,2(Ω) ou V = W 1,2

0 (Ω)) vérifie (G∞) (ou (G1) si Ω
est borné). On suppose également que L vérifie une condition technique notée (T ).
Alors :

(a) si L vérifie DBC, pour toute f ∈ D(Ω),
n∑
i=1

‖∂xif‖H1
z(Ω) � ‖L1/2f‖H1

r (Ω) �
n∑
i=1

‖∂xif‖H1
z (Ω) + ‖f‖L1(Ω), (4.1)

(b) si L vérifie NBC et si Rn\Ω n’est pas borné, pour toute f ∈ D(Rn)|Ω,
n∑
i=1

‖∂xif‖H1
r (Ω) � ‖L1/2f‖H1

z (Ω) �
n∑
i=1

‖∂xif‖H1
r (Ω) + ‖f‖L1(Ω). (4.2)

Donnons quelques commentaires sur ce résultat:

1. La condition (T ) est énoncée dans [29], section 6.1.3. Précisons que cette condi-
tion n’est requise que pour les inégalités de droite dans (4.1) et (4.2). Elle est
inutile quand Ω est un domaine spécial Lipschitz. De plus, dans tous les cas où
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Racines Carrées d’opérateurs Elliptiques et Espaces de Hardy 43

on sait prouver (G∞), cette condition (T ) est vérifiée. L’apparition de cette con-
dition est très probablement liée à la méthode utilisée pour la preuve, toutefois
on ne sait pas s’il est possible de s’en passer en toute généralité.

2. Si Ω est spécial Lipschitz ou borné, on peut supprimer la norme L1 de f dans le
membre de droite de (4.1) et (4.2).

3. Dans (b), l’hypothèse Rn\Ω non borné n’est requise que pour l’inégalité de
gauche dans (4.2).

4. Les hypothèses faites sur f dans (a) et (b) seront expliquées plus loin (sec-
tion 4.2.7).

La preuve du Théorème 4.1 repose sur les propriétés des espaces constitués des
fonctions de L1(Ω) dont les dérivées partielles sont dans H1

z (Ω) ou H1
r (Ω). Ces

espaces, que, suivant Strichartz ([302]), nous appelons espaces de Hardy–Sobolev,
possèdent de nombreuses propriétés analogues aux espaces de Sobolev sur Lp, que
nous avons établies dans [29], et que nous allons maintenant décrire, avant de revenir
à la preuve du Théorème 4.1.

4.2. Espaces de Hardy–Sobolev sur un domaine fortement

lipschitzien de Rn

4.2.1. Définitions

Soit Ω un domaine fortement lipschitzien de Rn (ou Ω = Rn). Si F = (F1, . . . , Fn),
où les fonctions F1, . . . , Fn vont de Ω dans C, on dira que F appartient à H1

r (Ω)
(resp. H1

z (Ω)) si, et seulement si, pour tout 1 ≤ i ≤ n, Fi appartient à H1
r (Ω) (resp.,

pour tout 1 ≤ i ≤ n, Fi appartient à H1
z (Ω)).

On définit

H1,1
r (Ω) := {f ∈ L1(Ω); ∇f ∈ H1

r (Ω)},
muni de la norme

‖f‖H1,1
r (Ω) := ‖f‖L1(Ω) + ‖∇f‖H1

r (Ω) := ‖f‖L1(Ω) +
∑

1≤i≤n
‖∂xif‖H1

r (Ω),

et

H1,1
z (Ω) = {f ∈ L1(Ω); ∇f ∈ H1

z (Ω)},
muni de la norme correspondante.

Comme les espaces H1,1
r (Ω) et H1,1

z (Ω) sont clairement des sous-espaces de
W 1,1(Ω), les fonctions de ces espaces ont une trace appartenant à L1(∂Ω). Suivant
la théorie des espaces de Sobolev, on définit

H1,1
r,0 (Ω) = {f ∈ H1

r (Ω); tr f = 0 sur ∂Ω}
et

H1,1
z,0(Ω) = {f ∈ H1

z (Ω); tr f = 0 sur ∂Ω}.
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On définit donc ainsi quatre espaces de Hardy–Sobolev, qui sont tous des espaces
de Banach. On a clairement

H1,1
z,0 (Ω) ⊂ H1,1

z (Ω) ⊂ H1,1
r (Ω) et H1,1

z,0 (Ω) ⊂ H1,1
r,0 (Ω) ⊂ H1,1

r (Ω),

et toutes ces inclusions sont strictes si Ω 
= Rn. En particulier, il existe f ∈ H1,1
r,0 (Ω)

telle que ∇f /∈ H1
z (Ω) ([29], Proposition 3). Il apparâıtra à plusieurs reprises que

seuls H1,1
r (Ω) et H1,1

z,0(Ω) sont des espaces “naturels”, c’est-à-dire possédant des
propriétés analogues aux espaces de Sobolev sur Lp (extensions, changements de
variable. . .) et adaptés au problème des racines carrées décrit dans la section 4.1.

Ces espaces possèdent aussi des versions homogènes. On pose d’abord

L1
c(Ω) :=

{
f : Ω → C;

∫
K∩Ω

|f(x)|dx < +∞ pour tout compact K ⊂ R
n

}
.

On définit ensuite

Ḣ1,1
r (Ω) = {f ∈ L1

c(Ω); ∇f ∈ H1
r (Ω)}

muni de la semi-norme homogène

‖f‖Ḣ1,1
r (Ω) = ‖∇f‖H1

r (Ω)

et

Ḣ1,1
z (Ω) = {f ∈ L1

c(Ω); ∇f ∈ H1
z (Ω)},

muni de la semi-norme homogène

‖f‖Ḣ1,1
z (Ω) = ‖∇f‖H1

z (Ω).

Se référant à la théorie usuelle des espaces de Sobolev, on considère d’abord au cas
où Ω est le demi-espace supérieur, qui sera la première étape dans la preuve des
résultats d’extension pour les espaces de Hardy–Sobolev et du Théorème 4.1.

4.2.2. Le cas du demi-espace

Dans cette section, on prendra Ω = R
n
+ := {(x1, . . . , xn) ∈ R

n; xn > 0}. Comme
conséquence du principe de réflexion pour les espaces H1

r (R
n
+) et H1

z (R
n
+) (voir la

section 3.1), on a un principe de réflexion pour les espaces de Hardy–Sobolev:

Proposition 4.1. Soit f ∈ L1
c(Rn+).

(a) On a ∇f ∈ H1
r (R

n
+) si, et seulement si, ∇fe ∈ H1(Rn). De plus, ‖∇f‖H1

r (R
n
+) ∼

‖∇fe‖H1(Rn).
(b) Si tr f = 0 sur ∂Rn+, alors ∇f ∈ H1

z (R
n
+) si, et seulement si, ∇fo ∈ H1(Rn).

De plus, ‖∇f‖H1
z(R

n
+) ∼ ‖∇fo‖H1(Rn).

Ce principe montre déjà que les espaces H1,1
r (Rn+) et H1,1

z,0 (Rn+) sont les plus
naturels vis-à-vis de la propriété d’extension: H1,1

r (Rn+) est bien l’espace des fonc-
tions qui ont un prolongement dansH1,1(Rn), etH1,1

z,0 (Rn+) est l’espace des fonctions
dont le prolongement par 0 hors de Rn+ appartient à H1,1(Rn).
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La différence entre H1,1
r (Rn+) et H1,1

z (Rn+) apparâıt aussi clairement sur les pro-
priétés de traces de ces espaces.

On rappelle que, si 1 < p < +∞, tr(Ẇ 1,p(Rn+)) = Ḃ
1−1/p,p
p (∂Rn+), et que

Ẇ 1,p(Rn+) est l’espace des restrictions à Rn+ des fonctions de Ẇ 1,p(Rn). Pour p = 1,
on pourrait donc s’attendre à ce que la trace de Ḣ1,1

r (Rn+) soit un espace de Besov,
mais il n’en est rien, et c’est l’espace Ḣ1,1

z (Rn+) qui possède cette propriété. Plus
précisément, alors que

tr(Ḣ1,1
r (Rn+)) = L1(∂R

n
+)

(voir [153], Théorème 11.1), nous avons établi dans [29] que

tr(Ḣ1,1
z (Rn+)) = Ḃ0,1

1 (∂R
n
+).

4.2.3. Caractérisation des espaces de Hardy–Sobolev par une
fonction maximale

On rappelle d’abord qu’on peut caractériser H1
r (Ω) et H1

z (Ω) au moyen de
“grandes” fonctions maximales de la manière suivante.

Si f ∈ L1
c(Ω) et x ∈ Ω, on pose

Mzf(x) = sup
∣∣∣∣∫

Ω

f(y)ϕ(y)dy
∣∣∣∣

où la borne supérieure est prise sur toutes les fonctions ϕ ∈ C∞(Rn) à support dans
un cube Q centré dans Ω et contenant x, et vérifiant ‖ϕ‖∞ + l(Q)‖∇ϕ‖∞ ≤ |Q|−1.
On définit également

Mrf(x) = sup
∣∣∣∣∫

Ω

f(y)ϕ(y)dy
∣∣∣∣

où la borne supérieure est prise sur toutes les fonctions ϕ ∈ C∞(Rn) à support dans
un cube Q centré dans Ω et contenant x, vérifiant ‖ϕ‖∞ + l(Q)‖∇ϕ‖∞ ≤ |Q|−1 et
qui sont nulles sur ∂Ω. On a alors ([79, 216])

‖f‖H1
z(Ω) ∼ ‖Mzf‖L1(Ω) et ‖f‖H1

r (Ω) ∼ ‖Mrf‖L1(Ω).

Cette caractérisation s’étend naturellement aux fonctions à valeurs vectorielles de
la façon suivante: si x ∈ Ω, soit F̃x(Ω) l’espace des fonctions Φ = (Φ1, . . . ,Φn) ∈
C∞(Rn,Cn) à support dans un cube Q de Rn centré dans Ω et contenant x, avec

‖Φ‖∞ + l(Q)‖DΦ‖∞ ≤ 1
|Q|

(voir la section 1 pour la notation). On pose aussi

G̃x(Ω) = {Φ ∈ F̃x(Ω); Φ = 0 sur ∂Ω}.
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Pour toute fonction F ∈ L1
c(Ω,Cn), on définit

M̃F (x) = sup
Φ∈ eFx(Ω)

|〈F,Φ〉|

et

ÑF (x) = sup
Φ∈ eGx(Ω)

|〈F,Φ〉|,

où, pour des fonctions G1 et G2 dans L2(Ω,Cn), on note

〈G1, G2〉 =
∫

Ω

G1(x) ·G2(x)dx.

On a alors

‖F‖H1
r (Ω) ∼ ‖ÑF‖L1(Ω)

et

‖F‖H1
z(Ω) ∼ ‖M̃F‖L1(Ω).

Pour caractériser maintenant les espaces de Hardy–Sobolev en termes de fonc-
tions maximales adaptées, il faut pouvoir exprimer le fait qu’une fonction vecto-
rielle qui est le gradient d’une certaine fonction scalaire f a toutes ses composantes
dans H1

r (Ω) ou H1
z (Ω). Il faut donc en particulier tenir compte de la structure

différentielle de ce gradient. Une intégration par parties formelle

〈∇f,Φ〉 = −
∫

Ω

f(x) div Φ(x)dx (4.3)

suggère de prendre des fonctions test Φ pour lesquelles on contrôle ‖ div Φ‖∞ au
lieu de ‖DΦ‖∞, et d’utiliser la deuxième intégrale dans (4.3), si on ne sait pas au
départ que f est différentiable.

Pour tout x ∈ Ω, soit Fx(Ω) l’espace des fonctions Φ = (Φ1, . . . ,Φn) ∈
L∞(Rn,Cn), dont la divergence (au sens de D′(Ω)) est une fonction bornée sur
Rn, à support dans un cube Q ⊂ Rn centré dans Ω et contenant x et satisfaisant

‖Φ‖∞ + l(Q)‖ div Φ‖∞ ≤ 1
|Q| .

Pour tout x ∈ Ω, on pose

Gx(Ω) = {Φ ∈ Fx(Ω); Φ · ν = 0 p.p. sur ∂Ω},
où ν désigne le vecteur unité normal sortant. Comme Φ et div Φ sont bornés, Φ · ν
est bien définie dans L∞(∂Ω).

Si f ∈ L1
c(Ω), on définit, pour tout x ∈ Ω,

M (1)f(x) = sup
Φ∈Fx(Ω)

∣∣∣∣∫
Ω

f(y) div Φ(y)dy
∣∣∣∣,

N (1)f(x) = sup
Φ∈Gx(Ω)

∣∣∣∣∫
Ω

f(y) div Φ(y)dy
∣∣∣∣.
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Voici la caractérisation des espaces de Hardy–Sobolev en termes de fonctions max-
imales obtenue dans [29]:

Théorème 4.2. ([29], Théorème 6) Soit f ∈ L1
c(Ω). Alors,

(a) ∇f ∈ H1
r (Ω) si, et seulement si, N (1)f ∈ L1(Ω). De plus,

‖∇f‖H1
r (Ω) ∼ ‖N (1)f‖L1(Ω).

(b) ∇f ∈ H1
z (Ω) et f est de trace nulle sur ∂Ω si, et seulement si, M (1)f ∈ L1(Ω).

De plus,

‖∇f‖H1
z(Ω) ∼ ‖M (1)f‖L1(Ω).

On note que:

• on suppose seulement f ∈ L1
c(Ω), et le théorème affirme en particulier que, si

M (1)f ou N (1)f est intégrable sur Ω, alors ∇f , défini comme une distribution,
est en fait une fonction de H1

z (Ω) ou de H1
r (Ω),

• seuls Ḣ1,1
r (Ω) et Ḣ1,1

z,0 (Ω) possèdent une caractérisation en termes de fonctions
maximales,

• ce théorème s’applique notamment au cas où Ω = Rn, et n’était pas connu avant
[29] même dans ce cas.

Décrivons rapidement la preuve de ce théorème.
On suppose d’abord que N (1)f (resp. M (1)f) est dans L1(Ω) et on montre que

∇f ∈ H1
r (Ω) (resp. ∇f ∈ H1

z (Ω) et f est de trace nulle sur ∂Ω). On vérifie d’abord,
en utilisant des fonctions test, que ∇f est une fonction localement intégrable sur Ω
(noter que c’est a priori seulement une distribution), puis que ∇f ∈ L1(Ω) et que,
dans le cas où M (1)f ∈ L1(Ω), f est de trace nulle sur ∂Ω. Ce dernier point résulte
des inégalités suivantes: pour toute f ∈ L1

c(Ω),∣∣∣∣∫
Ω

f(x) div u(x)dx
∣∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

N (1)f(x)|u(x)|dx pour toute u ∈ D(Ω,Cn)∣∣∣∣∫
Ω

f(x) div u(x)dx
∣∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

M (1)f(x)|u(x)|dx pour toute u ∈ D(Rn,Cn).

Enfin, on déduit de la caractérisation de H1
r (Ω) et H1

z (Ω) en termes de “grande
fonction maximale” rappelée plus haut que ∇f ∈ H1

r (Ω) ou ∇f ∈ H1
z (Ω).

Supposons réciproquement que ∇f ∈ H1
r (Ω) et montrons que N (1)f ∈ L1(Ω).

On s’appuie pour cela sur le lemme suivant:

Lemme 4.1. Soient U un domaine fortement lipschitzien de Rn et 1 < p < +∞.
Si f ∈ Lp(U) est d ’intégrale nulle, il existe F ∈ W 1,p

0 (U ; Cn) telle que f = divF,
et ‖DF‖p � ‖f‖p. La constante implicite dans cette inégalité ne dépend que de p et
des constantes de Lipschitz de U .
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Ce résultat a déjà été rencontré dans la section 3.3.1 pour p = 2. La preuve de
ce lemme donnée dans [29] repose sur un argument d’analyse fonctionnelle inspiré
de [272].

Une fois ce lemme établi, soit ∇f ∈ H1
r (Ω), x ∈ Ω, p > 2n et Φ ∈ Gx(Ω).

Le Lemme 4.1 fournit Φ̃ ∈ W 1,p
0 (Q ∩ Ω) telle que div Φ̃ = div Φ et ‖DΦ̃‖p ≤

C‖div Φ‖p ≤ Cl(Q)−1|Q|−1/p′ . L’inégalité de Poincaré donne alors une estimation
de la norme Lp de Φ̃, et on conclut que N (1)f est contrôlé par CÑp(∇f), où, pour
toute fonction vectorielle F ∈ L1

c(Ω,Cn) et tout x ∈ Ω,

ÑpF (x) = sup
∣∣∣∣∫

Ω

F (y) · Ψ(y)dy
∣∣∣∣,

la borne supérieure étant prise sur toutes les fonctions Ψ ∈ W 1,p
0 (Ω,Cn) à support

dans un cube Q contenant x et centré dans Ω, et vérifiant

‖Ψ‖p + l(Q)‖DΨ‖p ≤ |Q|−1/p′ ,

avec 1/p+ 1/p′ = 1.
Il ne reste plus qu’à montrer que, si F : Ω → Cn est dans H1

r (Ω), alors ÑpF ∈
L1(Ω). Pour cela, on raisonne sur chaque composante de F , on est donc ramené au
cas scalaire, et il suffit donc de faire la preuve pour un atome de H1

r (Ω) (voir la
section 3.3.1). C’est là qu’on utilise le fait que p > 2n.

On raisonne de manière analogue quand ∇f ∈ H1
z (Ω) et f est de trace nulle

sur ∂Ω.

En remplaçant les espaces H1
r (Ω) et H1

z (Ω) par les espaces locaux correspon-
dants (h1

r(Ω) et h1
z(Ω), voir la section 3.2.3), on peut aussi définir des espaces

de Hardy–Sobolev locaux, et en donner une caractérisation analogue à celle du
Théorème 4.2. Il suffit pour cela, dans les définitions des fonctions maximales, de
forcer les cubes à avoir une longueur de côté inférieure à un certain δ > 0 ne
dépendant que de Ω, choisi de façon à ce que l’ensemble F loc

x (Ω) correspondant ne
soit pas vide.

4.2.4. Versions limite des lemmes div-curl

Le lemme div-curl énoncé dans le Théorème 2.7 de la section 2.3.7 possède une
version sur des domaines fortement lipschitziens:

Proposition 4.2. Soient 1 < q, r < +∞ avec 1
q + 1

r = 1. Soient f ∈ D′(Ω) telle
que ∇f ∈ Lq(Ω) et e ∈ Lr(Ω) avec div e = 0 dans Ω et e · ν = 0 sur ∂Ω. Alors
e · ∇f ∈ H1

z (Ω) et

‖e · ∇f‖H1
z (Ω) � ‖e‖Lr(Ω)‖∇f‖Lq(Ω).

Ce résultat est prouvé dans [199], mais on en donne dans [29] (Proposition 17)
une preuve utilisant la “grande fonction maximale” pour H1

z (Ω) (dans l’esprit des
arguments de [90]).
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Cette proposition devient fausse pour q = 1, mais on en donne une version
correcte en supposant ∇f dans un espace de Hardy:

Théorème 4.3. Soit e ∈ L∞(Rn,Cn) un champ de vecteurs à divergence nulle
tel que e · ν = 0 sur ∂Ω. Si f ∈ H1,1

r (Ω), alors e · ∇f ∈ H1
z (Ω) et

‖e · ∇f‖H1
z (Ω) � ‖e‖∞‖∇f‖H1

r (Ω).

Si on supprime dans ce théorème l’hypothèse e · ν = 0 sur ∂Ω, on obtient une
autre version de ce lemme div-curl:

Théorème 4.4. Si ∇f ∈ H1
r (Ω) et e ∈ L∞(Rn,Cn) est un champ de vecteurs à

divergence nulle dans Rn, on a e · ∇f ∈ H1
r (Ω) et

‖e · ∇f‖H1
r (Ω) � ‖e‖∞‖∇f‖H1

r (Ω).

En rajoutant une hypothèse sur f , on obtient une troisième version:

Théorème 4.5. Si f ∈ H1,1
z,0 (Ω) et e ∈ L∞(Rn,Cn) est un champ de vecteurs à

divergence nulle dans Rn, on a e · ∇f ∈ H1
z (Ω) et

‖e · ∇f‖H1
z (Ω) � ‖e‖∞‖∇f‖H1

z(Ω).

Les preuves de ces trois énoncés se font grâce au Théorème 4.2 et par
intégration par parties. Signalons que ces énoncés sont, en particulier, valables pour
Ω = Rn.

4.2.5. Changement de variables

Une conséquence du Théorème 4.2 est la suivante:

Théorème 4.6. Soient Ω et Ω′ des domaines fortement lipschitziens et h : Rn →
Rn une fonction bi-lipschitzienne telle que h(Ω′) = Ω. Soit f ∈ L1

c(Ω). Alors ∇f ∈
H1
r (Ω) (resp. ∇f ∈ H1

z (Ω) et tr f = 0 sur ∂Ω) si, et seulement si, ∇(f◦h) ∈ H1
r (Ω

′)
(resp. ∇(f ◦ h) ∈ H1

z (Ω′) et tr (f ◦ h) = 0 sur ∂Ω′). De plus,

‖∇f‖H1
r (Ω) ∼ ‖∇(f ◦ h)‖H1

r (Ω
′)

et

‖∇f‖H1
z(Ω) ∼ ‖∇(f ◦ h)‖H1

z (Ω
′).

Ce théorème signifie que les changements de variables bi-lipschitziens opèrent
sur les espaces de Hardy–Sobolev H1,1

r (Ω) et H1,1
z,0 (Ω). On remarque que ce n’est

pas vrai pour les espaces de Hardy eux-mêmes (par exemple, ces changements de
variables ne préservent pas la propriété d’intégrale nulle).
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4.2.6. Propriétés de restriction et d’extension

On rappelle d’abord que l’espace de Triebel–Lizorkin homogène Ḟ 1,2
1 (Rn) est défini

par

Ḟ 1,2
1 (Rn) = (−∆)−1/2(H1(Rn)).

Dans [153, 313], cet espace est défini modulo les polynômes. Il est cependant possible
de réaliser cet espace comme un espace de distributions, qui, par les plongements
de Sobolev, sont des fonctions dans L

n
n−1 ([328, 329]). Ainsi, D(Rn) est dense dans

Ḟ 1,2
1 (Rn).

On définit

Ḟ 1,2
1,r (Ω) = {f ∈ L1

c(Ω); ∃F ∈ Ḟ 1,2
1 (Rn), F |Ω = f}

muni de la norme

‖f‖Ḟ 1,2
1,r (Ω) = inf ‖F‖Ḟ 1,2

1 (Rn)

où la borne inférieure est prise sur toutes les fonctions F ∈ Ḟ 1,2
1 (Rn) qui cöıncident

avec f sur Ω.
On définit aussi

Ḟ 1,2
1,z (Ω) = {f ∈ Ḟ 1,2

1 (Rn), supp f ⊂ Ω}.

Ces espaces permettent alors d’énoncer les théorèmes de restriction et d’extension
des espaces de Hardy–Sobolev comme suit:

Théorème 4.7. Soit Ω un domaine fortement lipschitzien de Rn:

(a) L1(Ω) ∩ Ḟ 1,2
1,z (Ω) = H1,1

z,0 (Ω).
(b) L1(Ω) ∩ Ḟ 1,2

1,r (Ω) = H1,1
r (Ω).

Si Ω est spécial Lipschitz, les égalités correspondantes pour les espaces homogènes
(c’est-à-dire sans L1(Ω)) sont vraies.

Une conséquence de ce résultat est que, si f ∈ L1(Ω) et F désigne le prolonge-
ment de f par 0 sur Rn\Ω, alors F ∈ H1,1(Rn) si, et seulement si, f ∈ H1,1

z,0(Ω).
En particulier, le prolongement par 0 hors de Ω d’une fonction de H1,1

r,0 (Ω) n’est
pas, en général, dans H1,1(Rn). On rappelle que l’inclusion H1,1

z,0 (Ω) ⊂ H1,1
r,0 (Ω) est

stricte (voir la section 4.2.1).
Le Théorème 4.7 montre aussi que

{f ∈ Ḟ 1,2
1 (Rn); f1Ω ∈ Ḟ 1,2

1 (Rn)} = Ḟ 1,2
1,z (Ω) = Ḣ1,1

z,0(Ω),

ce qui redonne une preuve du fait que 1Ω n’est pas un multiplicateur de Ḟ 1,2
1 (Rn)

(voir [153], Corollaire 13.6 et [302]).
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4.2.7. Densité

Théorème 4.8. Soit Ω un domaine fortement lipschitzien. Alors:

(a) D(Ω) est dense dans H1,1
z,0 (Ω),

(b) l ’espace des restrictions à Ω des fonctions de D(Rn) est dense dans H1,1
r (Ω).

4.2.8. Dualité

Une distribution T ∈ D′(Ω) appartient à BMO−1
r (Ω) si, et seulement si, il existe

ϕ0 ∈ L∞(Ω) et Φ ∈ BMOr(Ω,Cn) telles que, pour toute f ∈ D(Ω),

〈T, f〉 =
∫

Ω

f(x)ϕ0(x)dx +
∫

Ω

∇f(x) · Φ(x)dx. (4.4)

On pose alors

‖T ‖BMO−1
r (Ω) = inf(‖ϕ0‖∞ + ‖Φ‖BMOr(Ω)),

où la borne inférieure est prise sur toutes les fonctions ϕ0 ∈ L∞(Ω) et Φ ∈
BMOr(Ω,Cn) vérifiant (4.4). On note aussi T = ϕ0 − div Φ dans D′(Ω) où div
est l’opérateur divergence dans Ω.

Une distribution T ∈ D′(Rn) appartient à BMO−1
z,0(Ω) si, et seulement si, il

existe ϕ0 ∈ L∞(Ω), Φ ∈ BMOz(Ω,Cn) et h ∈ L∞(∂Ω, dσ) telles que, pour toute
f ∈ D(Rn),

〈T, f〉 =
∫

Ω

f(x)ϕ0(x)dx +
∫

Ω

∇f(x) · Φ(x)dx +
∫
∂Ω

f(x)h(x)dσ(x). (4.5)

On pose alors

‖T ‖BMO−1
z,0(Ω) = inf(‖ϕ0‖∞ + ‖Φ‖BMOz(Ω) + ‖h‖L∞(dσ)),

où la borne inférieure est prise sur toutes les fonctions ϕ0 ∈ L∞(Ω), Φ ∈
BMOz(Ω,Cn) et h ∈ L∞(∂Ω, dσ) vérifiant (4.5). On note aussi T = ϕ0 − div Φ +
hdσ dans D′(Rn), où ϕ0 et Φ sont prolongées par 0 hors de Ω et div est l’opérateur
divergence sur Rn.

On peut alors décrire les espaces duaux des espaces de Hardy–Sobolev comme
suit:

Proposition 4.3.

(a) Le dual de H1,1
z,0 (Ω) est isomorphe à BMO−1

r (Ω). Plus précisément, étant donné
T = ϕ0 − div Φ ∈ BMO−1

r (Ω), la forme linéaire

D(Ω) � f �→
∫

Ω

fϕ0 +
∫

Ω

∇f · Φ = 〈T, f〉

se prolonge par densité en une forme linéaire continue LT sur H1,1
z,0 (Ω).

Réciproquement, pour toute L ∈ (H1,1
z,0 (Ω))′, il existe une unique T ∈

BMO−1
r (Ω) telle que L = LT . De plus ‖LT‖ ∼ ‖T ‖BMO−1

r (Ω).



April 11, 2011 12:22 WSPC/S1793-7442 251-CM S1793744211000278

52 E. Russ

(b) Le dual de H1,1
r (Ω) est isomorphe à BMO−1

z,0(Ω). Plus précisément, étant donné
T = ϕ0 − div Φ + hdσ ∈ BMO−1

z,0(Ω), la forme linéaire

D(Rn) � f �→
∫

Ω

fϕ0 +
∫

Ω

∇f · Φ +
∫
∂Ω

fhdσ = 〈T, f〉

se prolonge par densité en une forme linéaire continue LT sur H1,1
r (Ω).

Réciproquement, pour toute L ∈ (H1,1
r (Ω))′, il existe une unique T ∈

BMO−1
z,0(Ω) telle que L = LT . De plus ‖LT‖ ∼ ‖T ‖BMO−1

z,0(Ω).

Cette description a été utilisée dans [56] pour caractériser les fonctions impaires
dans BMO(R) en termes de mesures de Carleson associées aux semigroupes de
Poisson et de la chaleur pour des opérateurs de Bessel.

4.2.9. Interpolation avec les espaces de Sobolev classiques

Les fonctions maximales M (1) et N (1) permettent aussi de caractériser les espaces
de Sobolev classiques:

Théorème 4.9. Soient f ∈ Lq(Ω), 1 < q ≤ +∞.

(a) f ∈W 1,q(Ω) ⇔ N (1)f ∈ Lq(Ω), et ‖∇f‖q ∼ ‖N (1)f‖q.
(b) f ∈ W 1,q

0 (Ω) ⇔M (1)f ∈ Lq(Ω), et ‖∇f‖q ∼ ‖M (1)f‖q.
On notera que:

• cette caractérisation est aussi valable pour Ω = Rn,
• dans l’assertion (b), l’appartenance de M (1) à Lq(Ω) entrâıne en particulier le

fait que f est de trace nulle sur ∂Ω.

Des Théorèmes 4.2 et 4.9, on déduit un résultat d’interpolation complexe entre les
espaces de Hardy–Sobolev et les espaces de Sobolev classiques:

Corollaire 4.1. Soient 1 < q ≤ ∞ et 0 < θ < 1 tels que 1
p = (1 − θ) + θ

q . Alors,
pour la méthode d’interpolation complexe,

(a) [H1,1
r (Ω),W 1,q(Ω)]θ = W 1,p(Ω).

(b) [H1,1
z,0 (Ω),W 1,q

0 (Ω)]θ = W 1,p
0 (Ω).

4.2.10. Preuve du Théorème 4.1

On décrit cette preuve sommairement. Commençons par les inégalités du type

‖L1/2f‖H1 � ‖∇f‖H1 + ‖f‖L1.

Pour Ω = Rn et sous l’hypothèse (G∞), cette inégalité (sans le terme ‖f‖L1) est
prouvée dans [31], Chap. 4, Théorème 1. Quand Ω = Rn+, on utilise ce résultat
et le principe de réflexion (Proposition 4.1) et la norme L1 de f n’apparâıt pas.
Quand Ω est spécial Lipschitz, on se ramène au cas Ω = Rn+ par un changement de
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variables bi-lipschitzien, et on utilise le Théorème 4.6. Là encore, la norme L1 de f
n’intervient pas. Enfin, si Ω est un domaine fortement lipschitzien quelconque, on
utilise une partition de l’unité pour se ramener localement au cas spécial Lipschitz,
et c’est là uniquement qu’intervient la condition technique (T ) pour garantir que
les opérateurs avec lesquels on travaille vérifient encore la condition (G∞).

Pour les inégalités du type

‖∇f‖H1 � ‖L1/2f‖H1 ,

on prouve que les transformées de Riesz ∂xiL
−1/2 sont continues de H1 dans H1

(où, à chaque fois, H1 est l’espace de Hardy sur Ω adapté). Pour cela, on utilise
la décomposition atomique pour H1

z (Ω) et H1
r (Ω) (section 3.3) et des arguments

de dualité (comme dans la preuve de la Proposition 3.1, voir la section 3.2). On
renvoie à [29], section 6.2, pour des arguments complets.

Comme D(Ω) est dense dans H1,1
z,0 (Ω) et D(Rn)|Ω est dense dans H1,1

r (Ω)
(Théorème 4.8), l’assertion (a) du Théorème 4.1 s’étend à f ∈ H1,1

z,0 (Ω), tandis
que l’assertion (b) du Théorème 4.1 s’étend à f ∈ H1,1

r (Ω).
En utilisant (2.19), le Théorème 4.1 et le Corollaire 4.1, on obtient que, si

l’opérateur L = (A,Ω, V ) vérifie (G∞), ou (G1) si Ω est borné, pour la condition
de Dirichlet ou celle de Neumann, l’opérateur ∇L−1/2 est continu sur Lp(Ω) pour
tout 1 < p < 2. La même propriété est vraie si on remplace L par L∗, donc, par
dualité, on obtient ‖L1/2f‖p � ‖∇f‖p + ‖f‖p pour 2 < p < +∞.

Ensuite, comme ‖L1/2f‖H1(Ω) � ‖f‖H1,1(Ω), on obtient, en interpolant avc
p = 2, que ‖L1/2f‖p � ‖∇f‖p pour tout 1 < p < 2. On retrouve donc la théorie
obtenue dans [33], sauf la continuité des transformées de Riesz sur Lp(Ω) pour
2 < p < 2 + ε.

4.3. Compléments et perspectives sur les lemmes div-curl

Direction de recherche 4.1. On a donné dans la section 4.2.4 une version
limite d’un lemme div-curl, dans laquelle on suppose le champ e à divergence nulle
et L∞ et le champ F à rotationnel nul dans un espace de Hardy sur Rn ou sur
un domaine, et la conclusion est que e · F appartient à un espace de Hardy. Si
on suppose maintenant le champ e dans bmo(Rn,Rn) (version locale de BMO,
voir la section 2.3.6), et toujours F dans H1(Rn,Rn) à rotationnel nul, on peut
encore donner un sens au produit e · F , et ce produit appartient alors à un espace
de Hardy–Orlicz sur Rn ([59]). Des versions plus générales de ce résultat pour
des formes différentielles sont également données dans [59]. Donner des énoncés
analogues sur des domaines de R

n est une question ouverte.

Dans [90], en complément du lemme div-curl rappelé dans le Théorème 2.7, les
auteurs prouvent que, pour b ∈ BMO(Rn),

‖b‖BMO(Rn) ∼ sup
∫

Rn

b(x)E(x) · F (x)dx, (4.6)
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la borne supérieure étant prise sur tous les champs E ∈ L2(Rn,Rn) à divergence
nulle vérifiant ‖E‖2 ≤ 1 et tous les champs F ∈ L2(Rn,Rn) à rotationnel nul
vérifiant ‖F‖2 ≤ 1.

Les auteurs en déduisent aussi que toute fonction f ∈ H1(Rn) peut s’écrire

f =
∑
j

λjEj · Fj (4.7)

avec
∑ |λj | < +∞, les champs Ej sont à divergence nulle et vérifient ‖Ej‖2 ≤ 1,

les champs Fj sont à rotationnel nul et vérifient ‖Fj‖2 ≤ 1. Des analogues de
ces différents résultats sur des domaines Ω fortement lipschitziens de Rn, faisant
intervenir les espaces H1

r (Ω), H1
z (Ω), BMOr(Ω) et BMOz(Ω), ont été obtenus

dans [78, 242]. D’autres versions, dans Rn ou sur des domaines, faisant intervenir
des espaces de Hardy de formes différentielles (dans le cas des domaines, ces formes
sont à support dans le domaine, il s’agit donc d’une généralisation de H1

z (Ω)) et
leurs espaces duaux, se trouvent dans [243, 244].

Question ouverte 4.1. Pour terminer, notons ([28]) qu’on peut aussi donner
une version du lemme div-curl signalé à la fin de la section 2.3.7, en remplaçant
l’hypothèse e ∈ H1(Rn,Cn) à divergence nulle par e ∈ H1

z (Ω,Cn) à divergence nulle.
On obtient alors que e ·F ∈ H1

z (Ω) avec l’estimation usuelle. La preuve utilise cette
fois la décomposition atomique pour les espaces de Hardy de formes exactes sur des
domaines fortement lipschitziens de R

n ([243]). Le cas e ∈ H1
r (Ω,C

n) à divergence
nulle reste ouvert.

4.4. Compléments et perspectives sur les espaces de Hardy–Sobolev

Question ouverte 4.2. D’autres caractérisations des espaces de Hardy–Sobolev
sur Rn ou des domaines de Rn ont été établies. Une caractérisation via une fonction
maximale est due à Miyachi ([265]). Dans [226], Koskela et Saksman montrent que,
pour f ∈ S′(Rn), ∇f ∈ H1(Rn) si, et seulement si, f ∈ L1

loc(R
n) et il existe une

fonction g ∈ L1(Rn) telle que

|f(x) − f(y)| ≤ |x− y|(g(x) + g(y))

pour tous x, y ∈ Rn\E où E est négligeable (noter qu’une semblable caractérisation
a été donnée pour des espaces de Triebel–Lizorkin dans [227]). Peut-on donner des
caractérisations analogues dans un domaine fortement lipschitzien de Rn?

Question ouverte 4.3. Un autre point de vue sur les espaces de Hardy–Sobolev
consiste à les définir via une décomposition en atomes pour retrouver ensuite, en
particulier, des résultats d’interpolation avec les espaces de Sobolev usuels. Ce point
de vue se révèle fructueux, notamment, dans des contextes non euclidiens, nous y
reviendrons dans la section 5.5.4. Des décompositions atomiques des espaces de
Hardy–Sobolev sur Rn sont données dans [84, 188, 245, 302, 322] (noter qu’on
en trouve également dans [172] pour les espaces de Hardy–Sobolev sur le produit
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R
n × R

m). Dans [245], cette décomposition est utilisée pour donner une preuve
des lemmes div-curl précédents sur R

n. Quelles décompositions atomiques peut-on
donner pour les espaces de Hardy–Sobolev sur des domaines fortement lipschitziens
considérés dans [29]?

Question ouverte 4.4. Peut-on se passer de l’hypothèse technique (T ) dans
le Théorème 4.1? Dans l’assertion (b), peut-on trouver un contre-exemple lorsque
Rn\Ω est borné?

Direction de recherche 4.2. Que devient le Théorème 4.1 si on ne suppose plus
de bornes gaussiennes pour le noyau de e−tL?

(a) Comme on l’a déjà signalé dans la section 3.3.3, les transformées de Riesz
∇L−1/2 ne sont pas continues de l’espace H1 classique dans L1 en général,
même sur Rn. Peut-on donner un résultat de continuité des opérateurs ∇L−1/2

D

et ∇L−1/2
N dans des analogues sur Ω des espaces H1 de [197]? On rappelle que

la continuité de ces transformées de Riesz de H1
L(Rn) dans L1(Rn) est établie

dans [197].
(b) On rappelle que l’inégalité ‖L1/2f‖H1(Rn) � ‖∇f‖H1(Rn) est prouvée dans [20]

sous l’hypothèse que (I + t2L)−1 est uniformément bornée (pour t > 0) sur
Lρ(Rn) pour un certain ρ ∈ [1, n

n−1 [ (voir la section 2.2.1). Peut-on donner
une version de cette inégalité sur un domaine fortement lipschitzien Ω avec LN
ou LD, en s’affranchissant de toute hypothèse de continuité de la résolvente
de L, et en remplaçant l’espace de Hardy classique par une version de celui
de [197] sur Ω? On rappelle que, si L = −div(A∇), on ne peut pas avoir,
en toute généralité, ‖L1/2f‖H1(Ω) � ‖∇f‖H1(Ω) avec les espaces H1 sur Ω
considérés dans la section 3, car cela entrâınerait par interpolation l’inégalité
‖L1/2f‖Lp(Ω) � ‖∇f‖Lp(Ω) pour tout 1 < p < 2, qui est fausse en général
(voir [13]).

Question ouverte 4.5. Dans toute cette section, comme dans la section 3, on
a supposé Ω fortement lipschitzien. Que deviennenent les résultats de [29] si on
affaiblit cette régularité?

5. Racine Carrée du Laplacien sur des Variétés Riemanniennes

Cette section reprend les résultats de [23, 249].

5.1. Introduction

Soient M une variété riemannienne complète connexe, d la différentielle extérieure
et ∆ l’opérateur de Laplace Beltrami. On a rappelé dans la section 2.2.3 les princi-
paux résultats connus concernant la comparaison de df et de ∆1/2f dans les espaces
Lp pour 1 < p < +∞. Comme le montre l’exemple de Rn, il n’y a pas de compara-
ison possible dans L1, et il et naturel de chercher à remplacer L1 par un espace
de Hardy sur M .



April 11, 2011 12:22 WSPC/S1793-7442 251-CM S1793744211000278

56 E. Russ

On rappelle ici quelques notations de la section 2.2.3: ρ est la distance riemanni-
enne, µ la mesure riemannienne. Pour tout x ∈M et tout r > 0, on notera B(x, r)
la boule géodésique ouverte de centre x et de rayon r, et V (x, r) sa mesure. On
rappelle l’hypothèse (D):

V (x, 2r) ≤ CV (x, r). (D)

Si on suppose (D) satisfaite, (M,ρ, µ) est un espace de nature homogène et on
peut donc définir l’espace de Hardy H1

CW (M) au sens de Coifman et Weiss (voir la
section 2.4.1). On a montré dans [279]:

Théorème 5.1. On suppose (D) et (P ). Alors la transformée de Riesz d∆−1/2

est continue de H1
CW (M) dans L1(M).

Ici, (P ) est l’inégalité de Poincaré L2 sur les boules:∫
B

|f(x) − fB|2dx ≤ Cr2
∫
B

|∇f(x)|2dx,

rencontrée dans la section 2.2.3. On a également donné une version de ce résultat
pour un espace de Hardy local, en supposant des versions locales de (D) et (P ). Ce
dernier résultat a été étendu et développé dans [252].

Dire que d∆−1/2 est continue de H1 dans H1 suppose de définir un espace de
Hardy à valeurs dans les 1-formes différentielles. On a “contourné” cette difficulté
dans [249] de la façon suivante: on fixe une fonction harmonique u surM à croissance
au plus linéaire, de sorte que |du| est borné sur M . Alors, supposant toujours (D)
et (P ), on obtient que l’opérateur f �→ d∆−1/2f · du est continu de H1

CW (M) dans
H1
CW (M). Toutefois, cela ne permet en rien de donner un sens à un énoncé de

continuité de d∆−1/2 de H1 dans H1.
Une première difficulté pour définir un espace de Hardy de formes différentielles

est de donner, pour une forme différentielle, un sens à la condition d’intégrale
nulle qui apparâıt dans la définition des atomes de H1

CW . Un problème analogue se
pose pour définir les atomes (molécules) de l’espace H1

L(Rn) de [197] (voir la sec-
tion 3.3.3). Dans cette dernière situation, bien qu’on se place dans le cadre euclidien
et qu’on considère des espaces de fonctions, la condition d’intégrale nulle n’est pas
adaptée à l’opérateur L, et on a souligné le fait que ∇L−1/2 n’est pas continue en
général de l’espace H1(Rn) usuel dans L1(Rn). L’idée est de remplacer la condition
de moment nul pour une molécule m par l’hypothèse que m est l’image par L (ou
des puissances de L) d’une fonction g et que m et g vérifient des estimations L2

convenables sur des couronnes dyadiques.
Dans le cas des variétés riemanniennes, on va remplacer la condition de moment

nul pour une moléculem par le fait quem est une forme différentielle exacte, c’est-à-
dire que m = dg et m, g vérifient des estimations L2 convenables sur des couronnes
dyadiques. Cette idée trouve son origine dans les travaux de Lou et McIntosh sur les
espaces de Hardy de formes différentielles dans Rn ou dans des ouverts lipschitziens
de Rn ([243, 244]), que nous commençons par décrire rapidement.



April 11, 2011 12:22 WSPC/S1793-7442 251-CM S1793744211000278
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5.2. Espaces de Hardy de formes différentielles sur Rn

ou des ouverts lipschitziens de Rn

5.2.1. L’espace de Hardy à divergence nulle

Si f = (f1, . . . , fn) : Rn → Rn, on dira que f ∈ H1(Rn,Rn) si, et seulement si,
fj ∈ H1(Rn) pour tout 1 ≤ j ≤ n. On définit un sous-espace de H1(Rn,Rn) comme
suit:

H1
div(R

n,Rn) := {f ∈ H1(Rn,Rn); div f = 0}.
Les éléments de H1

div(R
n,Rn) sont des champs de vecteurs de divergence nulle,

qu’on peut aussi voir comme des n − 1 formes différentielles f vérifiant df = 0,
ce qui revient à dire que ce sont des formes exactes, c’est-à-dire qu’elles s’écrivent
f = dg où g est une n− 2 forme.

L’espace H1
div(R

3,R3) possède une décomposition atomique, obtenue dans [167]
grâce à une décomposition en ondelettes, et redémontrée dans [244] au moyen
d’espaces de tentes. Les atomes correspondants sont des champs de vecteurs de
divergence nulle, à support dans une boule, vérifiant la condition de norme L2

usuelle, et dont toutes les composantes sont d’intégrale nulle.

5.2.2. Les espaces de Hardy de formes différentielles

Dans [244], Lou et McIntosh définissent plus généralement des espaces de Hardy de
formes différentielles dans Rn. On précise quelques notations. Soit 0 ≤ l ≤ n. Pour
tout I = (i1, . . . , il) avec 1 ≤ i1 < · · · < il ≤ n, on note eI = ei1 ∧ · · · ∧ eil . On dira
qu’une l-forme différentielle

f =
∑

fIeI

appartient à H1(Rn,Λl) si, et seulement si, toutes les fonctions fI appartiennent à
H1(Rn). La norme correspondante est

‖f‖H1(Rn,Λl) :=
∑
I

‖fI‖H1(Rn).

Si 1 ≤ l ≤ n, on définit

H1
d(R

n,Λl) := {f ∈ H1(Rn,Λl); il existe g ∈ D′(Rn,Λl−1) telle que f = dg}.
Un atome de H1

d(R
n,Λl) est une l-forme différentielle a ∈ L2(Rn,Λl) pour laquelle

il existe une boule B de rayon r et une l − 1 forme b ∈ L2(Rn,Λl−1) vérifiant:

• le support de b est inclus dans B et a = db,
• ‖a‖2 ≤ |B|−1/2 et ‖b‖2 ≤ r|B|−1/2.

Les auteurs montrent que f ∈ H1
d(R

n,Λl) si, et seulement si, il existe (λk) ∈ l1 et
une suite (ak)k≥1 d’atomes de H1

d(R
n,Λl) telles que

f =
∑
k≥1

λkak.
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De plus, ‖f‖H1
d(R

n,Λl) ∼ inf
∑
k |λk|, la borne inférieure étant prise sur toutes les

décompositions possibles de f . La preuve consiste à exploiter le lien entre espaces de
Hardy et espaces de tentes, et à utiliser la décomposition atomique dans les espaces
de tentes pour revenir ensuite à celle des espaces de Hardy (voir la section 2.3.3).

Une application de cette décomposition atomique est l’identification du dual de
H1
d(R

n,Λl), qui est une version de BMO à valeurs dans les formes différentielles.
Une version de (4.6) et de (4.7) (rencontrées dans la section 4) dans ce contexte de
formes différentielles sont également données.

Les auteurs donnent également une application de ces résultats à
l’homogénéisation d’un système intervenant en élasticité linéaire, à la suite de
travaux de Geymonat, Müller, Triantafyllidis et Zhang ([166, 333]).

Tous ces résultats sont transposés au cas des domaines lipschitziens de R
n dans

[243]. Si Ω est un tel domaine, les auteurs considèrent l’espace H1
z,d(Ω,Λ

l) des
formes de H1

d(R
n,Λl) à support dans Ω et prouvent pour cet espace l’analogue des

résultats obtenus dans [244]. Il ne semble pas exister de théorie comparable pour
l’espace H1

r,d(Ω,Λ
l).

5.3. Le cas riemannien

5.3.1. Le cadre géométrique

On reprend les notations de la section 5.1. Pour tout x ∈ M , soit ΛT ∗
xM

l’algèbre extérieure complexe sur l’espace cotangent T ∗
xM . Soit ΛT ∗M =

⊕0≤k≤dimMΛkT ∗M le fibré sur M dont la fibre en chaque x ∈ M est donnée
par ΛT ∗

xM , et soit L2(ΛT ∗M) l’espace des sections de ΛT ∗M de carré intégrable.
On rappelle que d désigne la différentiation extérieure. Pour 0 ≤ k ≤ dim M−1,

d envoie C∞
0 (ΛkT ∗M) dans C∞

0 (Λk+1T ∗M) et vérifie d2 = 0. Soit d∗ l’adjoint
de d sur L2(ΛT ∗M). On notera aussi D = d + d∗ l’opérateur de Hodge-Dirac
sur L2(ΛT ∗M) et ∆ = D2 = dd∗ + d∗d le Laplacien (de Hodge–de Rham). La
décomposition de Hodge dans L2, valable dans toute variété riemannienne complète,
affirme que

L2(ΛT ∗M) = R(d) ⊕R(d∗) ⊕N (∆),

où, pour tout opérateur T , R(T ) (resp. N (T )) est l’image (resp. le noyau) de T , et
la décomposition est orthogonale (voir [119], Théorème 24, p. 165 et [73]).

Pour définir des espaces de Hardy de formes différentielles sur M , il est naturel
de chercher à tirer parti dans ce cadre des différents points de vue exposés dans le
cas euclidien dans la section 2.3 de la partie I. Dans [244], Lou et McIntosh utilisent
le lien entre espaces de Hardy et espaces de tentes pour obtenir la décomposition
atomique de H1

d(R
n,Λl). Nous avons étendu ce point de vue au cas des formes

différentielles sur M , prenant cette fois le lien avec les espaces de tentes comme
point de départ pour définir les espaces de Hardy.

Pour pouvoir disposer d’une théorie satisfaisante des espaces de tentes (voir
[93, 280]), et en particulier d’une décomposition atomique, on supposera toujours
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(D). Ce sera la seule hypothèse géométrique sur M pour la plupart des résultats.
On rappelle que (D) est vérifiée sur les groupes de Lie à croissance polynomiale, les
variétés à courbure de Ricci positive ou nulle ([57]), les revêtements co-compacts
dont le groupe est à croissance polynomiale ([106]).

Au vu des formules reliant espaces de Hardy et espaces tentes (voir les formules
(2.31) et (2.32) dans la section 2.3.3), passer d’une décomposition atomique pour
les espaces de tentes à une décomposition en atomes (ou en molécules) pour un
espace de Hardy requiert des estimations sur le semigroupe engendré par ∆.

Comme on l’a rappelé dans la section 2.2.3, les estimations du noyau du semi-
groupe engendré par l’opérateur de Laplace–Beltrami (donc le laplacien sur les fonc-
tions) et leurs relations avec la géométrie deM sont bien comprises (voir notamment
[177, 234, 283]). En revanche, on ne dispose pas, la plupart du temps, d’estimations
ponctuelles du noyau du semigroupe engendré par le laplacien de Hodge–de-Rham
(voir [45, 107, 121, 241]).

On a vu (section 3.3.3) que, dans [197], pour établir différentes caractérisations
des espaces H1

L(Rn), Hofmann et Mayboroda utilisent les estimations L2 de type
Gaffney satisfaites par le semi-groupe e−tL, alors même que le noyau de ce semi-
groupe ne vérifie pas, en général, d’estimations ponctuelles du type (G∞). Sur
toute variété riemannienne complète, le semigroupe engendré par le laplacien de
Hodge vérifie des estimations L2 de type Gaffney analogues, dont voici un exemple
([113, 114]):

Lemme 5.1. Pour toute fonction h ∈ L∞(M), on note Mh l ’opérateur de mul-
tiplication par h. Soit N ≥ 0. Il existe α > 0 tels que, pour tous fermés disjoints
E,F ⊂M et tout t > 0,

‖MχF (t2∆)Ne−t
2∆MχE‖2,2 + ‖MχF tD(t2∆)Ne−t

2∆MχE‖2,2 � e−α
ρ2(E,F )

t2

avec

ρ(E,F ) = inf
x∈E, y∈F

ρ(x, y).

Remarque 5.1. Dans cet énoncé, on a utilisé la notation suivante: si T est un
opérateur de Lp dans Lq, on définit

‖T ‖q,p := sup
f∈Lp, ‖f‖p≤1

‖Tf‖q.

Tout comme dans [197], nous avons pu développer une théorie des espaces de
Hardy de formes différentielles en utilisant exclusivement des estimations semblables
à celles du Lemme 5.1. De façon générale, les estimations que nous utilisons con-
cernent des fonctions générales de D ou de ∆ et seront appelées dans la suite
“estimations L2 hors diagonale”. Ces estimations disent toutes que, si on applique
f(D) ou f(∆) à une section h à support dans E, et si F est un fermé disjoint de E,
alors la norme L2 de f(D)h sur F est contrôlée par celle de h à travers un facteur
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de décroissance qui fait intervenir la distance entre E et F (voir [23], section 3). A
la différence de [197] (mais comme dans [196]), nous ne définissons pas seulement
H1 mais Hp pour tout 1 ≤ p ≤ +∞. Ces espaces de Hardy Hp, qui seront donc
définis via des espaces de tentes, forment une famille d’espaces d’interpolation pour
la méthode complexe, et peuvent être comparés aux espaces Lp. La transformée
de Riesz D∆−1/2 est continue sur ces espaces Hp. Plus généralement, l’opérateur
D possède un calcul fonctionnel H∞ sur ces espaces Hp. On obtiendra également
une décomposition de Hodge pour ces espaces. L’espace H1 possède aussi une car-
actérisation moléculaire et une caractérisation en termes de fonction maximale non
tangentielle. On notera que, contrairement au point de vue adopté dans [197], on
ne part pas du point de vue moléculaire pour définir les espaces de Hardy, ce qui
nous obligerait à ne considérer que H1.

Comme on l’a dit, pour les résultats qu’on vient de mentionner, on supposera
seulement (D), on ne supposera donc pas d’inégalité de Poincaré, et on ne fera
pas d’hypothèse sur la courbure de Ricci ou la courbure sectionnelle. En ajoutant
certaines hypothèses géométriques, il sera possible, dans le cas des fonctions, c’est-
à-dire des 0-formes, d’identifier les espaces Hp(ΛT ∗M) à l’espace H1

CW (M) ou des
espaces Lp.

5.3.2. Les espaces de tentes de formes différentielles sur M

Soit M une variété riemannienne connexe complète. On supposera toujours que (D)
est satisfaite (section 2.2.3). Comme on l’a rappelé à la section 2.4, cette hypothèse,
qui signifie que (M,ρ, µ) est un espace de type homogène au sens de Coifman–
Weiss, est naturelle pour développer une théorie des espaces de Hardy. Il est facile
de vérifier que, sous l’hypothèse (D), il existe C > 0 et κ > 0 tels que, pour tout
x ∈M , tout r > 0 et tout θ > 1,

V (x, θr) ≤ CθκV (x, r). (5.1)

On définit dans la suite trois types d’espaces de Hardy de formes différentielles
sur M . Le premier est construit à partir des espaces de tentes, dans l’esprit de ce
qui se passe dans le cadre euclidien (voir la section 2.3.3).

On définit donc d’abord ces espaces de tentes dans le contexte de M et des
formes différentielles, reprenant les idées de [93]. Pour tout x ∈ M et tout α > 0,
le cône d’ouverture α et de sommet x est défini par

Γα(x) = {(y, t) ∈M × ]0,+∞[; y ∈ B(x, αt)}.
Quand α = 1, on notera Γ(x) au lieu de Γα(x).

Pour tout sous-ensemble fermé F ⊂ M , soit R(F ) l’union de tous les cônes
d’ouverture 1 dont le sommet appartient à F . Enfin, si O ⊂ M est ouvert et si
F = M\O, la tente au-dessus de O, que l’on notera T (O), est le complémentaire
de R(F ) dans M× ]0,+∞[.

Soit F = (Ft)t>0 une famille de sections mesurables de ΛT ∗M . On note
F (y, t) := Ft(y) pour tout y ∈ M et tout t > 0 et on suppose F mesurable sur
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M× ]0,+∞[. Pour tout x ∈M , on pose

SF (x) =

(∫∫
Γ(x)

|F (y, t)|2 dµ(y)
V (x, t)

dt

t

)1/2

,

et, si 1 ≤ p < +∞, on dira que F ∈ T p,2(ΛT ∗M) si, et seulement si,

‖F‖Tp,2(ΛT∗M) := ‖SF‖Lp(M) < +∞.

Pour le cas p = +∞, on procède comme suit. Pour toute famille (Ft)t>0 de sections
mesurables de ΛT ∗M et tout x ∈M , on pose

CF (x) = sup
B�x

(
1

V (B)

∫∫
T (B)

|F (y, t)|2dµ(y)
dt

t

)1/2

,

où la borne supérieure est prise sur toutes les boules B contenant x, et on dit que
F ∈ T∞,2(ΛT ∗M) si, et seulement si,

‖F‖T∞,2(ΛT∗M) := ‖CF‖L∞(M) < +∞.

Comme dans le cadre euclidien, le dual de T p,2(ΛT ∗M) est T p
′,2(ΛT ∗M) pour tout

1 ≤ p < +∞, si 1
p + 1

p′ = 1. L’espace T 1,2(ΛT ∗M) possède une décomposition
atomique (voir [280]) et les espaces T p,2(ΛT ∗M) forment une famille d’espaces
d’interpolation pour la méthode d’interpolation complexe.

5.3.3. Définition des espaces de Hardy de formes différentielles sur M

On définit ces espaces de Hardy à partir des espaces de tentes sur M par le biais
d’opérateurs construits grâce au calcul fonctionnel de D et de ∆. Pour cela, on
introduit les notations suivantes. Si θ∈ ]0, π2 [, on définit

Σθ+ = {z ∈ C\{0}; |arg z| ≤ θ} ∪ {0},
Σ0
θ+ = {z ∈ C\{0}; |arg z| < θ},
Σθ = Σθ+ ∪ (−Σθ+),

Σ0
θ = Σ0

θ+ ∪ (−Σ0
θ+),

et on note H∞(Σ0
θ) l’algèbre des fonctions holomorphes bornées sur Σ0

θ. Pour tous
σ, τ > 0, on appelle Ψσ,τ (Σ0

θ) l’ensemble des fonctions holomorphes ψ ∈ H∞(Σ0
θ)

pour lesquelles il existe C > 0 tel que, pour tout z ∈ Σ0
θ,

|ψ(z)| ≤ C inf{|z|σ, |z|−τ}.
On pose alors Ψ(Σ0

θ) = ∪σ,τ>0Ψσ,τ(Σ0
θ).

Voici des exemples de fonctions dans ces différentes classes:

• si ψ(z) = zN (1 ± iz)−α avec N,α entiers tels que 1 ≤ N < α, alors ψ ∈
ΨN,α−N(Σ0

θ),
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• si ψ(z) = zN (1 + z2)−β pour des entiers N, β tels que 1 ≤ N < 2β, alors
ψ ∈ ΨN,2β−N(Σ0

θ),
• si ψ(z) = zN exp(−z2) pour un entier N ≥ 0, alors ψ ∈ ΨN,τ(Σ0

θ) pour tout
τ > 0.

Soit ψ ∈ Ψ(Σ0
θ) pour un θ > 0. Pour tout t > 0, on pose ψt(z) = ψ(tz) pour

tout z ∈ Σ0
θ. On définit l’opétateur Sψ : T 2,2(ΛT ∗M) → L2(ΛT ∗M) par

SψH =
∫ +∞

0

ψt(D)Ht
dt

t

et Qψ : L2(ΛT ∗M) → T 2,2(ΛT ∗M) par

(Qψh)t = ψt(D)h

pour toute h ∈ L2(ΛT ∗M) et tout t > 0. La continuité de Qψ : L2(ΛT ∗M) →
T 2,2(ΛT ∗M) provient du théorème spectral, et celle de Sψ : T 2,2(ΛT ∗M) →
L2(ΛT ∗M) du fait que Sψ = Q∗

ψ
.

Par analogie avec ce qui se passe dans le cas euclidien, on veut pouvoir dire que,
si H est dans l’espace de tentes T p,2(ΛT ∗M), alors SψH est dans l’espace de Hardy
Hp, et que si h est dans cet espace de Hardy Hp, alors Qψh est dans l’espace de
tentes T p,2(ΛT ∗M). On définit donc un premier espace de la façon suivante:

Définition 5.1. Pour toute ψ ∈ Ψ(Σ0
θ), on définit EpD,ψ(ΛT ∗M) =

Sψ(T p,2(ΛT ∗M) ∩ T 2,2(ΛT ∗M)), muni de la semi-norme

‖h‖HpD,ψ(ΛT∗M)

= inf{‖H‖Tp,2(ΛT∗M);H ∈ T p,2(ΛT ∗M) ∩ T 2,2(ΛT ∗M),SψH = h}.

Supposons dans un premier temps que p = 2. On observe d’abord que, comme
D est auto-adjoint sur L2(ΛT ∗M),

L2(ΛT ∗M) = R(D) ⊕N (D), (5.2)

la somme étant directe et orthogonale (l’adhérence est prise pour la topologie forte
de L2(ΛT ∗M)).

Si h ∈ E2
D,ψ(ΛT ∗M), alors h ∈ R(D) (l’adhérence ayant le même sens que dans

(5.2)) et, par théorie spectrale,

‖Qψh‖T 2,2(ΛT∗M) ∼ ‖h‖2. (5.3)

Fixons une fonction ψ̃ ∈ Ψ(Σ0
θ) telle que

∫ +∞
0

ψ(±t)ψ̃(±t)dtt = 1. On peut écrire
une version de la formule reproduisante de Calderón (voir (2.31)): pour tout h ∈
R(D),

h = SeψQψh,
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ce qui montre que h ∈ E2
D,ψ(ΛT ∗M) et, par (5.3),

‖h‖E2
D,ψ(ΛT∗M) ∼ ‖Qψh‖Tp,2(ΛT∗M). (5.4)

Ainsi, E2
D,ψ(ΛT ∗M) = R(D), ce qui montre en particulier que E2

D,ψ(ΛT ∗M) ne
dépend pas du choix de ψ ∈ Ψ(Σ0

θ).
On examine maintenant ce qui deviennent ces propriétés, et en particulier (5.4),

quand p 
= 2, en distinguant 1 ≤ p < 2 et 2 < p < +∞. On est amené à restreindre
la classe des fonctions ψ utilisables.

Le cas 1 ≤ p < 2: soit β = E(κ2 ) + 1 (E désignant la partie entière, on rappelle
que κ est donnée par (5.1)). Alors, pour ψ ∈ Ψβ,2(Σ0

θ), E
p
D,ψ(ΛT ∗M) ne dépend

pas du choix de ψ, et peut être décrit grâce à l’opérateur Qeeψ
si ˜̃ψ ∈ Ψ1,β+1(Σ0

θ).
Plus précisément:

Lemme 5.2. Si ψ, ψ̃ ∈ Ψβ,2(Σ0
θ) et ˜̃ψ ∈ Ψ1,β+1(Σ0

θ), alors

EpD,ψ(ΛT ∗M) = Ep
D, eψ

(ΛT ∗M) = {h ∈ R(D); ‖Qeeψ
h‖Tp,2(ΛT∗M) < +∞}

et la semi-norme dans EpD,ψ(ΛT ∗M) est en fait une norme et vérifie

‖h‖HpD,ψ(ΛT∗M) ∼ ‖h‖Hp
D, eψ

(ΛT∗M) ∼ ‖Qeeψ
h‖Tp,2(ΛT∗M).

Dans ce lemme, R(D) a toujours le même sens que dans (5.2).

Proposition 5.1. Avec les mêmes notations que pour le Lemme 5.2, {h ∈
R(D); ‖Qeeψ

h‖Tp,2(ΛT∗M) < +∞} est dense dans EpD,ψ(ΛT ∗M) pour toute ˜̃
ψ ∈

Ψ1,β+1(Σ0
θ).

Les preuves de ces résultats reposent sur le fait que, si ϕ ∈ Ψ1,β+1(Σ0
θ) et

ψ ∈ Ψβ,2(Σ0
θ), QϕSψ, qui est clairement un opérateur continu sur T 2,2(ΛT ∗M), se

prolonge en un opérateur continu sur T p,2(ΛT ∗M). Comme les espaces de tentes
forment une famille d’espaces d’interpolation pour la méthode complexe, il suffit
de prouver cette continuité sur T 1,2(ΛT ∗M). Cette continuité provient essentielle-
ment de la décomposition atomique pour T 1,2(ΛT ∗M) et des estimations de type
Gaffney pour des opérateurs construits à partir de D. C’est dans cette preuve
qu’apparaissent les restrictions sur la fonction ψ dans les énoncés du Lemme 5.2 et
de la Proposition 5.1. On renvoie à [23], sections 4 et 5, pour des preuves complètes.

On peut à présent définir les espaces de Hardy associés à D pour 1 ≤ p ≤ 2.

Définition 5.2. Soit 1 ≤ p ≤ 2. On définit Hp
D(ΛT ∗M) comme le complété de

EpD,ψ(ΛT ∗M) pour la norme ‖h‖HpD,ψ(ΛT∗M) pour toute ψ ∈ Ψβ,2(Σ0
θ). Cette norme

sera simplement notée ‖h‖HpD(ΛT∗M).
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On a donc

Hp
D(ΛT ∗M) = {h ∈ R(D); ‖Qψh‖Tp,2(ΛT∗M) < +∞}

muni de la norme ‖Qψh‖Tp,2(ΛT∗M) pour toute ψ ∈ Ψ1,β+1(Σ0
θ). Par exemple,

‖h‖HpD(ΛT∗M) ∼ ‖tDe−t
√

∆h‖Tp,2(ΛT∗M)

∼ ‖t2∆e−t2∆h‖Tp,2(ΛT∗M)

∼ ‖tD(I + t2∆)−Nh‖Tp,2(ΛT∗M)

si N ≥ β
2 + 1.

Il résulte de la discussion du cas p = 2 que H2(ΛT ∗M) = R(D).

Le cas 2 < p < +∞: on a des propriétés analogues, en permutant les rôles de
Ψβ,2(Σ0

θ) et Ψ1,β+1(Σ0
θ).

Définition 5.3. On suppose que 2 < p < +∞ et on pose toujours β =
E(κ2 ) + 1. On définit Hp

D(ΛT ∗M) comme le complété de EpD,ψ(ΛT ∗M) pour la
norme ‖h‖HpD,ψ(ΛT∗M) avec ψ ∈ Ψ1,β+1(Σ0

θ). Cette norme sera notée ‖h‖HpD(ΛT∗M).
Cet espace est indépendant du choix de ψ ∈ Ψ1,β+1(Σ0

θ).

En particulier,

Hp
D(ΛT ∗M) = {h ∈ R(D); ‖Qψh‖Tp,2(ΛT∗M) < +∞}

pour la norme ‖Qψh‖Tp,2(ΛT∗M) pour toute ψ ∈ Ψβ,2(Σ0
θ). Par exemple,

‖h‖HpD(ΛT∗M) ∼ ‖(tD)βe−t
√

∆h‖Tp,2(ΛT∗M)

∼ ‖(t2∆)Me−t
2∆h‖Tp,2(ΛT∗M)

∼ ‖(tD)β(I + t2∆)−Nh‖Tp,2(ΛT∗M)

avec M ≥ β
2 et N ≥ β

2 + 1.

Les deux définitions cöıncident bien pour p = 2 et donnent H2(ΛT ∗M) = R(D).
On peut également définir, pour tout 1 ≤ p < +∞, des espaces de Hardy

Hp
∆(ΛT ∗M) associés au Laplacien ∆ = D2, et, en choisissant les fonctions ψ dans

les constructions précédentes comme des fonctions paires, on voit facilement que
l’espace Hp

∆(ΛT ∗M) cöıncide avec Hp
D(ΛT ∗M) pour tout 1 < p < +∞. Cet espace

sera désormais noté Hp(ΛT ∗M).
Enfin, on définit H∞(ΛT ∗M) comme le dual de H1(ΛT ∗M), muni de la

norme usuelle du dual. On peut décrire cet espace de la manière suivante: si
G ∈ T∞,2(ΛT ∗M), on définit:

TG(f) :=
∫∫

(Qψf)t(x)G(x, t)dµ(x)
dt

t
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pour toute f ∈ E1
D(ΛT ∗M). Alors TG s’étend de manière unique en une forme

linéaire continue sur H1(ΛT ∗M). Réciproquement, si U est une forme linéaire con-
tinue sur H1(ΛT ∗M), il existe G ∈ T∞,2(ΛT ∗M) tel que U = TG. On a également

‖U‖H∞(ΛT∗M) ∼ inf ‖G‖T∞,2(ΛT∗M),

la borne inférieure étant prise sur toutes les G ∈ T∞,2(ΛT ∗M) telles que U = TG.
Cet espace dual de H1(ΛT ∗M) est en fait de type BMO si on se réfère à

la dualité usuelle entre H1 et BMO, mais on conserve l’écriture H∞(ΛT ∗M) de
manière à unifier les notations. Contrairement à ce qui se passe dans [197], on ne
donne pas de définition de cet espace BMO faisant directement intervenir D, et
on n’obtient pas de caractérisation de cet espace BMO en termes de mesures de
Carleson, ni de lemme de John–Nirenberg.

Les propriétés de dualité et d’interpolation des espaces de tentes se transmettent
aux espaces de Hardy:

Théorème 5.2. Pour tout p∈ ]1,+∞[, si 1/p+ 1/p′ = 1, le dual de Hp(ΛT ∗M)
est Hp′(ΛT ∗M). La dualité est donnée par 〈g, h〉 �→ ∫

M
〈g(x), h(x)〉dx. De plus, par

définition, le dual de H1(ΛT ∗M) est H∞(ΛT ∗M).

Théorème 5.3. Soient 1 ≤ p0 < p < p1 ≤ +∞ et θ∈ ]0, 1[ tels que 1/p =
(1 − θ)/p0 + θ/p1. Alors [Hp0(ΛT ∗M), Hp1(ΛT ∗M)]θ = Hp(ΛT ∗M).

5.3.4. Transformée de Riesz et espaces de Hardy

Théorème 5.4.

1. Pour tout 1 ≤ p ≤ +∞, la transformée de Riesz D∆−1/2, définie initiale-
ment sur R(D), se prolonge en un opérateur continu sur Hp(ΛT ∗M). On a
‖D∆−1/2h‖Hp(ΛT∗M) ∼ ‖h‖Hp(ΛT∗M).

2. Plus généralement, f(D) est continu sur Hp(ΛT ∗M) pour toute f ∈ H∞(Σ0
θ) et

on a ‖f(D)h‖Hp(ΛT∗M) � ‖f‖∞‖h‖Hp(ΛT∗M).

Ce résultat est une conséquence très simple des définitions des espaces
Hp(ΛT ∗M) (voir [23], Théorèmes 5.11 et 5.12).

On peut préciser le Théorème 5.4 en considérant des espaces de Hardy de
formes différentielles de degré fixé. Soit n la dimension de M . En écrivant ΛT ∗M =
⊕0≤k≤nΛkT ∗M , on définit de façon naturelle Hp(ΛkT ∗M) pour tout 0 ≤ k ≤ n

(d’abord pour 1 ≤ p < +∞, puis pour p = +∞ par dualité). Le Théorème 5.4
appliqué aux k-formes montre que, si 0 ≤ k ≤ n − 1, d∆−1/2 est continu de
Hp(ΛkT ∗M) dans Hp(Λk+1T ∗M), et que, pour tout 1 ≤ k ≤ n, d∗∆−1/2 est
continu de Hp(ΛkT ∗M) dans Hp(Λk−1T ∗M). Finalement,

Théorème 5.5. Pour tout 1 ≤ p ≤ +∞, d∆−1/2 et d∗∆−1/2 sont continus sur
Hp(ΛT ∗M).
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5.3.5. Décomposition de Hodge

On peut également définir de façon naturelle des espaces de Hardy associés aux
opérateurs d et d∗. Pour 1 ≤ p < +∞, on pose

Hp
d (ΛT

∗M) = R(d) ∩Hp(ΛT ∗M), Hp
d∗(ΛT

∗M) = R(d∗) ∩Hp(ΛT ∗M)

l’adhérence étant prise pour la topologie de Hp(ΛT ∗M). On obtient alors une
décomposition de Hodge pour Hp(ΛT ∗M):

Théorème 5.6. Pour tout 1 ≤ p < +∞, Hp(ΛT ∗M) = Hp
d (ΛT

∗M) ⊕
Hp
d∗(ΛT

∗M), et cette décomposition est topologique.

C’est une conséquence du Théorème 5.4.
Si 1 < p < +∞, le dual de Hp

d (ΛT
∗M) est isomorphe à Hp′

d (ΛT ∗M), avec
1/p + 1/p′ = 1. On définit H∞

d (ΛT ∗M) (resp. H∞
d∗ (ΛT ∗M)) comme le dual de

H1
d(ΛT

∗M) (resp. H1
d∗(ΛT

∗M)).
On peut donner l’énoncé suivant à propos des transformées de Riesz sur les

espaces Hp
d (ΛT

∗M) et Hp
d∗(ΛT

∗M):

Théorème 5.7. Soit 1 ≤ p ≤ +∞. L’opérateur d∆−1/2 se prolonge en un iso-
morphisme continu de Hp

d∗(ΛT
∗M) sur Hp

d (ΛT ∗M) et d∗∆−1/2 en un isomor-
phisme continu de Hp

d (ΛT
∗M) sur Hp

d∗(ΛT
∗M). Ces opérateurs sont inverses l’un

de l’autre.

En fixant le degré des formes considérées, on définit aussiHp
d (Λ

kT ∗M) pour tout
1 ≤ k ≤ n et Hp

d∗(Λ
kT ∗M) pour tout 0 ≤ k ≤ n−1, et on déduit du Théorème 5.7:

Théorème 5.8. Soit 1 ≤ p ≤ +∞.

(a) Pour tout 0 ≤ k ≤ n−1, d∆−1/2 est un isomorphisme continu de Hp
d∗(Λ

kT ∗M)
sur Hp

d (Λ
k+1T ∗M).

(b) Pour tout 1 ≤ k ≤ n, d∗∆−1/2 est un isomorphisme continu de Hp
d (Λ

kT ∗M)
sur Hp

d∗(Λ
k−1T ∗M).

5.3.6. La décomposition moléculaire

Dans [243, 244], Lou et McIntosh ont obtenu une décomposition atomique pour les
espaces H1

d(R
n,Λl) et H1

z,d(Ω,Λ
l) (voir la section 5.2). On rappelle que la condition

de moment nul pour un atome usuel est remplacée par la condition que cet atome
a est une forme différentielle exacte db, avec des estimations L2 appropriées pour a
et b.

On adapte cette notion d’atome au cas des formes différentielles sur M . Comme
dans [197], le manque de décroissance de e−t∆ (dont on ne sait pas, en général,
estimer ponctuellement le noyau) a pour conséquence qu’on n’obtient pas des
atomes à support compact, mais des molécules, qui ne sont pas à support com-
pact en général (voir toutefois la section 5.5.1 plus loin) mais possèdent une bonne
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décroissance L2 sur des couronnes dyadiques. De plus, une molécule a sera l’image
par DN d’une section b ∈ L2(ΛT ∗M), où N ≥ 1 est un entier assez grand, pour
compenser le manque de régularité de e−t∆.

Voici la définition précise d’une molécule. Soit C > 0. Pour toute boule B ⊂M

de rayon r, si (χk)k≥0 est une suite de fonctions de classe C∞ sur M à support
compact, on dira que (χk)k≥0 est adaptée à B si, et seulement si:

• χ0 est à support dans 4B (voir la section 1 pour cette notation),
• pour tout k ≥ 1, χk est à support dans 2k+2B\2k−1B,
• ∑

k≥0

χk = 1 sur M et �∇χk�∞ ≤ C

2kr
. (5.5)

Si C > 0 est assez grand, pour toute boule B, il existe une suite adaptée à B.
Soit N ≥ 1 un entier. Si a ∈ L2(ΛT ∗M), on dit que a est une N -molécule si,

et seulement si, il existe une boule B ⊂ M de rayon r, b ∈ L2(ΛT ∗M) telle que
a = DNb, et une suite (χk)k≥0 adaptée à B telle que, pour tout k ≥ 0,

‖χka‖L2(ΛT∗M) ≤ 2−kV −1/2(2kB) et ‖χkb‖L2(ΛT∗M) ≤ 2−krNV −1/2(2kB).

(5.6)

On remarque que les estimations (5.6) entrâınent

‖a‖L2(ΛT∗M) ≤ 2V −1/2(B) et ‖b‖L2(ΛT∗M) ≤ 2rNV −1/2(B). (5.7)

Ainsi, a ∈ R(D) ⊂ H2(ΛT ∗M). De plus, toute N -molécule a appartient à
L1(ΛT ∗M) et

‖a‖L1(ΛT∗M) ≤ 2C (5.8)

où C est la constante apparaissant dans (D).

Définition 5.4. Une section f appartient à H1
mol,N(ΛT ∗M) si, et seulement si, il

existe une suite (λj)j≥1 ∈ l1 et une suite de N -molécules (aj)j≥1 telles que

f =
∑
j≥1

λjaj ,

avec convergence dans L1(ΛT ∗M), et on définit ‖f‖H1
mol,N (ΛT∗M) comme la borne

inférieure de
∑ |λj | prise sur toutes les décompositions.

On vérifie facilement que H1
mol,N (ΛT ∗M) est un espace de Banach. Si N est

assez grand, il cöıncide avec H1(ΛT ∗M):

Théorème 5.9. Pour tout entier N > κ
2 + 1 (on rappelle que κ apparâıt

dans (5.1)), H1
mol,N (ΛT ∗M) = H1(ΛT ∗M). En particulier, H1

mol,N (ΛT ∗M) est
indépendant de N du moment que N > κ

2 + 1.
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La preuve de ce théorème passe par la décomposition atomique pour les espaces
de tentes et les estimations L2 de type Gaffney pour D.

La décomposition moléculaire de H1(ΛT ∗M) montre en particulier que cet
espace est inclus dans L1(ΛT ∗M), ce que la définition de H1(ΛT ∗M) ne permet
pas d’obtenir de façon immédiate. Plus généralement:

Corollaire 5.1.

(a) Pour 1 ≤ p ≤ 2, Hp(ΛT ∗M) ⊂ R(D) ∩ Lp(ΛT ∗M)
Lp(ΛT∗M)

.

(b) Pour 2 ≤ p < +∞, R(D) ∩ Lp(ΛT ∗M)
Lp(ΛT∗M) ⊂ Hp(ΛT ∗M).

Remarque 5.2. L’assertion (b) du Corollaire 5.1 montre que, pour toute ψ ∈
Ψβ,2(Σθ0) et tout 2 ≤ p < +∞, pour toute f ∈ R(D) ∩ Lp(ΛT ∗M), Qψf ∈
T p,2(ΛT ∗M) et

‖Qψf‖Tp,2(ΛT∗M) � ‖f‖Lp(ΛT∗M). (5.9)

Dans le cadre euclidien et pour le laplacien usuel sur les fonctions, cette inégalité
traduit exactement la continuité Lp de l’intégrale d’aire de Lusin (voir [293], p. 91).
Sur un espace de nature homogène, la continuité sur Lp (pour tout 1 < p < +∞) de
l’intégrale d’aire associée à un opérateur L est établie dans [18] sous les hypothèses
suivantes: L engendre un semigroupe holomorphe sur L2, dont le noyau vérifie des
estimations gaussiennes supérieures, et L a un calcul holomorphe borné sur L2.
On rappelle que, dans ce travail sur les espaces de Hardy de formes différentielles,
on ne suppose aucune borne supérieure sur le noyau du semigroupe du laplacien
de Hodge pour prouver (5.9) pour p ≥ 2. Cette remarque signifie aussi que notre
construction d’espaces de Hardy permet, pour p > 2, de prouver la continuité Lp

d’une généralisation appropriée de l’intégrale d’aire de Lusin. Un tel point de vue
constitue une des motivations de [204], voir la section 5.5.3 ci-dessous.

Remarque 5.3. Comme ∆ = D2, on peut également définir un espace H1
mol,N

associé à ∆, qui cöıncide aussi avec H1(ΛT ∗M) si N est assez grand.

5.3.7. Caractérisation de H1(ΛT ∗M) par des fonctions maximales

On a vu (section 2.3.2 dans Rn et la section 3 dans des domaines fortement lip-
schitziens de Rn) que, dans le cadre euclidien, l’appartenance d’une fonction f

à un espace de Hardy H1 peut être caractérisée par l’appartenance à L1 de la
fonction maximale non tangentielle associée à Ptf , où Pt est le semigroupe de Pois-
son engendré par un opérateur elliptique d’ordre 2, si on suppose que le noyau
de ce semigroupe vérifie des hypothèses de taille et de régularité appropriées. On
va donner une caractérisation maximale analogue de H1(ΛT ∗M). Deux différences
importantes apparaissent: comme dans [197], l’absence d’estimations ponctuelles
(et en particulier de régularité) pour le semigroupe engendré par le laplacien de
Hodge oblige à remplacer l’évaluation ponctuelle de |Ptf(y)| par une moyenne L2
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sur une boule par rapport à y et t (cette idée provient de [221]), et le semigroupe de
Poisson est trop peu décroissant, et est remplacé par le semigroupe de la chaleur.

Pour formuler précisément le résultat, pour tout x ∈M et 0 < r < t, on notera
B((x, t), r) = B(x, r) × (t− r, t+ r).

Soit α > 0. On choisit c > 0 tel que, pour tout x ∈ M , dès que (y, t) ∈ Γα(x),
B((y, t), ct) ⊂ Γ2α(x) (c’est le cas pour c ≤ α/(1+2α)). Pour toute f ∈ L2(ΛT ∗M)
et tout x ∈M , on pose

f∗
α,c(x) = sup

(y,t)∈Γα(x)

(
1

tV (y, t)

∫∫
B((y,t),ct)

|e−s2∆f(z)|2dzds
)1/2

.

On définit alors H1
max(ΛT

∗M) comme le complété de {f ∈ R(D); ‖f∗
α,c‖L1(M) <

+∞} pour cette norme et on note

‖f‖H1
max(ΛT∗M) = ‖f∗

α,c‖L1(M).

On peut vérifier que l’espace H1
max(ΛT

∗M) ne dépend pas du choix de α et c
vérifiant les conditions précédentes. On a alors:

Théorème 5.10. Sous l’hypothèse (D), H1(ΛT ∗M) = H1
max(ΛT

∗M).

5.3.8. Comparaison avec H1
CW (M) et Lp(ΛT ∗M), précisions sur la

décomposition moléculaire

En renforçant les hypothèses géométriques sur M , on peut préciser certains des
résultats précédents.

Comparaison de H1(ΛT ∗M) avec l’espace de Hardy de Coifman–Weiss
L’espace H1

d∗(Λ
0T ∗M) = H1

D(Λ0T ∗M) = H1
∆(Λ0T ∗M) est un espace de Hardy de

0-formes, c’est-à-dire de fonctions. Sous l’hypothèse (D), il est naturel de chercher
à le comparer à l’espace H1

CW (M).

Sous l’hypothèse (D), on a toujours H1
d∗(Λ

0T ∗M) ⊂ H1
CW (M). L’inclusion est

stricte en général. Ainsi, si M est la variété formée de deux copies de Rn reliées
par un cylindre, la propriété (D) est satisfaite, de sorte que la transformée de Riesz
d∆−1/2 est continue de H1

d∗(Λ
0T ∗M) dans H1

d(Λ
1T ∗M) d’après le Théorème 5.4,

alors que cette même transformée de Riesz n’est pas continue de H1
CW (M) dans

L1(M), ce que l’on peut voir en utilisant les méthodes de [75].
En revanche:

Théorème 5.11. Si on suppose (D) et (P ), alors H1
d∗(Λ

0T ∗M) = H1
CW (M).

Une conséquence de ce résultat et de la continuité des transformées de Riesz
sur les espaces de Hardy est le Théorème 5.1, déjà obtenu dans [279]. On peut
également, en utilisant la continuité des transformées de Riesz sur les espaces de
Hardy de formes différentielles, retrouver le résultat de continuité des transformées
de Riesz “scalaires” prouvé dans [249] et cité dans la section 5.1.
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Précisions sur la décomposition moléculaire de H1(ΛT ∗M)
On peut améliorer la décomposition moléculaire des formes dansH1(ΛT ∗M) en sup-
posant certaines estimations gaussiennes sur le semigroupe engendré par le Lapla-
cien de Hodge.

On note toujours n la dimension de M . Pour tout 0 ≤ k ≤ n, soit pkt le noyau
de e−t∆k , où ∆k est le Laplacien de Hodge–de Rham restreint aux k-formes. On
dira que la condition (Gk) est satisfaite si, et seulement si, il existe C, c > 0 tels
que, pour tout t > 0 et tous x, y ∈M ,

|pkt (x, y)| ≤
C

V (x,
√
t)
e−cd

2(x,y)/t. (Gk)

On dira que la condition (G) est satisfaite si, et seulement si, (Gk) est satisfaite
pour tout 0 ≤ k ≤ n.

En supposant que certaines estimations gaussiennes sont vérifiées, on peut
améliorer la décomposition moléculaire de l’espace H1(ΛT ∗M):

Théorème 5.12. On suppose toujours (D).

(a) Si la condition (G) est vérifiée, alors H1(ΛT ∗M) = H1
mol,1(ΛT

∗M).
(b) Si 1 ≤ k ≤ n et (Gk−1) est vérifiée, alors H1

d(Λ
kT ∗M) = H1

d,mol,1(Λ
kT ∗M).

(c) Si 0 ≤ k ≤ n − 1 et (Gk+1) est vérifiée, alors H1
d∗(Λ

kT ∗M) =
H1
d∗,mol,1(Λ

kT ∗M).

Dans ce théorème, on définit H1
d,mol,1(Λ

kT ∗M) et H1
d∗,mol,1(Λ

kT ∗M) de façon ana-
logue à H1

mol,1(ΛT
∗M) en utilisant les opérateurs d ou d∗ au lieu de D et en

spécialisant aux k-formes.

En complément au Théorème 5.12, on peut observer que les sections de
H1

mol,1(ΛT
∗M) possèdent en fait une décomposition atomique. Appelons atome

toute section a ∈ L2(ΛT ∗M) pour laquelle il existe une boule B ⊂ M de rayon
r et une section b ∈ L2(ΛT ∗M) à support dans B, telle que a = Db et

‖a‖L2(ΛT∗M) ≤ V −1/2(B) et ‖b‖L2(ΛT∗M) ≤ rV −1/2(B) (5.10)

(cette définition est donc similaire à celle des atomes de H1
d(R

n,Λl) introduite dans
[244]). On définit alors H1

at(ΛT
∗M) comme l’espace des sections f pour lesquelles

il existe une suite (λj)j≥1 ∈ l1 et une suite (aj)j≥1 d’atomes tels que f =
∑

j λjaj ,
muni de la norme usuelle. On a alors H1

mol,1(ΛT
∗M) = H1

at(ΛT ∗M). En util-
isant cette remarque, on voit que, quand M = Rn et k = 0, l’assertion (c) du
Théorème 5.12 est exactement la décomposition atomique usuelle pour H1(Rn).

On définit de façon semblable H1
d,at(ΛT

∗M), et cet espace cöıncide avec
H1
d,mol,1(ΛT

∗M). Une conséquence de ce fait et du Théorème 5.12 est que, lorsque
M = R

n, H1
d(Λ

kT ∗
R
n) est égal à l’espace H1

d(R
n,Λk) introduit dans [244].



April 11, 2011 12:22 WSPC/S1793-7442 251-CM S1793744211000278
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Comparaison de Hp(ΛT ∗M) avec Lp(ΛT ∗M)
Sous la condition (G) (toujours satisfaite lorsque M = R

n), on peut comparer
exactement Hp(ΛT ∗M) et Lp(ΛT ∗M) pour 1 < p ≤ 2:

Théorème 5.13. On suppose (D). Soit 1 < p < 2.

(a) On suppose (G). Alors,

Hp(ΛT ∗M) = R(D) ∩ Lp(ΛT ∗M)
Lp(ΛT∗M)

,

Hp
d (ΛT

∗M) = R(d) ∩ Lp(ΛT ∗M)
Lp(ΛT∗M)

et

Hp
d∗(ΛT

∗M) = R(d∗) ∩ Lp(ΛT ∗M)
Lp(ΛT∗M)

(b) On suppose (Gk) pour un 0 ≤ k ≤ n. Alors

Hp(ΛkT ∗M) = R(D) ∩ Lp(ΛkT ∗M)
Lp(ΛkT∗M)

,

et on a aussi les égalités correspondantes pour Hp
d (Λ

kT ∗M) et Hp
d∗(Λ

kT ∗M).

Remarque 5.4. On ne sait pas si l’égalité

Hp(Λ0T ∗M) = R(D) ∩ Lp(Λ0T ∗M)
Lp(Λ0T∗M)

pour 1 < p < 2

reste vraie sans une hypothèse de type (G) (notons que cette question concerne des

espaces de fonctions). Pour p > 2, on a vu que R(D) ∩ Lp(ΛT ∗M)
Lp(ΛT∗M) ⊂

Hp(ΛT ∗M), et l’inclusion réciproque est fausse en général, même sous des
hypothèses de type (G) ou inégalité de Poincaré, car elle entrâınerait la conti-
nuité des transformées de Riesz sur les espaces Lp de fonctions, qui, même avec ces
hypothèses, peut ne pas être vraie, comme on l’a vu dans la section 2.2.3.

Un corollaire du Théorème 5.13 et de la continuité des transformées de Riesz
sur les espaces de Hardy est l’énoncé suivant:

Corollaire 5.2. On suppose (D) et (G0). Alors, pour tout 1 < p ≤ 2, la trans-
formée de Riesz (pour les fonctions) d∆−1/2 est continue de Lp(Λ0T ∗M) dans
Lp(Λ1T ∗M).

On notera que l’hypothèse (G0) est exactement l’hypothèse (GUE ). Ce résultat,
ainsi que la continuité de L1(Λ0T ∗M) dans L1,∞(Λ1T ∗M) sous les mêmes
hypothèses, ont été obtenus dans [98]. Il faut noter que les résultats sur les espaces
de Hardy de formes différentielles ne permettent pas de retrouver la continuité de
L1(Λ0T ∗M) dans L1,∞(Λ1T ∗M). Par ailleurs, la question de savoir si le Corol-
laire 5.2 reste vrai sous la seule hypothèse (D) est ouverte.
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5.4. Une version locale

Une version locale des résultats de [23] est donnée dans [71]. Si M est une variété
à croissance du volume des boules au plus exponentielle, les auteurs définissent les
espaces de Hardy locaux hpD(ΛT ∗M) pour 1 ≤ p ≤ +∞. Les transformées de Riesz
“locales” D(∆ + aId)−1/2 sont continues sur hpD(ΛT ∗M) pour tout a > 0 et tout
1 ≤ p ≤ +∞. Une décomposition moléculaire de h1(ΛT ∗M) est également obtenue.
Pour cela, de nouveaux espaces tentes “localisés” sont introduits.

5.5. Construction d’espaces de Hardy et de Hardy–Sobolev

associés à des opérateurs

Plusieurs constructions d’espaces de Hardy associés à des opérateurs dans des
cadres généraux ont été développées. Certaines d’entre elles (comme celle de [197],
généralisée dans [198]), déjà rencontrée dans les sections 3 et 4) sont parallèles à
celle de [23]. Nous décrivons ci-après certains développements récents.

5.5.1. Espaces de Hardy associés à des opérateurs auto-adjoints positifs

Dans [196], les auteurs développent une théorie des espaces de Hardy Hp (1 ≤ p <

+∞) et BMO sur un espace X de nature homogène, associés à un opérateur auto-
adjoint positif sur L2(X), vérifiant des estimation de type Gaffney. Cette théorie
étend les résultats de [23] (mais aussi de [197], à ceci près que L n’est pas supposé
auto-adjoint dans [197]) dans le cas des fonctions (0-formes) et en améliore certains.
En particulier, l’espace H1 ainsi construit possède une décomposition atomique, ce
qui s’applique en particulier à H1(ΛT ∗M) dans [23]. Un point crucial des preuves
(qui oblige L à être auto-adjoint) est l’équivalence qu’établissent les auteurs entre
les estimations “à la Gaffney” pour L et la propriété de propagation à vitesse finie
de l’équation des ondes associée à L. En revanche, les auteurs n’obtiennent pas de
caractérisation maximale de H1 en général, mais seulement l’inclusion de H1 dans
un espace défini par une fonction maximale verticale ou non tangentielle (une telle
caractérisation est toutefois obtenue dans le cas particulier des espaces de Hardy
associés à un opérateur de Schrödinger, situation pour laquelle les auteurs montrent
aussi des résultats de continuité des transformées de Riesz de H1 dans L1). Le dual
de l’espace H1 ainsi construit est un espace BMO associé à L∗. Enfin, en suivant
une construction analogue à celle de [23], les auteurs construisent aussi des espaces
Hp
L qui forment une famille d’espaces d’interpolation pour la méthode complexe.

Un théorème d’interpolation réelle de type Marcinkiewicz est également prouvé.

5.5.2. Espaces de Hardy associés à des opérateurs sous forme divergence

Dans [198], les résultats de [197] et [196] sont étendus dans plusieurs directions. Si
L = −div(A∇) est un opérateur elliptique d’ordre 2 à coefficients complexes sur
Rn, les auteurs considèrent les espaces de Hardy, de Lipschitz, les espaces Lp et
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les espaces de Sobolev associés à L. Ils prouvent que, pour tout p /∈ [ 2n
n+2 ,

2n
n−2 ], il

existe L tel que le semigroupe e−tL n’est pas borné sur Lp(Rn). Ils décrivent tous
les espaces de Sobolev dans lesquels L possède un calcul fonctionnel holomorphe.
Les espaces de Hardy et de Lipschitz sont caractérisés en termes de fonctions max-
imales et de transformées de Riesz. Les auteurs prouvent aussi des décompositions
moléculaires et des résultats de dualité pour les espaces de Hardy.

5.5.3. Espaces de Hardy de fonctions à valeurs dans des espaces de Banach

La théorie des semigroupes Markoviens développée dans [294] montre que, pour
1 < p < +∞, pour toute fonction f ∈ Lp(Rn),

‖f‖p ∼ ‖g1(f)‖p, (5.11)

où

g1(f)(x) :=
(∫ +∞

0

|t√−∆e−t
√−∆f(x)|2 dt

t

)1
2

.

On a une inégalité comparable pour l’intégrale d’aire de Lusin. Si

sf(x) =

(∫∫
|y−x|<t

|t∂te−t(−∆)1/2f(y)|2 dydt
tn+1

)1/2

,

alors, pour tout 1 < p < +∞,

‖f‖p ∼ ‖sf‖p. (5.12)

Des inégalités analogues à (5.11) lorsque f est à valeurs dans un espace de Banach
possédant la propriété UMD (la définition de l’intégrale intervenant dans g1(f)(x)
faisant alors intervenir des variables aléatoires) ont été établies dans [64, 203].

Que devient l’inégalité (5.12) lorsque f est à valeurs dans un espace UMD?
Restons pour l’instant dans le cas de fonctions scalaires. Dans ce cas, (5.12) signifie
que

‖f‖p ∼ ‖∂te−t(−∆)1/2f‖Tp,2(Rn+1
+ ), (5.13)

et si on interprète le second membre de (5.13) comme la norme de f dans l’espace
de Hardy Hp(Rn), on voit que (5.12) revient à dire que, pour tout 1 < p < +∞,
Hp(Rn) = Lp(Rn).

Une telle observation se transpose à des contextes plus généraux. Comme on
l’a souligné dans la Remarque 5.2, on obtient, dans [23], comme conséquence de la
construction des espaces de Hardy Hp(ΛT ∗M), une inégalité qui généralise (5.12)
pour p > 2.

Il est donc naturel, pour donner une version de (5.12) pour des fonctions à
valeurs dans un espace UMD, de construire des espaces de Hardy adaptés à cette
situation. Hytönen, Van Neerven et Portal ont formulé, dans [204], un analogue
de (5.12) pour les fonctions à valeurs dans un espace UMD, suivant une démarche
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inspirée de [23], et leurs résultats peuvent être comparés à ceux de [23]. Etant
donnés un espace de Banach X ayant la propriété UMD et un espace de Hilbert
H et un opérateur A sur L2(Rn, H), bisectoriel et vérifiant des estimations L2

hors diagonale appropriées, les auteurs définissent une famille d’espaces de Hardy
de fonctions Hp

A(H,X), 1 ≤ p < +∞, sur lesquels A possède un calcul fonctionnel
H∞. La construction est analogue à celle faite dans [23] avec l’opérateurD, utilisant
des espaces de tentes adaptés et des fonctions ψ qui peuvent être prises dans des
classes Ψσ,τ(Σ0

θ) plus larges que celles considérées dans [23], grâce à des arguments
de type et de cotype.

5.5.4. Espaces de Hardy et de Hardy–Sobolev abstraits définis par une
famille d’opérateurs

Dans [55] (voir aussi [54] pour de nouveaux développements), Bernicot et Zhao
construisent des espaces de Hardy H1 abstraits adaptés à une famille d’opérateurs
sur un espace de nature homogène (et non un opérateur fixé comme dans [23,
196, 197]), par une construction moléculaire. Cette construction englobe, dans un
certain sens, les espaces de Hardy rencontrés dans certains cadres géométriques.
Ces espaces sont en général inclus (strictement) dans les espaces de Hardy connus,
mais sont quand même assez “gros” pour qu’il soit possible d’interpoler entre H1

et L2.
Plus précisément, soit (X, ρ, µ) un espace de nature homogène. On note Q la

famille de toutes les boules ouvertes de X . A chaque boule Q ∈ Q, on associe un
opérateur BQ continu sur L2(X), et on suppose qu’il existe C > 0 tel que, pour
toute boule Q ∈ Q et toute f ∈ L2(X),

‖BQf‖2 ≤ C‖f‖2.

Soit ε > 0. Une ε-molécule est une fonction m ∈ L1
loc(X) telle qu’il existe une boule

Q ∈ Q et une fonction fQ ∈ L2(X) avec les propriétés suivantes:

• m = BQ(fQ),
• ‖fQ‖L2(Q) ≤ µ(Q)−1/2,

• pour tout j ≥ 1, ‖fQ‖L2(2j+1Q\2jQ) ≤ µ(2jQ)−1/22−εj.

Si, de plus, le support de fQ est inclus dans Q, m s’appelle un atome. On définit
alors l’espace H1

ε,mol comme l’espace des fonctions mesurables f qui s’écrivent

f =
∑
j

λjmj (5.14)

où
∑ |λj | < +∞ et, pour tout j, mj est une molécule. On définit de même

l’espace H1
at en remplaçant les molécules par des atomes. Les normes de ces espaces

sont définies de manière usuelle. De façon générale, une molécule n’appartient pas
forcément à L1(X), de sorte que la série (5.14) ne converge que presque partout
mais pas nécessairement dans L1(X). Pour la même raison, il n’est pas certain que
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l’espace H1
ε,mol soit complet en général. Les auteurs donnent toutefois des condi-

tions suffisantes sur les opérateurs BQ pour garantir l’inclusion de H1
ε,mol dans L1

et la complétude de H1
ε,mol (voir la section 7 de [55]).

Si on choisit

BQf(x) := f(x)1Q(x) − 1
µ(Q)

(∫
Q

f(y)dµ(y)
)

1Q(x)

pour tout Q ∈ Q, alors pour tout ε, l’espace H1
ε,mol ainsi obtenu est l’espace

H1
CW (X).

Les espaces de Hardy sur Rn associés à des opérateurs de Schrödinger ([137, 138,
141]) peuvent aussi être réalisés comme des espaces H1

ε,mol pour un choix approprié
d’opérateurs BQ.

Pour un choix adéquat d’opérateurs BQ, les espaces H1
ε,mol sont inclus dans

l’espace H1
L(Rn) de [197], et dans l’espace H1(ΛT ∗M) de [23] (si on adapte la

construction de [55] au cas des formes différentielles).
Les auteurs donnent des conditions suffisantes de continuité de certains

opérateurs de H1
ε,mol dans L1. Plus précisément, si T est un opérateur continu

sur L2(X) qui vérifie des estimations L2 hors-diagonale adaptées aux opérateurs
BQ, alors T est continu de H1

ε,mol dans L1 ([55], Théorèmes 4.1 et 4.2). Ces
théorèmes, qui sont dans l’esprit de ceux de [13], généralisent le fait qu’un opérateur
de Calderón–Zygmund classique est continu de H1

CW dans L1.
De plus, sous une condition supplémentaire sur les opérateurs BQ, un opérateur

T borné sur H1
at et sur L2 est borné sur Lp pour tout p0 < p ≤ 2 pour un certain

p0 ∈ ]1, 2[ ([55], Théorème 5.3). Ainsi, les espaces de Hardy construits dans ce cadre,
même s’ils sont en général plus petits que les espaces de Hardy qui apparaissent
dans différents contextes géométriques, sont assez “gros” pour qu’il soit possible
d’interpoler entre H1 et L2.

Si L = −div(A∇) est un opérateur uniformément elliptique d’ordre 2 sur Rn à
coefficients complexes bornés, on montre ([55], section 5), en utilisant les estimations
de [197], que la transformée de Riesz ∇L−1/2 est continue de H1

ε,mol dans L1, et
on retrouve par interpolation la continuité de ∇L−1/2 sur Lp pour l’intervalle de p
déjà obtenu dans [13] et qui est optimal (voir la section 2.2.1).

Les auteurs obtiennent aussi une description partielle du dual de H1, qui est
un espace de type BMO. Des applications de cette théorie à des problèmes de
régularité maximale sont également données.

Il existe aussi une construction moléculaire analogue pour des espaces de Hardy–
Sobolev sur une variété riemannienne ([38]), qui englobe notamment les espaces
H1

mol,N(ΛT ∗M) de [23]. Très récemment, Badr et Dafni ([40]) ont montré que, sous
les hypothèses (D) et (P1), l’espace de Hardy–Sobolev homogène ḢS1

at construit
dans [38] cöıncide avec l’espace Ṁ1

1 ([185, 223]) construit grâce à la fonctionnelle

Nf(x) = sup
B�x

1
r(B)

1
V (B)

∫
B

|f(y) − fB|dµ(y),
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la borne supérieure étant prise sur toutes les boules contenant x. Ces résultats
complètent ceux de [41].

Ajoutons que les méthodes inspirées de [23] sont utilisées dans [24] pour prouver
des résultats de régularité maximale dans des espaces tentes.

5.6. Perspectives

Question ouverte 5.1. Dans [243], Lou et McIntosh ne considèrent que l’espace
H1
z,d(Ω,Λ

k). Peut-on développer une théorie semblable pour l’espace H1
r,d(Ω,Λ

k)?
Plus généralement, pourrait-on étendre les résultats de [23] aux espaces de Hardy
sur des domaines de M? Cela pourrait permettre, notamment, d’obtenir (sous des
hypothèses géométriques convenables) des résultats sur les transformées de Riesz
dans les espaces Lp sur des domaines de M .

Question ouverte 5.2. L’espace H∞(ΛT ∗M) est de type BMO, et est défini
comme le dual de H1(ΛT ∗M). Existe-t-il une définition directe de cet espace sem-
blable à celle de BMOL∗(Rn) dans [197], ou à celle de l’espace BMOd(Rn,Λk) de
[244]? Peut-on prouver un lemme de John-Nirenberg pour cet espace?

Direction de recherche 5.1. Sous la seule hypothèse (D), la transformée de
Riesz est continue de Hp(ΛT ∗M) dans lui-même pour tout 1 ≤ p ≤ +∞. Ce résultat
permet en particulier d’obtenir des théorèmes de continuité de la transformée de
Riesz sur Lp lorsqu’on sait identifier Hp et Lp. Toutefois, on ne sait, par le biais
de cette observation, que retrouver le résultat principal de [98]. Peut-on, grâce aux
résultats de [23], prouver la continuité de d∆−1/2 sur Lp(M) pour tout p∈ ]1, 2]
sous la seule hypothèse (D), c’est-à-dire sans faire d’hypothèse de taille gaussienne
sur le noyau de la chaleur associé à l’opérateur de Laplace–Beltrami? La question de
cette continuité semble ouverte. Notons que, dans [99], il est conjecturé que d∆−1/2

est continue sur Lp(M) pour tout 1 < p < 2, pour toute variété riemannienne
complète. Sur une variété riemannienne complète quelconque, seule l’inégalité plus
faible

�df�Lp �
√
‖f‖p‖∆f‖p

est établie pour tout p∈ ]1, 2[ dans [99]. De même, les résultats de [16] peuvent-ils
être améliorés grâce à ceux de [23]?

Direction de recherche 5.2. La théorie des espaces de Hardy développée dans
[23] ne fait pas d’autre hypothèse que (D), sauf pour identifier Hp et Lp pour
certaines valeurs de p. Il conviendrait de comprendre en profondeur les liens entre
ces espaces de Hardy et la géométrie à l’infini deM , ce qui apporterait en particulier
un nouvel éclairage sur les travaux cités à la fin de la section 2.2.3.

Question ouverte 5.3. Une autre question ouverte est celle-ci: l’espace

H1(ΛT ∗M) est-il exactement l’espace des formes dans L1(ΛT ∗M) ∩R(D)
L1(ΛT∗M)
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dont la transformée de Riesz appartient à L1(ΛT ∗M)? Une réponse positive à cette
question confirmerait le caractère optimal de l’espace H1(ΛT ∗M) vis-à-vis de la
transformée de Riesz.

6. Racine Carrée de Certains Opérateurs Elliptiques
sur des Graphes

Cette section reprend les résultats de [43, 278].

6.1. Introduction

Dans les sections 4 et 5, nous avons examiné le problème de la comparaison entre la
racine carrée du laplacien (ce terme prenant un sens différent suivant le contexte)
et le gradient dans des espaces Lp et des espaces de Hardy, dans des contextes
géométriques “continus” (espace euclidien, variété riemannienne). On s’intéresse ici
à une version “discrète” de ces questions.

On se place pour cela sur un graphe Γ (ensemble de sommets reliés par des
arêtes), que l’on suppose muni d’une métrique d, d’une mesure m, d’un “laplacien”
∆ et d’un “gradient” ∇ (des définitions précises seront données dans la section
qui vient), et on pose la question suivante; si 1 < p < +∞, peut-on comparer
‖(−∆)1/2f‖Lp(Γ,m) et �∇f�Lp(Γ,m)? Rappelons que cette question revient à com-
parer des espaces de Sobolev définis par un gradient (opérateur local) avec des
espaces de type Bessel définis par une puissance fractionnaire d’un laplacien (voir
la section 2.1.3). Plus précisément, a-t-on

�∇f�Lp(Γ,m) � ‖(−∆)1/2f‖Lp(Γ,m) (6.1)

et

‖(−∆)1/2f‖Lp(Γ,m) � �∇f�Lp(Γ,m)? (6.2)

Un fait général (déjà rencontré dans les autres situations géométriques (voir l’idée
dans la section 2.1.2) est que la validité de (6.1) pour un p∈ ]1,+∞[ entrâıne celle
de (6.2) pour p′ si 1

p + 1
p′ = 1. Par ailleurs, le caractère auto-adjoint de ∆ sur

L2(Γ,m) fait que l’on a

‖(−∆)1/2f‖L2(Γ,m) = �∇f�L2(Γ,m).

On est de ce fait amené à distinguer quatre questions: validité de (6.1) pour 1 <
p < 2, validité de (6.1) pour 2 < p < +∞, validité de (6.2) pour 1 < p < 2, validité
de (6.2) pour 2 < p < +∞.

L’estimation (6.1) pour 1 < p < 2 (donc aussi (6.2) pour 2 < p < +∞) est
valable sous des hypothèses minimales sur Γ, qui correspondent dans ce contexte à
la conjonction des propriétés (D) et (DUE) de la section 2.2.3.

Sous ces seules hypothèses, (6.1) n’est pas valable pour p > 2. Toutefois, on
obtient une condition suffisante de validité de (6.1) pour p∈ ]2, p0[ (où p0 > 2
dépend des hypothèses faites sur le graphe) en supposant une inégalité de Poincaré
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L2 sur les boules, ainsi qu’une estimation convenable sur le gradient d’une version
discrète du noyau de la chaleur associé à ∆.

On montre aussi l’équivalence entre la validité de (6.1) pour tout p∈ ]2, p0[ et des
inégalités de Hölder inverses pour les fonctions harmoniques dans des boules, dans
l’esprit de [287]. Utilisant cette équivalence, on obtient que, sous (D) et l’inégalité
de Poincaré L2 sur les boules, on a

‖(−∆)1/2f‖Lp(Γ,m) ∼ �∇f�Lp(Γ,m)

pour tout p∈ ]2 − ε, 2 + ε[ avec un ε > 0 ne dépendant que de Γ.
En supposant toujours (D) et une version Lq de l’inégalité de Poincaré sur les

boules (q < 2), on obtient aussi la validité de (6.2) pour q < p < 2. La preuve
de ce résultat repose, notamment, sur la continuité Lp d’une version discrète de la
fonctionnelle g de Littlewood–Paley–Stein (voir [294] et la section 5.5.3), ainsi que
sur des résultats d’interpolation réelle pour les espaces de Sobolev sur Γ.

On obtient ainsi le pendant discret des résultats correspondants connus dans
le cadre des variétés riemanniennes obtenus dans [15, 16] et présentés dans la sec-
tion 2.2.3.

6.2. Le cadre géométrique discret

On donne ici les définitions précises des objets discrets que l’on considère, suivant
la présentation de [116]. Soient Γ un ensemble infini et µxy = µyx ≥ 0 un poids
symétrique sur Γ × Γ (de sorte que Γ, ou plus précisément (Γ, µ), est un graphe à
poids). Si x, y ∈ Γ, on dit que x et y sont voisins (et on note x ∼ y) si, et seulement
si, µxy > 0. Soit E l’ensemble des arêtes de Γ, i.e.

E = {(x, y) ∈ Γ × Γ; x ∼ y}.
La symétrie de µ signifie que (x, y) ∈ E si, et seulement si, (y, x) ∈ E.

Si x, y ∈ Γ, un chemin joignant x et y est une suite finie de sommets x0 =
x, . . . , xN = y tels que, pour tout 0 ≤ i ≤ N − 1, xi ∼ xi+1. La longueur de
ce chemin est N . On supposera toujours Γ connexe, ce qui signifie que, pour tous
x, y ∈ Γ, il existe un chemin joignant x et y. Pour tous x, y ∈ Γ, la distance de x à y,
notée d(x, y), est la longueur minimale d’un chemin joignant x et y. Pour tout x ∈ Γ
et tout r ≥ 0, on définit B(x, r) = {y ∈ Γ, d(y, x) ≤ r}. On supposera toujours Γ
localement uniformément fini, ce qui signifie qu’il existe N ∈ N

∗ tel que, pour tout
x ∈ Γ, �B(x, 1) ≤ N . Si B = B(x, r) est une boule, on notera αB = B(x, αr) pour
tout α > 0, C1(B) = 4B et Cj(B) = 2j+1B\2jB pour tout entier j ≥ 2 (voir les
notations de la section 1).

Pour toute partie A ⊂ Γ, on définit

∂A = {x ∈ A; ∃ y ∼ x, y /∈ A}.
Pour tout x ∈ Γ, on pose m(x) =

∑
y∼x µxy. On supposera toujours que m(x) > 0

pour tout x ∈ Γ. Pour toute partie A ⊂ Γ, soit m(A) =
∑

x∈Am(x). Pour tout
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x ∈ Γ et tout r > 0, on notera V (x, r) plutôt que m(B(x, r)) et, pour toute boule
B, V (B) plutôt que m(B).

Soit 1 ≤ p < +∞. Une fonction f : Γ → R appartient à Lp(Γ,m) (ou Lp(Γ)) si,
et seulement si,

‖f‖p :=

(∑
x∈Γ

|f(x)|pm(x)

)1/p

< +∞,

tandis que f ∈ L∞(Γ,m) (ou L∞(Γ)) si, et seulement si,

‖f‖∞ := sup
x∈Γ

|f(x)| < +∞.

On pose

p(x, y) = µxy/m(x) (6.3)

pour tous x, y ∈ Γ. Par définition de la distance sur le graphe, p(x, y) = 0 dès que
d(x, y) ≥ 2. On définit aussi

p0(x, y) = δ(x, y)

et, pour tout k ∈ N et tous x, y ∈ Γ,

pk+1(x, y) =
∑
z∈Γ

p(x, z)pk(z, y).

Les pk sont les itérées de p. En raison du caractère localement uniformément fini
du graphe, pour tout x ∈ Γ, il y a au plus N termes non nuls dans cette somme.
On a aussi, pour tout x ∈ Γ, ∑

y∈Γ

p(x, y) = 1 (6.4)

(un tel noyau p définit donc une marche aléatoire sur Γ) et, pour tous x, y ∈ Γ,

p(x, y)m(x) = p(y, x)m(y). (6.5)

Pour toute fonction f : Γ → R et tout x ∈ Γ, on définit

Pf(x) =
∑
y∈Γ

p(x, y)f(y)

(il y a au plus N termes non nuls dans cette somme). Comme p(x, y) ≥ 0 pour tous
x, y ∈ Γ et en raison de (6.4), on a, pour tout p ∈ [1,+∞] et toute f ∈ Lp(Γ),

‖Pf‖Lp(Γ) ≤ ‖f‖Lp(Γ). (6.6)

On définit un “laplacien” sur Γ en utilisant l’opérateur P . Soit f ∈ L2(Γ). Par (6.6),
(I − P )f ∈ L2(Γ) et

〈(I − P )f, f〉L2(Γ) =
∑
x,y

p(x, y)(f(x) − f(y))f(x)m(x)

=
1
2

∑
x,y

p(x, y)|f(x) − f(y)|2m(x), (6.7)
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la première égalité étant due à (6.4) et la deuxième à (6.5). Suivant [101], définissons
maintenant l’opérateur “longueur du gradient” par

∇f(x) =

1
2

∑
y∈Γ

p(x, y)|f(y) − f(x)|2
1/2

pour toute fonction f : Γ → R et tout x ∈ Γ . L’identité (6.7) correspond à une
intégration par parties, puisqu’elle s’écrit

〈(I − P )f, f〉L2(Γ) = ‖∇f‖2
L2(Γ). (6.8)

On considèrera donc I −P comme un laplacien discret. Comme, en raison de (6.5),
l’opérateur P est auto-adjoint sur L2(Γ), I − P est un opérateur positif et auto-
adjoint sur L2(Γ). On peut alors définir sa racine carrée (I − P )1/2 par théorie
spectrale. L’identité (6.8) signifie exactement que

‖(I − P )1/2f‖L2(Γ) = ‖∇f‖L2(Γ). (6.9)

On peut interpréter cette dernière identité en termes d’espaces de Sobolev définis
par ∇ (voir aussi la section 2.1.3). Plus précisément, si 1 ≤ p ≤ +∞, on dira qu’une
fonction f : Γ → R appartient à W 1,p(Γ) (voir aussi les définitions données dans
[171, 274]) si, et seulement si,

‖f‖W 1,p(Γ) := ‖f‖Lp(Γ) + ‖∇f‖Lp(Γ) < +∞.

On considère aussi les versions homogènes de ces espaces. Si 1 ≤ p ≤ +∞, on définit
Ė1,p(Γ) comme l’espace des fonctions f : Γ → R telles que ∇f ∈ Lp(Γ), muni de la
semi-norme

‖f‖Ė1,p(Γ) := ‖∇f‖Lp(Γ).

On définit ensuite Ẇ 1,p(Γ) comme l’espace quotient Ė1,p(Γ)/R muni de la norme
quotient. Il est facile de vérifier que ces espaces de Sobolev sont des espaces de
Banach.

L’identité (6.9) signifie que ‖(I−P )1/2f‖L2(Γ) = ‖f‖Ė1,2(Γ). En d’autres termes,
pour p = 2, W 1,2(Γ) cöıncide avec l’espace (de type Bessel, voir la section 2.1.3)
des f ∈ L2(Γ) telles que (I−P )1/2f ∈ L2(Γ). On examine dans la suite le problème
de la cöıncidence de ces espaces pour p 
= 2.

On examine donc la validité de

‖∇f‖p � ‖(I − P )1/2f‖p (Rp)

et de

‖(I − P )1/2f‖p � ‖∇f‖p. (RRp)

Rappelons que (Rp) et (RRp) sont toujours vraies pour p = 2 (c’est l’identité (6.9)),
et que si 1 < p < +∞, (Rp) pour p entrâıne RRp′ pour 1

p + 1
p′ = 1 (la preuve dans

cette situation est détaillée dans [278]). L’estimation (Rp) traduit la continuité sur
Lp de la transformée de Riesz, qui est ici l’opérateur sous-linéaire ∇(I − P )−1/2.
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Avant de passer à la description des résultats obtenus, signalons un cas par-
ticulier de graphe entrant dans le cadre que nous venons de décrire (voir [97]): il
s’agit du graphe de Cayley d’un groupe G (noté multiplicativement) engendré par
un ensemble fini S symétrique (au sens où, pour tout g ∈ S, g−1 ∈ S). On définit
des sommets voisins par x ∼ y ⇔ x−1y ∈ S, de sorte que la mesure d’une boule est
indépendante de son centre.

6.3. Continuité de la transformée de Riesz sur Lp

6.3.1. Le cas 1 < p < 2

On présente des hypothèses sur Γ qui interviendront dans les résultats qui suivent,
et qui sont les analogues dans ce cadre discret des hypothèses présentées dans la
section 2.2.3. La première est la version discrète de (D), qui s’écrit ici: il existe
C > 0 tel que, pour tout x ∈ Γ et tout r > 0,

V (x, 2r) ≤ CV (x, r). (D)

Cette hypothèse entrâıne l’existence de C,D > 0 tels que, pour tout x ∈ Γ, tout
r > 0 et tout θ > 1,

V (x, θr) ≤ CθDV (x, r). (6.10)

La deuxième hypothèse est une borne inférieure uniforme sur p(x, y) pour x ∼ y.
Si α > 0, on dira que (Γ, µ) vérifie la condition ∆(α) si, et seulement si, pour tous
x, y ∈ Γ,

(x ∼ y ⇐⇒ µxy ≥ αm(x)) et x ∼ x. (∆(α))

Cette hypothèse, qui signifie que p(x, y) ≥ α pour tous x ∼ y et que x est toujours
voisin de x, implique, en particulier, que, pour tout x ∈ Γ, il existe une arête joignant
x à x. Elle n’est pas vérifiée, par exemple, pour la marche aléatoire standard sur
Z, puisque dans ce cas, p(x, x) = 0. Toutefois, sous l’hypothèse (D), on montre
facilement que p2 satisfait (∆(α)) pour un certain α > 0 (voir [101]). L’hypothèse
(∆(α)) assure que, pour tout k ≥ 1 et tous x, y ∈ Γ tels que d(x, y) ≤ k, pk(x, y) > 0.
On fera aussi intervenir des majorations ponctuelles de pk(x, y). On dira que (Γ, µ)
vérifie (DUE) (majoration sur la diagonale) si, et seulement si, il existe C > 0 tel
que, pour tout x ∈ Γ et tout k ∈ N∗,

pk(x, x) ≤ Cm(x)
V (x,

√
k)
. (DUE )

On dira que (Γ, µ) vérifie (UE) (majoration ponctuelle) si, et seulement si, il existe
C, c > 0 tels que, pour tous x, y ∈ Γ et tout k ∈ N∗,

pk(x, y) ≤ Cm(x)
V (x,

√
k)
e−c

d2(x,y)
k . (UE )
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On rappelle que, sous l’hypothèse (D), la majoration (UE ) est équivalente à

pk(x, y) ≤ Cm(x)
V (y,

√
k)
e−c

d2(x,y)
k . (6.11)

Sous l’hypothèse (D), les estimations (DUE ) et (UE ) sont équivalentes (et la con-
jonction de (D) et (DUE ) est aussi équivalente à une inégalité de Faber–Krahn
pour la première valeur propre de I −P sur des domaines bornés avec condition de
Dirichlet, voir [101], Théorème 1.1).

On a alors le théorème suivant pour la continuité des transformées de Riesz sur
Lp pour 1 < p < 2:

Théorème 6.1. ([278]) On suppose (D), (∆(α)) et (DUE ). Alors, (Rp) est sat-
isfaite pour tout 1 < p ≤ 2. La transformée de Riesz est de type faible (1, 1),
c’est-à-dire qu’il existe C > 0 tel que, pour tout λ > 0 et toute fonction f ∈ L1(Γ),

m({x ∈ Γ; ∇(I − P )−1/2f(x) > λ}) ≤ C

λ
‖f‖1.

Sous les mêmes hypothèses, on a aussi (RRp) pour tout 2 ≤ p < +∞.

Dans le cas où Γ est le graphe de Cayley d’un groupe à croissance polynomiale,
ce théorème avait été établi dans [191].

6.3.2. Le cas p > 2

Pour p > 2, sous les hypothèses du Théorème 6.1, (Rp) n’est pas, en général,
satisfaite pour p > 2 (voir pour cela l’exemple de deux copies de Z2 reliées par une
arête dans [278], section 4). Plus précisément, dans cet exemple, (Rp) pour p > 2
entrâınerait une inégalité de Poincaré L2 sur les boules, qui n’est pas vraie.

Une telle inégalité de Poincaré joue un rôle central dans les résultats que nous
allons énoncer à présent. On dira que (Γ, µ) vérifie une inégalité de Poincaré L2 sur
les boules (inégalité que l’on notera (P2)) si, et seulement si, il existe C > 0 tel que,
pour tout x ∈ Γ, tout r > 0 et toute fonction f sur Γ,∑

y∈B(x,r)

|f(y) − fB|2m(y) ≤ Cr2
∑

y∈B(x,r)

|∇f(y)|2m(y), (P2)

où

fB =
1

V (B)

∑
x∈B

f(x)m(x)

est la moyenne de f sur B. Sous les hypothèses (D), (P2) et (∆(α)), on a toujours
(UE ), et de plus les itérées de p vérifient aussi une minoration gaussienne ponctuelle:
il existe c1, C1, c2, C2 > 0 tels que, pour tout n ≥ 1 et tous x, y ∈ Γ vérifiant
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d(x, y) ≤ n,

c1m(x)
V (x,

√
n)
e−C1

d2(x,y)
n ≤ pn(x, y) ≤ C2m(x)

V (x,
√
n)
e−c2

d2(x,y)
n . (LUE )

Mieux encore, (LUE ) est équivalente à la conjonction de (D), (P2) et (∆(α)), ainsi
qu’à une version discrète de l’inégalité de Harnack parabolique (voir [116] et aussi
[14] pour une autre approche).

On suppose maintenant (Rp) pour un p > 2. Si f ∈ Lp(Γ) et n ≥ 1,

‖∇Pnf‖p � 1√
n
‖f‖p. (Gp)

En effet, d’après (Rp),

‖∇Pnf‖p � ‖(I − P )1/2Pnf‖p.
De plus, l’hypothèse ∆(α) entrâıne que −1 n’appartient pas au spectre de P sur
L2(Γ) (cette remarque se trouve dans [278]), de sorte que P est analytique sur
L2(Γ) (voir [104], Proposition 3), et comme P est sous-markovien, on en déduit que
P est aussi analytique sur Lp(Γ) ([104], p. 426). Cette analyticité de P sur Lp(Γ)
montre que (cf. Proposition 2 dans [104])

‖(I − P )1/2Pnf‖p � 1√
n
‖f‖p.

On obtient donc bien la condition (Gp), qui est donc nécessaire pour avoir (Rp).
Dans [43], nous montrons que, sous les hypothèses (D), (P2) et (∆(α)), pour

tout q > 2, la condition (Gq) suffit à entrâıner (Rp) pour tout 2 < p < q:

Théorème 6.2. Soit p0 ∈ ]2,+∞]. On suppose que (Γ, µ) vérifie (D), (P2), (∆(α))
et (Gp0). Alors, pour tout 2 ≤ p < p0, on a (Rp). Si p′0 est tel que 1/p0 + 1/p′0 = 1,
on a aussi (RRp) pour tout p′0 < p ≤ 2.

On déduit du Théorème 6.2:

Théorème 6.3. On suppose que (Γ, µ) vérifie (D), (P2) et (∆(α)). Soit
p0 ∈ ]2,+∞]. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) pour tout p∈ ]2, p0[, on a (Gp),
(ii) pour tout p∈ ]2, p0[, on a (Rp).

Quand Γ est le graphe de Cayley d’un groupe finiment engendré à crois-
sance polynomiale, l’hypothèse (Gp0) est satisfaite pour p0 = +∞ ([191]), et le
Théorème 6.2 montre que les transformées de Riesz sont continues sur Lp pour
tout 2 < p < +∞. Le Théorème 6.1 assure également leur continuité sur Lp pour
1 < p ≤ 2, de sorte qu’elles sont continues sur Lp pour tout 1 < p < +∞. Ce
résultat avait déjà été obtenu par Alexopoulos ([5]). La question des transformées
de Riesz d’ordre supérieur dans ce contexte est examinée dans [126].
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Pour un graphe qui est un revêtement nilpotent d’un graphe fini, Ishiwata a
montré la continuité des transformées de Riesz sur Lp pour tout 1 < p < +∞
([206]).

Remarque 6.1. Dans [127], sous la seule hypothèse d’une propriété de type (D)
locale, Dungey établit (Gp) pour tout p∈ ]1, 2].

6.3.3. Transformées de Riesz et fonctions harmoniques

On caractérise aussi la validité de (Rp) pour p > 2 au moyen d’inégalités de Hölder
inverses pour le gradient des fonctions harmoniques dans des boules, suivant en cela
un résultat de [287] (dans Rn pour des opérateurs −div(A∇), voir la section 2.2.1)
et de [15] (pour l’opérateur de Laplace Beltrami sur une variété riemannienne, voir
la section 2.2.3). Si B est une boule dans Γ et u : B → R, on dira que u est
harmonique dans B si, et seulement si, pour tout x ∈ B\∂B,

(I − P )u(x) = 0. (6.12)

Le résultat s’énonce alors comme suit:

Théorème 6.4. On suppose (D), (∆(α)) et (P2). Il existe p0 ∈ ]2,+∞] tel que,
pour tout q ∈ ]2, p0[, les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) on a (Rp) pour tout p∈ ]2, q[,
(b) pour tout p∈ ]2, q[, pour toute boule B ⊂ Γ et toute fonction u harmonique dans

32B,(
1

V (B)

∑
x∈B

|∇u(x)|pm(x)

)1
p

�
(

1
V (16B)

∑
x∈16B

|∇u(x)|2m(x)

)1
2

. (RH p)

La condition (b) signifie que le gradient de toute fonction u harmonique dans
32B vérifie une inégalité de Hölder inverse. Si B ⊂ Rn, de telles inégalités sont
vraies pour toute solution u ∈ H1(B) de div(A∇u) = 0 avec A bornée et uni-
formément elliptique (voir [262]). Ces inégalités ont aussi lieu dans le contexte des
graphes:

Proposition 6.1. On suppose (D), (∆(α)) et (P2). Il existe p0 > 2 tel que (RH p)
ait lieu pour tout p∈ ]2, p0[. Il s’ensuit que (Rp) est vraie pour tout p∈ ]2, p0[.

En conséquence du Théorème 6.1 et de la Proposition 6.1, on obtient la compa-
rabilité suivante pour les normes Lp de ∇f et de (I − P )1/2f :

Corollaire 6.1. On suppose (D), (∆(α)) et (P2). Il existe ε > 0 tel que, pour
tout 2 − ε < p < 2 + ε, ‖∇f‖p ∼ ‖(I − P )1/2f‖p.
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6.4. L’inégalité inverse

On considère maintenant la validité de (RRp). On donne plus précisément une
condition suffisante de validité de cette inégalité pour tout p∈ ]q0, 2[ (pour un q0 <
2). Cette condition fait intervenir l’inégalité de Poincaré sur les boules dans Lp

pour p < 2.
Si 1 ≤ p < +∞, on dira que (Γ, µ) vérifie une inégalité de Poincaré Lp sur les

boules (notée (Pp)) si, et seulement si, il existe C > 0 tel que, pour tout x ∈ Γ,
tout r > 0 et toute fonction f sur Γ,∑

y∈B(x,r)

|f(y) − fB|pm(y) ≤ Crp
∑

y∈B(x,r)

|∇f(y)|pm(y). (Pp)

Si 1 ≤ p < q < +∞, alors (Pp) entrâıne (Pq) (un tel énoncé est valable sur tout
espace de nature homogène muni d’une notion convenable de gradient, voir [186]).
La réciproque est fausse, mais les inégalités de Poincaré s’auto-améliorent dans le
sens suivant:

Proposition 6.2. On suppose que (Γ, µ) vérifie (D). Alors, pour tout p∈ ]1,+∞[,
si (Pp) est satisfaite, il existe ε > 0 tel que (Pp−ε) soit aussi satisfaite.

Il s’agit d’un résultat très profond, valable aussi dans le contexte des espaces de
nature homogène, voir [220]. Rappelons que, pour tout ε > 0, il existe un graphe
vérifiant (P2) mais pas (P2−ε) ([186]).

Supposant (Pq) pour un certain q < 2, on montre (RRp) pour q < p < 2:

Théorème 6.5. Soit 1 ≤ q < 2. On suppose (D), (∆(α)) et (Pq). Alors, pour
tout q < p < 2, on a (RRp). De plus, il existe C > 0 tel que, pour tout λ > 0,

m({x ∈ Γ; |(I − P )1/2f(x)| > λ}) ≤ C

λq
‖∇f‖qq. (6.13)

Une conséquence du Théorème 6.1, de la Proposition 6.2 et du Théorème 6.5
est l’énoncé suivant:

Corollaire 6.2. On suppose (D), (∆(α)) et (Pp) pour un certain p∈ ]1, 2[. Il
existe ε > 0 tel que, pour tout p − ε < q < +∞, on a (RRq) (et en particulier, on
a (RRp)).

6.5. Interpolation réelle des espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev homogènes sur Γ s’interpolent par la méthode réelle. Plus
précisément:

Théorème 6.6. Soit q ∈ [1,+∞[. On suppose (D), (Pq) et (∆(α)). Alors, pour
tous q < p < +∞, Ẇ 1,p(Γ) = (Ẇ 1,q(Γ), Ẇ 1,∞(Γ))1− q

p ,p
.
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On obtient en conséquence le théorème de réitération suivant:

Corollaire 6.3. On suppose (D), (Pq) pour un certain 1 ≤ q < +∞ et (∆(α)).
On pose q0 = inf{q ∈ [1,+∞[ : (Pq) est vraie}. Pour q0 < p1 < p < p2 ≤ +∞, si
1
p = 1−θ

p1
+ θ

p2
, alors Ẇ 1,p(Γ) = (Ẇ 1,p1(Γ), Ẇ 1,p2(Γ))θ,p.

La preuve du Théorème 6.6 repose sur une décomposition de Calderón–Zygmund
dans les espaces de Sobolev, qui est la transposition à ce contexte discret de la
Proposition 1.1 de [15] (voir aussi [12] dans Rn et [21], Proposition 9.1, pour
l’extension au cas de la mesure de Lebesgue avec un poids, voir aussi d’autres
généralisations dans [39]):

Proposition 6.3. On suppose (D) et (Pq) pour un q ∈ [1,+∞[ et soit p ∈
[q,+∞[. Soient aussi f ∈ Ė1,p(Γ) et λ > 0. Il existe une famille de boules (Bi)i∈I ,
de fonctions (bi)i∈I ∈ Ė1,q(Γ) et une fonction g ∈ Ė1,∞ vérifiant les propriétés
suivantes :

f = g +
∑
i∈I

bi, (6.14)

‖∇g‖∞ ≤ Cλ, (6.15)

supp bi ⊂ Bi,
∑
x∈2Bi

|∇bi|q(x)m(x) ≤ CλqV (Bi), (6.16)

∑
i∈I

V (Bi) ≤ Cλ−p
∑
x∈Γ

|∇f |p(x)m(x), (6.17)

∑
i∈I

χBi ≤ N, (6.18)

où C et N ne dépendent que de q, p et des constantes dans (D) et (Pq).

6.6. Continuité d’une fonctionnelle de Littlewood–Paley discrète

La preuve du Théorème 6.5 utilise la continuité sur Lq (pour q > 2) d’une ver-
sion discrète de la fonctionnelle g de Littlewood–Paley–Stein (voir [294] et aussi la
section 5.5.3). Pour toute fonction f : Γ → R et tout x ∈ Γ, on pose

g(f)(x) =

∑
l≥1

l|(I − P )P lf(x)|2
1/2

.

Il s’agit bien d’un analogue discret de la fonctionnelle g1, si on considère (I−P )P l =
P l − P l+1 comme une dérivée en temps discret de P l et on se rappelle que P est
un opérateur markovien.

On vérifie facilement que, sous l’hypothèse (∆(α)), g est un opérateur sous-
linéaire borné sur L2(Γ) (cela résulte du fait que le spectre de P dans L2(Γ) est
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inclus dans [a, 1] pour un a > −1, comme on l’a rappelé dans la section 6.3.1). On
montre en fait que g est bornée sur Lp(Γ) pour tout 1 < p < +∞:

Théorème 6.7. On suppose (D), (DUE ) et (∆(α)). Soit 1 < p < +∞. Pour
toute f ∈ Lp(Γ),

‖g(f)‖p � ‖f‖p.

La continuité sur Lp de la version en temps continu de la fonctionnelle g pour des
semigroupes markoviens est due à Stein ([294]). Ce résultat a connu de nombreuses
extensions, dans Rn avec le semigroupe engendré par L = −div(A∇) ([13]) et dans
des variétés riemanniennes, pour la fonctionnelle g mais aussi une version faisant
intervenir le gradient en espace au lieu de la dérivée en temps ([100, 82, 239, 240]).
Dans le cas des graphes, en supposant un doublement local pour le volume des
boules, Dungey établit dans [127] la continuité Lp, pour tout 1 < p ≤ 2, d’une
autre version de la fonctionnelle g de Littlewood–Paley–Stein, qui fait intervenir le
gradient en espace au lieu de la dérivée discrète en temps, ainsi que le semigroupe
(en temps continu) engendré par I − P .

6.7. Une brève description des preuves

On donne ici un aperçu des preuves des résultats précédents.
Commençons par les énoncés sur les transfomées de Riesz. On écrit l’opérateur

T = ∇(I − P )−1/2 comme une série:

T = ∇
(

+∞∑
k=0

akP
k

)
, (6.19)

où les ak sont donnés par

(1 − x)−1/2 =
+∞∑
k=0

akx
k (6.20)

pour −1 < x < 1. Le noyau de T est donné par

∇x

(
+∞∑
k=0

akpk(x, y)

)
. (6.21)

Pour prouver la continuité Lp de la transformée de Riesz, il est naturel de faire
appel à la théorie des opérateurs de Calderón–Zygmund, comme dans le cadre
continu (euclidien ou riemannien). Cependant, montrer que T est un opérateur de
Calderón–Zygmund au sens classique supposerait déjà, au vu de (6.21), de disposer
au moins d’estimations ponctuelles pour le gradient de pk pour estimer la taille de
ce noyau, voire d’estimations d’un gradient d’ordre 2. Même sous les hypothèses
(D) et (P2), les estimations les plus précises que l’on connaisse sur la régularité
de pk ne vont en général pas au-delà de la régularité hölderienne ([116], ce n’est
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que dans le cas du graphe de Cayley d’un groupe qu’on dispose d’une majoration
ponctuelle du gradient de pk, voir [191]).

Les preuves des théorèmes précédents sur les transformées de Riesz et les
inégalités inverses reposent sur des résultats de continuité Lp pour des opérateurs
“sans noyau”. Ces résultats donnent des conditions suffisantes pour qu’un opérateur
T borné sur L2 le soit sur Lp, soit pour p0 < p < 2, soit pour 2 < p < p0. Ces
conditions ne font jamais intervenir le noyau de T , mais seulement la façon dont
T agit sur certaines fonctions Lp. Elles sont de ce fait beaucoup moins restrictives
que les hypothèse usuelles des opérateurs de Calderón–Zygmund, mais l’absence
d’estimations du noyau a pour conséquence que la continuité Lp obtenue n’est val-
able que pour p variant dans un intervalle du type ]p0, 2[ ou ]2, p0[. On notera
que ces théorèmes sont également utilisés dans [15, 16] pour prouver les résultats
correspondants dans la cadre riemannien.

On énonce ici, dans le contexte des graphes, les théorèmes généraux que nous
appliquons, renvoyant à [13] et [21] pour une bibliographie sur le sujet (voir aussi
une version pour la continuité sur certains espaces de Hardy dans [55]):

Théorème 6.8. Soit p0 ∈ [1, 2[. On suppose que Γ vérifie (D). Soit T un
opérateur sous-linéaire continu sur L2(Γ). Pour toute boule B, soit AB un opérateur
linéaire agissant sur L2(Γ). On suppose que, pour tout j ≥ 1, il existe g(j) > 0 tel
que, pour toute boule B ⊂ Γ et toute fonction f à support dans B,

1
V 1/2(2j+1B)

‖T (I −AB)f‖L2(Cj(B)) ≤ g(j)
1

V 1/p0(B)
‖f‖Lp0 (6.22)

pour tout j ≥ 2 et

1
V 1/2(2j+1B)

‖ABf‖L2(Cj(B)) ≤ g(j)
1

V 1/p0(B)
‖f‖Lp0 (6.23)

pour tout j ≥ 1. Si
∑
j≥1 g(j)2

Dj < +∞, avec D donné par (6.10), alors T est
continu de Lp0(Γ) dans Lp0,∞(Γ) et de Lp(Γ) dans Lp(Γ) pour tout p0 < p < 2.

Dire que T est continu de Lp0(Γ) dans Lp0,∞(Γ) signifie qu’il existe C > 0 tel
que, pour tout λ > 0,

m({x ∈ Γ; |Tf(x)| > λ}) ≤ C

λp0
‖f‖p0Lp0 .

Théorème 6.9. Soit p0 ∈ ]2,+∞]. On suppose que Γ vérifie (D). Soit T un
opérateur sous-linéaire envoyant un sous-espace dense de L2(Γ) dans L2(Γ). Pour
toute boule B, soit AB un opérateur linéaire agissant sur L2(Γ). On suppose qu’il
existe C > 0 tel que, pour toute f ∈ L2(Γ), tout x ∈ Γ et toute boule B � x,

1
V 1/2(B)

‖T (I −AB)f‖L2(B) ≤ C(M(|f |2))1/2(x) (6.24)



April 11, 2011 12:22 WSPC/S1793-7442 251-CM S1793744211000278
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et
1

V 1/p0(B)
‖TABf‖Lp0(B) ≤ C(M(|Tf |2))1/2(x). (6.25)

Si 2 < p < p0, pour toute f ∈ L2(Γ) ∩ Lp(Γ),

‖Tf‖Lp(Γ) � ‖f‖Lp(Γ).

Dans ce théorème, on désigne par M la fonction maximale de Hardy–Littlewood,
définie comme suit: pour toute fonction f sur Γ et tout x ∈ Γ,

Mf(x) = sup
B�x

1
V (B)

∑
y∈B

|f(y)|m(y),

la borne supérieure étant prise sur toutes les boules B contenant x. On rappelle
que, sous l’hypothèse (D), M est continue de L1(Γ) dans L1,∞(Γ) et de Lp(Γ) dans
Lp(Γ) pour tout p∈ ]1,+∞].

La preuve du Théorème 6.1 donnée dans [278] n’utilise pas le Théorème 6.8 qui
est postérieur à la parution de [278]. Dans [278], on utilise une version antérieure
du Théorème 6.8, qui se trouve dans [131] (Théorème 1), et ne nécessite, pour être
appliquée, que la connaissance d’une majoration ponctuelle du noyau pk (et non de
son gradient). Cette estimation est en effet suffisante pour obtenir des estimations de
la norme L2 du gradient de pk sur des couronnes (section 2 de [278]) et appliquer le
Théorème 1 de [131]. On peut toutefois aussi prouver le Théorème 6.1 en appliquant
le Théorème 6.8 avec AB = I − (I − P k

2
)n où k est le rayon de B et n un entier

qui ne dépend que de la constante D dans (6.10). Les calculs sont analogues à ceux
de [278].

On prouve le Théorème 6.2 en appliquant le Théorème 6.9 avec le même
opérateur AB que précédemment (suivant des méthodes de [16]). On établit le
Théorème 6.7 en appliquant à nouveau les Théorèmes 6.8 et 6.9, en s’inspirant
de [13].

Pour le Théorème 6.5, suivant [15], on montre d’abord (6.13). La preuve
utilise la décomposition de Calderón–Zygmund pour les fonctions Sobolev (Propo-
sition 6.3). Un autre ingrédient est la continuité Lq de la fonctionnelle g pour q > 2
(Théorème 6.7). On conclut la preuve du Théorème 6.5 par interpolation, grâce au
Théorème 6.6 et au Corollaire 6.3.

Pour la preuve du Théorème 6.4, on définit une différentielle discrète et une
divergence discrète, que l’on présente rapidement ici.

On définit d’abord une métrique sur E, l’ensemble des arêtes de Γ. Pour tous
γ = (x, y), γ′ = (x′, y′) ∈ E, on pose

d(γ, γ′) = max(d(x, x′), d(y, y′)).

On définit également une mesure sur les parties de E. Pour tout A ⊂ E, soit

µ(A) =
∑

(x,y)∈A
µxy.
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On vérifie facilement que E, muni de la distance d et de la mesure µ, est un espace
de nature homogène.

On définit alors des espaces Lp sur E. Pour 1 ≤ p < +∞, une fonction F : E →
R appartient à Lp(E) si, et seulement si, F est antisymétrique (F (x, y) = −F (y, x)
pour tout (x, y) ∈ E) et

‖F‖pLp(E) :=
1
2

∑
(x,y)∈E

|F (x, y)|pµxy < +∞.

La norme L2(E) provient du produit scalaire

〈F,G〉L2(E) =
1
2

∑
x,y∈Γ

F (x, y)G(x, y)µxy .

Enfin, F ∈ L∞(E) si, et seulement si, F est antisymétrique et

‖F‖L∞(E) :=
1
2

sup
(x,y)∈E

|F (x, y)| < +∞.

Pour toute fonction f : Γ → R et tout γ = (x, y) ∈ E, on pose

df(γ) = f(y) − f(x).

La fonction df est antisymétrique sur E et s’appelle la différentielle de f . Elle est
reliée à la longueur du gradient ∇f de la manière suivante: sous (∆(α)), pour tout
p ∈ [1,+∞] et toute fonction f : Γ → R,

‖df‖Lp(E) ∼ ‖∇f‖Lp(Γ).

On considère aussi l’adjoint de d sur L2 pour définir la divergence. Il est facile de
vérifier que, si df ∈ L2(E) et si G est une fonction quelconque de L2(E) telle que
x �→∑

y p(x, y)G(x, y) appartient à L2(Γ), on a

〈df,G〉L2(E) = −
∑
x∈Γ

f(x)

∑
y∈Γ

p(x, y)G(x, y)

m(x).

Si on définit alors

δG(x) =
∑
y

p(x, y)G(x, y)

pour tout x ∈ Γ, on a donc

〈df,G〉L2(E) = −〈f, δG〉L2(Γ)

pour toute f ∈ L2(Γ) telle que df ∈ L2(E) et touteG ∈ L2(E) telle que δG ∈ L2(Γ).
On a aussi I − P = −δd, ce qui est bien la version discrète de −∆ = −div∇.

On décrit alors les étapes de la preuve du Théorème 6.4, qui s’inspire de [15].
On introduit une propriété qui équivaut, dans ce cadre discret, à la continuité
du projecteur de Lp(Λ1T ∗M) sur les formes exactes (voir la section 2.2.3). Pour
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tout 1 ≤ p < +∞, on dit que (Πp) est vérifiée si, et seulement si, pour toute
F ∈ Lp(E) ∩ L2(E),

‖d(I − P )−1δF‖Lp(E) � ‖F‖Lp(E). (Πp)

Si cette condition est vérifiée, comme L2(E) ∩ Lp(E) est dense dans Lp(E),
l’opérateur d(I − P )−1δ se prolonge en un opérateur continu de Lp(E) dans lui-
même.

Soient p0 > 2 et q ∈ ]2, p0[. On désigne par (b′) la propriété suivante:

pour tout p∈ ]2, q[, (Πp) est vérifiée. (b′)

On prouve alors l’existence de p0 > 2 tel que, si q ∈ ]2, p0[, alors (b) ⇒ (b′) ⇒
(a) ⇒ (b).

Pour (b) ⇒ (b′), on montre que l’opérateur TF = |d(I −P )−1δ| est continu sur
Lp(E) en appliquant le Théorème 2.3 de [15]. La vérification des hypothèses de ce
théorème utilise (b).

La preuve de (b′) ⇒ (a) utilise le fait que, par le Théorème 6.5 et la Proposi-
tion 6.2, il existe ε > 0 tel qu’on ait (RRq) pour tout q ∈ ]2− ε, 2[. Il suffit alors de
montrer que la conjonction de (Πp) et de (RRp′) entrâıne (Rp) pour 1

p + 1
p′ = 1.

Enfin, pour (a) ⇒ (b), on estime
∑
x∈B |∇(uϕ)(x)|pm(x) où ϕ est une fonction

cut-off adaptée, suivant la méthode développée dans [15].
Enfin, la preuve de la Proposition 6.1 est semblable à celle de la Proposition 2.2

de [15], via une inégalité de Caccioppoli elliptique, la Proposition 6.2 et l’auto-
amélioration “à la Gehring” des inégalités de Hölder inverses ([164]).

Ajoutons que les résultats de [43] ont été étendus dans [42] au cas des espaces
Lp à poids (dans le cas des poids de Muckenhoupt).

6.8. Perspectives

Question ouverte 6.1. Qu’en est-il de la continuité Lp de versions de la fonc-
tionnelle g faisant intervenir le gradient spatial ∇? De telles fonctionnelles n’ont
pas été considérées dans [43].

Question ouverte 6.2. Les travaux décrits dans cette section établissent, dans
un cadre discret, l’équivalent de la plupart des résultats correspondants dans le
cadre des variétés riemanniennes contenus dans [15, 16, 98]. D’autres questions
concernant la comparaison des normes Lp de ∇f et de (I − P )1/2f restent toute-
fois ouvertes. En particulier, peut-on trouver un graphe sur lequel (D) et (P2) sont
vérifiées mais la transformée de Riesz n’est pas continue sur Lp pour p > 2? On rap-
pelle qu’un tel exemple dans le cadre continu se trouve dans [102, 233]. A l’inverse,
est-il vrai que, sur le graphe formé de deux copies de Zn reliées par une arête, la
transformée de Riesz est continue sur Lp pour tout 1 < p < n? Ce résultat serait la
version discrète de l’un des théorèmes de [75] et fournirait un exemple de graphe ne
vérifiant pas (P2) mais sur lequel la transformée de Riesz est quand même continue
pour certaines valeurs de p > 2.
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Direction de recherche 6.1. Plus généralement, il serait intéressant de com-
prendre les liens entre les questions de transformées de Riesz et la géométrie à l’infini
du graphe, comme cela a été fait dans le cadre continu (voir [74, 75, 180, 181, 189]).

Direction de recherche 6.2. Nous avons prouvé dans [279] que, sous (D) et
(P2), la transformée de Riesz est continue de H1

CW (Γ) dans L1(Γ). Pour toute
fonction f sur Γ, la fonction ∇(I − P )−1/2f est positive ou nulle et ne peut donc
appartenir à H1

CW (Γ) à moins d’être identiquement nulle. Suivant la démarche de
[23], peut-on, dans ce contexte discret, développer une théorie des espaces de Hardy
de 1-formes différentielles et obtenir des énoncés de continuité de d(I−P )−1/2 d’un
espace H1 de fonctions dans l’espace H1 de formes?

Direction de recherche 6.3. On a obtenu dans [43] des résultats d’interpolation
réelle pour les espaces de Sobolev. En les combinant à des théorèmes généraux
d’interpolation contenus dans [109], on peut en déduire des résultats d’interpolation
complexe pour ces espaces. Cette observation peut être le point de départ d’une
application de [43] en analyse numérique, que nous décrivons brièvement ici. Soit Ω
un domaine polyédral de Rn (n ≥ 2) et L = −div(A∇) un opérateur uniformément
elliptique dans Ω sous forme divergence, à coefficients mesurables bornés, avec con-
dition de Dirichlet sur ∂Ω (comme dans la section 3). Etant donnée f ∈ L2(Ω) (ou
dans un espace de fonctions plus régulières), on cherche à résoudre numériquement
le problème suivant: {

Lu = f dans Ω,

tr u = 0 sur ∂Ω.

Des théorèmes classiques en analyse numérique ([66, 87, 134]) affirment que, si on
approche L par des opérateurs discrets (Lh)h>0 avec une famille de triangulations de
Ω de taille h en utilisant une méthode de Galerkin ou d’éléments finis, la solution uh
du problème approché Lhuh = fh converge vers u quand h → 0 dans des espaces
de Sobolev convenables. On sait en revanche très peu de choses à propos de la
convergence de uh vers u dans des espaces de Hölder. Une approche possible de ce
problème consiste à établir des estimations sur la régularité hölderienne du noyau
du semigroupe engendré par Lh, avec des constantes indépendantes du paramètre h.

Ce problème est relié à l’analyse d’opérateurs elliptiques sur les graphes. On peut
en effet considérer les sommets de la triangulation comme les sommets d’un graphe
dont les arêtes sont celles de la triangulation. Une différence essentielle entre cette
situation et celle considérée dans [43] est que l’hypothèse (∆(α)), constamment faite
dans [43] et la littérature afférente sur les graphes (qui traite le cas des marches
aléatoires, [14, 116]), qui signifie que les coefficients de l’opérateur elliptique avec
lequel on travaille sont tous minorés par une constante strictement positive, n’est
en général pas satisfaite pour Lh dans la situation issue de l’analyse numérique
qu’on vient de décrire. Même si L = −∆, on peut construire une triangulation telle
que les coefficients de Lh ne soient pas de signe constant. Les opérateurs Lh restent



April 11, 2011 12:22 WSPC/S1793-7442 251-CM S1793744211000278
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cependant elliptiques au sens où

〈Lhfh, fh〉 ≥ c‖∇fh‖2
2

pour un c > 0. L’absence de (∆(α)) interdit d’utiliser, comme dans [116], des
méthodes comme l’itération de Moser ou le principe du maximum pour obtenir des
estimations sur l’opérateur Lh.

Dans [276], Rey a établi des estimations hölderiennes indépendantes de h pour
le noyau du semigroupe engendré par Lh en dimension n = 2. Un théorème
d’interpolation complexe pour les espaces de Sobolev sur des graphes devrait donner
une preuve nettement simplifiée de ce résultat. L’idée est d’appliquer un théorème
abstrait de Sneiberg ([291]) et raisonner comme dans [31], Chapter I, Proposition
22. Le problème reste ouvert en dimension n ≥ 3.

Direction de recherche 6.4. Comme on vient de le voir, le contexte des travaux
décrits dans cette section est celui des marches aléatoires sur un graphe, au sens
où le noyau p, défini par (6.3), vérifie p(x, y) ≥ α > 0 pour tous x, y voisins (c’est
l’hypothèse (∆(α)). Cette hypothèse implique l’ellipticité de I − P sur L2(Γ), au
sens où

〈(I − P )f, f〉 ≥ α‖∇f‖2
L2(Γ). (6.26)

Que deviennent les résultats de la présente section si on suppose seulement (6.26)
au lieu de (∆(α))? Toutes les preuves utilisent de façon notable les estimations
(UE ) ou (LUE ), qui ne sont plus valables sans (∆(α)). Existe-t-il, pour de tels
opérateurs, une théorie semblable à celle obtenue dans [13] pour les opérateurs
−div(A∇) dans R

n?

7. Puissances Fractionnaires d’opérateurs Elliptiques

Cette section reprend les résultats de [103, 266, 281].

7.1. Le cadre euclidien

On rappelle ici quelques résultats connus sur les espaces de Sobolev fractionnaires
dans R

n. Soient n ∈ N
∗, 1 ≤ p ≤ +∞ et α > 0. L’espace Lpα(Rn), introduit par

Aronszajn et Smith ([8]) et par Calderón ([69]), est défini par

Lpα(Rn) := {f = Gα ∗ g; g ∈ Lp(Rn)}
où le potentiel de Bessel Gα est donné par sa transformée de Fourier:

Ĝα(x) = (1 + |x|2)−α
2 .

Si f = Gα ∗ g ∈ Lpα(Rn), la fonction g est unique et la norme de f dans Lpα(Rn) est
définie par

‖f‖α,p := ‖g‖Lp(Rn).
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Cela revient à dire que

Lpα(Rn) = {f ∈ Lp(Rn); (−∆)α/2f ∈ Lp(Rn)}.
Quand α = k ∈ N

∗, cet espace cöıncide avec l’espace de Sobolev W k,p(Rn). Cette
identification est prouvée en détail dans ([293], Chap. 5, Théorème 3).

L’espace Lpα(Rn) possède plusieurs caractérisations intégrales. Si f ∈ D(Rn), on
a, pour tout x ∈ Rn,

cα(−∆)α/2f(x) = lim
ε→0

∫
|y|>ε

f(x+ y) − f(x)
|y|n+α

dy := lim
ε→0

Iε(x)

avec

c−1
α := (2π)

n−1
2 2

α
2 Γ
(
α

2

)
Γ
(
n− α+ 1

2

)
.

On en déduit une caractérisation intégrale de Lpα(Rn) pour 0 < α < 2 ([292, 324]):
f ∈ Lpα(Rn) si, et seulement si, f ∈ Lp(Rn) et

(1) si 1 ≤ p < +∞, Iε converge dans Lp(Rn) quand ε −→ 0,
(2) si p = +∞, Iε reste borné dans L∞(Rn).

On peut donner des représentations de la norme ‖ · ‖α,p en termes de fonctionnelles
quadratiques. Pour α∈ ]0, 1[, on définit

Dαf(x) =
(∫

Rn

|f(x+ y) − f(x)|2
|y|n+2α

dy

)1
2

.

Alors, si 2n
n+2α < p < +∞, f ∈ Lpα(Rn) si, et seulement si, f ∈ Lp(Rn) et Dαf ∈

Lp(Rn), et

‖f‖α,p ∼ ‖f‖Lp(Rn) + ‖Dαf‖Lp(Rn).

Si on remplace Dα par une variante faisant intervenir une différence itérée de f :(∫
Rn

|f(x+ y) + f(x− y) − 2f(x)|2
|y|n+2α

dy

)1
2

,

alors le résultat correspondant est vrai pour tout α∈ ]0, 2[ et toujours 2n
n+2α <

p < +∞. Cette caractérisation est due à Stein ([292]). On peut consulter aussi
[195, 248, 334] pour le cas de la dimension 1. La borne inférieure pour p est optimale
(voir [146] pour le cas critique p = 2n

n+2α ).
Une variante de Dα, qui permet de caractériser Lpα(Rn) sans la contrainte

2n
n+2α < p < +∞, est la fonctionnelle Sα due à Strichartz:

Sαf(x) =

(∫ +∞

0

(∫
B

|f(x+ ry) − f(x)|dy
)2

dr

r1+2α

)1
2
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où B est la boule unité de R
n. On a alors ([300]), pour tout p∈ ]1,+∞[ et tout

α∈ ]0, 1[, f ∈ Lpα(Rn) si, et seulement si, f ∈ Lp(Rn) et Sαf ∈ Lp(Rn) et

‖f‖α,p ∼ ‖f‖Lp(Rn) + ‖Sαf‖Lp(Rn).

En utilisant notamment cette caractérisation, Strichartz montre dans ([300]) que,
pour tout 1 < p < +∞, si αp > n, Lpα(Rn) est une algèbre pour le produit ponctuel.
Pour 0 < α < 1, cela résulte immédiatement de la caractérisation de Lpα(Rn) au
moyen de Sα. Lorsque α = k est un entier, comme Lpα(Rn) = Wα,p(Rn), cette
propriété est montrée grâce à la règle de Leibniz et aux injections de Sobolev.
Enfin, le cas général est obtenu par un argument d’interpolation.

Si αp ≤ n, Lpα(Rn) n’est plus une algèbre pour le produit ponctuel ([300]). Kato
et Ponce ([219]) ont montré en 1988 que, pour tout p∈ ]1,+∞[ et tout α > 0,
Lpα(Rn) ∩ L∞(Rn) est une algèbre pour le produit ponctuel (ce qui généralise bien
le résultat de Strichartz, puisque Lpα(Rn) ⊂ L∞(Rn) lorsque αp > n). La preuve
repose sur un résultat d’analyse de Fourier dû à Coifman et Meyer ([91], p. 144,
Proposition 2, [92]). En utilisant encore ce résultat, Gulisashvili et Kon ([183]) ont
prouvé en 1996 une règle de Leibniz pour les puissances fractionnaires du laplacien,
qui permet de retrouver le fait que Lpα(Rn)∩L∞(Rn) est une algèbre pour le produit
ponctuel pour tout α > 0 et tout p∈ ]1,+∞[.

7.2. Le cas des groupes de Lie

7.2.1. Présentation des résultats

Dans [103], nous avons étendu ces différents résultats au cadre des groupes de Lie
unimodulaires. On présente ici les principaux résultats de ce travail.

Soit G un groupe de Lie unimodulaire connexe, dont on note dx la mesure, qui
est donc invariante à gauche et à droite. On note L l’algèbre de Lie de G. Soit
X = (X1, . . . , Xk) un système de champs de vecteurs invariants à gauche, ce qui
veut dire que, pour tout 1 ≤ i ≤ k, toute fonction f ∈ C∞(G) et tout g ∈ G,

(Xif)g = Xi(fg),

où, pour toute fonction h ∈ C∞(G), la fonction hg est définie par hg(x) = h(gx).
On suppose que l’algèbre de Lie engendrée par X1, . . . , Xk est L, ce que l’on traduit
en disant que X1, . . . , Xk vérifient la condition de Hörmander.

On définit une distance (de Carnot–Carathéodory) sur G associée aux champs
X1, . . . , Xk de la manière suivante. Un chemin absolument continu l : [0, 1] → G

est dit admissible si, et seulement si, il existe des fonctions a1, . . . , ak : [0, 1] → C

telles que, pour presque tout t ∈ [0, 1],

l′(t) =
k∑
i=1

ai(t)Xi(l(t)).
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La longueur d’un chemin admissible l est définie par

|l| =
∫ 1

0

(
k∑
i=1

a2
i (t)

)1
2

dt.

Si x, y ∈ G, il existe, grâce à la condition de Hörmander, un chemin admissible
joignant x et y, et on définit d(x, y) comme étant la borne inférieure de l’ensemble
des longueurs de tous les chemins admissibles joignant x et y. Cette distance d est
invariante à gauche en raison de l’invariance à gauche des champs Xi. Pour tout
x ∈ G, on note |x| = d(e, x) où e désigne l’élément neutre de G, de sorte que, pour
tous x, y ∈ G, d(x, y) = |y−1x|.

Pour tout x ∈ G et tout r > 0, on note B(x, r) = {y ∈ G; d(y, x) < r} la boule
ouverte de centre x et de rayon r et par V (r) sa mesure, qui ne dépend pas de x.
Le comportement de V (r) joue un rôle important dans l’analyse qui va suivre. La
description de ce comportement conduit à séparer les cas r < 1 et r > 1.

Nagel, Stein et Wainger ([270]) ont montré qu’il existe d ∈ N
∗, appelé dimension

locale de (G,X), tel que, pour tout r∈ ]0, 1[,

V (r) ∼ rd.

Le comportement de V (r) quand r > 1 a été décrit par Y. Guivarc’h ([182]), et
seules deux situations peuvent se produire. La première est celle où il existeD ∈ N∗,
appelé dimension de G à l’infini, tel que, pour tout r > 1,

V (r) ∼ rD.

On dit alors que G est à croissance polynomiale. Dans ce cas, contrairement à d,
l’entier D ne dépend pas du choix des Xi. Parmi les groupes à croissance polyno-
miale figurent les groupes nilpotents ([182]), qui contiennent eux-mêmes la classe
des groupes stratifiés ([152]).

La deuxième situation possible est celle où il existe c, C > 0 tels que, pour tout
r > 1,

ecr � V (r) � eCr.

On dit alors que G est à croisssance exponentielle. C’est le cas notamment des
espaces symétriques (d’autres exemples de groupes unimodulaires résolubles à crois-
sance exponentielle se trouvent dans [86, 190]). On notera que, contrairement à la
situation discrète (voir [174–176]), aucune croissance intermédiaire du volume n’est
possible.

On travaille avec le sous-laplacien ∆ donné par

∆ = −
k∑
i=1

X2
i .

Pour tout 1 ≤ p < +∞, soit ∆p la plus petite extension fermée de ∆|C∞
0 (G) à Lp(G).

On peut alors définir les puissances ∆α
p pour tout α ≥ 0, comme dans [151, 224].

On notera par la suite ∆α au lieu de ∆α
p s’il n’y a pas de risque de confusion.
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Pour tout p ∈ [1,+∞[ et tout α ≥ 0, on définit

Lpα(G) = {f ∈ Lp(G); ∆α/2f ∈ Lp(G)},
et on munit cet espace de la norme

‖f‖α,p := ‖f‖Lp(G) + ‖∆α/2f‖Lp(G).

Il s’agit d’un espace de Sobolev (ou de Bessel) inhomogène, qui généralise bien celui
de Rn. On peut en donner une version homogène, en définissant L̇pα(G) comme le
complété de

{f ∈ C∞
0 (G); ∆α/2f ∈ Lp(G)}

pour la norme ‖∆α/2f‖Lp(G). C’est un espace de distributions ([62]) mais on
s’intéressera par la suite à l’espace de fonctions L̇pα(G) ∩ L∞(G).

Nous avons montré dans [103] que Lpα(G) est une algèbre pour le produit
ponctuel dès que αp > d:

Théorème 7.1. Soit d la dimension locale de (G,X). Pour tout α > 0 et tout
p∈ ]1,+∞[ tels que αp > d, l ’espace Lpα(G) est une algèbre pour le produit ponctuel.
Pour toutes f, g ∈ Lpα(G), fg ∈ Lpα(G) et

‖fg‖α,p � ‖f‖α,p‖g‖α,p.
En raison de l’injection Lpα(G) ⊂ L∞(G) si αp > d ([105, 319]), ce résultat est

une conséquence du théorème suivant:

Théorème 7.2. Pour tout α ≥ 0 et tout p∈ ]1,+∞[, Lpα(G) ∩ L∞(G) est une
algèbre pour le produit ponctuel. Pour toutes f, g ∈ Lpα(G) ∩L∞(G), fg ∈ Lpα(G) ∩
L∞(G) et

‖fg‖α,p � ‖f‖α,p‖g‖∞ + ‖g‖α,p‖f‖∞.
Le Théorème 7.2 ne fait aucune hypothèse sur la croissance du volume des

boules et est “local”, au sens où il porte sur les espaces de Sobolev non homogènes.
A condition de supposer G à croissance polynomiale, on peut en donner une version
“globale”, portant sur les espaces de Sobolev homogènes:

Théorème 7.3. On suppose G à croissance polynomiale. Alors, pour tout α ∈
[0, 1] et tout p∈ ]1,+∞[, L̇pα(G) ∩ L∞(G) est une algèbre pour le produit ponctuel.
Pour toutes f, g ∈ ˙Lpα(G) ∩ L∞(G), fg ∈ ˙Lpα(G) ∩ L∞(G) et

‖∆α/2(fg)‖p � ‖∆α/2f‖p‖g‖∞ + ‖∆α/2g‖p‖f‖∞.
Si G est nilpotent, ce résultat est vrai pour tout α ≥ 0.

Les Théorèmes 7.2 et 7.3 sont des cas particuliers de la règle de Leibniz suivante:

Théorème 7.4.

1. Soient α ≥ 0, p1, q2 ∈ ]1,+∞] et r, p2, q1 ∈ ]1,+∞[ tels que 1
r = 1

pi
+ 1

qi
pour i =

1, 2. Pour toute f ∈ Lp1(G)∩Lp2α (G) et toute g ∈ Lq2(G) ∩ Lq1α (G), fg ∈ Lrα(G)
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et

‖fg‖α,r � ‖f‖p1‖g‖α,q1 + ‖f‖α,p2‖g‖q2.
2. On suppose G à croissance polynomiale. Soient α ∈ [0, 1], p1, q2 ∈ ]1,+∞] et
r, p2, q1 ∈ ]1,+∞[ tels que 1

r = 1
pi

+ 1
qi

pour i = 1, 2. Pour toute f ∈ Lp1(G) ∩
˙Lp2α (G) et toute g ∈ Lq2(G) ∩ ˙Lp1α (G), fg ∈ L̇rα(G) et

‖∆α/2(fg)‖r � ‖f‖p1‖∆α/2g‖q1 + ‖∆α/2f‖p2‖g‖q2 .
3. Si G est nilpotent, la conclusion de (3) est valable pour tout α ≥ 0.

On ajoute qu’on obtient aussi des règles de composition pour les espaces Lpα(G)
([103], Théorèmes 12, 13 et 22).

Avant la publication de [103], le seul résultat concernant la propriété d’algèbre
pour le produit ponctuel dans les espaces de Sobolev fractionnaires sur un groupe
de Lie était le Théorème 7.1, qui avait été établi, uniquement dans le cas où
G est stratifié et X1, . . . , Xk engendrent la première tranche de l’algèbre de
Lie de G, par Bohnke dans [58]. Le Théorème 7.1 est beaucoup plus général,
puisqu’aucune hypothèse sur la croissance du volume des boules de G n’est faite.
Les Théorèmes 7.2, 7.3 et 7.4 n’apparaissent pas dans [58] même lorsque G est
stratifié.

7.2.2. Schémas de preuves

Le cas 0 < α < 1
On commence par prouver les Théorèmes 7.2, 7.3 et 7.4 pour 0 < α < 1. Ces
preuves passent par une représentation des normes de Sobolev fractionnaires au
moyen de la fonctionnelle suivante, qui généralise celle de Strichartz dans [300]:

Sαf(x) =

∫ +∞

0

1
rαV (r)

(∫
|y|<r

|f(xy) − f(x)|dy
)2

dr

r


1
2

.

Plus précisément, on montre que, si G est à croissance polynomiale, ‖Sαf‖p ∼
‖∆α/2f‖p pour tout 1 < p < +∞ et tout 0 < α < 1. Cette preuve repose notam-
ment sur des estimations du semigroupe engendré par −∆. Plus précisément, le
semigroupe Tt = e−t∆ engendré par ∆ est hypoanalytique et possède un noyau pt
tel que, pour toute f ∈ L1(G), tout t > 0 et tout x ∈ G,

Ttf(x) =
∫
G

pt(y−1x)f(y)dy.

Le noyau pt possède les estimations suivantes ([282, 318]): il existe c, C > 0 tels
que, pour tout x ∈ G, tout t > 0 et tout i ∈ {1, . . . , k},

1
V (

√
t)

exp
(
−C |x|2

t

)
� pt(x) � 1

V (
√
t)

exp
(
−c |x|

2

t

)
,
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|∂tpt(x)| � 1
tV (

√
t)

exp
(
−c |x|

2

t

)
,

|Xipt(x)| � 1√
tV (

√
t)

exp
(
−c |x|

2

t

)
.

Si G n’est plus supposé à croissance polynomiale, ces estimations sont valables pour
t∈ ]0, 1[ ([319]).

La preuve de ‖∆α/2f‖p ≤ C‖Sαf‖p repose sur la théorie de Littlewood–Paley–
Stein pour les semigroupes markoviens ([257, 294]) et les estimations de pt ([103],
section 2.1.1). Celle de ‖Sαf‖p ≤ C‖∆α/2f‖p ([103], section 2.1.2) utilise ces mêmes
outils, ainsi que la continuité Lp de la version vectorielle de la fonction maximale
de Hardy–Littlewood ([148]), suivant un argument analogue dans le cas euclidien
dû à Adams et Hedberg ([2], Théorème 3.5.6).

SiG n’est plus supposé à croissance polynomiale, on remplace Sα par une version
locale, Sloc

α , et on montre par des arguments analogues et au prix de difficultés
techniques supplémentaires que ‖f‖p + ‖∆α/2f‖p ∼ ‖f‖p + ‖Sloc

α f‖p (voir [103],
sections 2.1.3 et 2.1.4).

Cette caractérisation de la norme de Sobolev (ou de sa version homogène) par
la fonctionnelle Sα ou sa version locale donne immédiatement les Théorèmes 7.2
et 7.3 pour 0 < α < 1. Pour prouver le Théorème 7.4 pour 0 < α < 1, on introduit
un analogue de la fonctionnelle Dα de Stein:

Dαf(x) =
(∫

G

f(xy) − f(x)
|y|2αV (|y|) dy

)1
2

.

On prouve alors que, siG est à croissance polynomiale et si p > max( 2d
d+2α ,

2D
D+2α ) où

D est la dimension à l’infini de G, alors ‖∆α/2f‖p ∼ ‖Dαf‖p pour tout 1 < p < +∞
et tout 0 < α < 1. On donne également une version locale de ce résultat quand G

n’est pas supposé à croissance polynomiale (ce résultat est à rapprocher de [312],
Théorème 3 et [313], p. 342, mais les résultats ne concernent pas les mêmes valeurs
de α). La preuve utilise d’autres fonctionnelles quadratiques analogues à celles
introduites par Dorronsoro dans [124]. Utilisant les fonctionnelles Sα et Dα ainsi
que leurs versions locales, on obtient le cas 0 < α < 1 du Théorème 7.4.

Le cas α ≥ 1
Passons maintenant au cas α ≥ 1. Dans le cas inhomogène, on utilise une car-
actérisation récursive de Lpα(G): f ∈ Lpα+1(G) si, et seulement si, f ∈ Lpα(G)
et Xif ∈ Lpα(G) pour tout 1 ≤ i ≤ k. Cette caractérisation repose principale-
ment sur la continuité sur Lpα(G) des transformées de Riesz “locales” Xi(∆ +
Id)−1/2, qui provient de leur continuité Lp et d’un argument d’interpolation ([277],
Théorème 5.14, [225]). On notera que, dans le cas où α = m est entier, cette car-
actérisation récursive signifie exactement que

Lpm(G) = {f ∈ Lp(G); XIf ∈ Lp(G) pour tout I ∈ {1, . . . , k}l tel que |I| ≤ m},
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où, pour tout I = (i1, . . . , il) ∈ {1, . . . , k}l, on pose l = |I| et XI = Xi1 · · ·Xil .
Ainsi, Lpm(G) est bien l’espace de Sobolev usuel.

On termine alors la preuve du cas non homogène du Théorème 7.4 en utilisant
cette caractérisation récursive pour montrer que, si la règle de Leibniz est vraie
pour une valeur de α et toutes les valeurs de p1, p2, q1, q2, alors elle est aussi vraie
pour α+ 1 et toutes les valeurs de p1, p2, q1, q2.

Pour le cas des espaces de Sobolev homogènes, lorsque G est nilpotent, on
raisonne de manière analogue, en utilisant la continuité sur Lp(G), pour tout 1 <
p < +∞, des itérées des transformées de Riesz, c’est-à-dire des opérateursXI∆−l/2

où |I| = l ([142]). Dans ce cas, pour α = m entier, on a, pour tout 1 < p < +∞,

‖∆m/2f‖p ∼
∑

|I|=m
‖XIf‖p. (7.1)

Si G est seulement à croissance polynomiale, les transformées de Riesz Xi∆−1/2

sont bornées sur Lp(G) pour tout 1 < p < +∞. Ce résultat, d’abord dû à Alex-
poulos ([4]), se déduit en fait de la théorie développée dans [16] et rappelée dans
la section 2.2.3. Les transformées de Riesz itérées ne sont pas, en général, contin-
ues sur Lp(G), même quand p = 2 ([4]). C’est ce qui limite α dans [0, 1] dans le
Théorème 7.3 et l’assertion 2 du Théorème 7.4. En particulier, (7.1) n’est vraie que
si m = 1.

On a souligné dans la section 2.1.3 que la continuité sur Lp(G) des transformées
de Riesz revenait à identifier un espace de Sobolev local, défini par un gradient,
c’est-à-dire des champs de vecteurs, avec un espace de Sobolev fractionnaire, défini
par l’opérateur non local ∆1/2. Si, dans [103], on s’en tenait aux espaces de Sobolev
définis par les champs de vecteurs X1, . . . , Xk, montrer que ces espaces forment
une algèbre pour le produit ponctuel (pour des valeurs convenables des exposants)
consisterait simplement à appliquer une règle de Leibniz pour la dérivée d’un pro-
duit. En fait, on prouve une propriété d’algèbre analogue pour toute l’échelle des
espaces de Sobolev fractionnaires Lpα(G), mais pour pouvoir prendre α ≥ 1, il faut
pouvoir, quand α est entier, identifier l’espace de Sobolev fractionnaire Lpα(G) avec
l’espace de Sobolev défini par les champs X1, . . . , Xk. Cela est possible pour tout
α quand G est nilpotent, mais seulement pour α = 1 quand G est à croissance
polynomiale.

On obtient aussi des résultats analogues aux Théorèmes 7.1–7.4 sur des variétés
riemanniennes sous des hypothèses de minoration ou de positivité de la courbure
de Ricci et de stricte positivité du rayon d’injectivité. On renvoie à [103] pour les
énoncés exacts et les preuves détaillées.

Ajoutons que, dans [158], les auteurs montrent que, sur un groupe de Lie G à
croissance polynomiale, Bsp,q(G) ∩L∞(G) est une algèbre pour le produit ponctuel
pour tout 0 < s ≤ 1 et 1 ≤ p, q,≤ +∞ (ici, Bsp,q(G) est l’espace de Besov défini par
une décomposition de Littlewood–Paley adaptée). Si G est nilpotent, ce résultat
reste valable pour s > 1 et 1 < p, q + ∞.
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7.3. Inégalités de Poincaré fractionnaires

Que deviennent les résultats de [103] si on ne dispose pas de majoration gaussienne
ponctuelle pour le noyau de la chaleur engendré par le laplacien, mais seulement
d’estimations “à la Gaffney”, déjà rencontrées dans les sections précédentes? Des
travaux récents ([266, 281]) montrent qu’il reste possible de majorer la norme L2

α

de f par la norme L2 d’une fonctionnelle de type Dαf . Plus précisément, soit
M ∈ L1(Rn) un poids strictement positif de classe C2. Soit L l’unique opérateur
maximal accrétif de domaine dense dans L2(Rn,M) (l’espace L2 sur Rn pour la
mesure M(x)dx) tel que, pour toutes f ∈ D(L) et g ∈ W 1,2(Rn,M) (l’espace des
fonctions f ∈ L2(Rn,M) telles que ∇f ∈ L2(Rn,M)),∫

Rn

Lf(x)g(x)M(x)dx =
∫

Rn

∇f(x) · ∇g(x)M(x) dx.

Cet opérateur est symétrique sur L2(Rn,M) et on peut donc définir Lβ pour tout
β > 0 par théorie spectrale. Dans [266], nous avons établi l’inégalité suivante,
valable pour tout α∈ ]0, 1[:

‖Lα/2f‖2
L2(Rn,M) ≤ C

∫∫
Rn×Rn

|f(x) − f(y)|2
|x− y|n+2α

M(x) dx dy. (7.2)

Cette inégalité peut être considérée comme une version de ‖Lα/2f‖L2(Rn,M) ≤
C‖Dαf‖L2(Rn,M) dans ce contexte. On notera que (7.2) est vraie pour une mesure
M très générale. La preuve consiste d’abord à montrer que le semigroupe engendré
par L (ou la résolvente de L) vérifie des estimations de type Gaffney, puis à majorer
le membre de gauche de (7.2) en utilisant uniquement ces estimations. Il suffit plus
précisément d’écrire

‖Lα/2f‖2
L2(Rn,M) �

∫ +∞

0

t−1−α‖t L (I + t L)−1f‖2
L2(Rn,M) dt

et d’estimer la dernière intégrale en recouvrant Rn par des cubes convenablement
choisis.

Comme conséquence de (7.2), on prouve une inégalité de Poincaré fractionnaire.
Plus précisément, on suppose que la mesure M(x)dx vérifie l’inégalité de Poincaré
suivante: il existe λ(M) > 0 tel que, pour toute f ∈ W 1,2(Rn,M),∫

Rn

|∇f(y)|2M(y) dy ≥ λ(M)
∫

Rn

∣∣∣∣f(y) −
∫

Rn

f(x)M(x)dx
∣∣∣∣2 M(y) dy. (7.3)

On supposera également qu’il existe ε > 0 tel que

lim
|x|→+∞

(1 − ε)|∇ lnM(x)|2 + 2∆ lnM(x) = +∞. (7.4)

Cette hypothèse, ainsi que (7.3), sont satisfaites si M = (2π)−n/2e−|x|2/2 est la
mesure gaussienne standard (voir par exemple [232]). Plus généralement, (7.3) est
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vérifiée s’il existe a ∈ (0, 1), c > 0 et R > 0 tels que

∀ |x| ≥ R, a |∇ lnM(x)|2 + ∆ lnM(x) ≥ c, (7.5)

voir [47] ou [321], Appendix A.19, Théorème 1.2, voir aussi [122], Preuve du
Théorème 6.2.21 pour des critères reliés.

On prouve alors:

Théorème 7.5. On suppose que la mesure M(x)dx vérifie (7.3) et (7.4). Soit
α∈ ]0, 1[. Il existe alors µ(M) > 0 tel que, pour toute fonction f ∈ D(Rn) vérifiant∫

Rn
f(x)M(x) dx = 0,∫∫

Rn×Rn

|f(x) − f(y)|2
|x− y|n+2α

M(x) dx dy

≥ µ(M)
∫

Rn

|f(x)|2(1 + |∇ lnM(x)|α)M(x) dx. (7.6)

Le schéma de la preuve consiste à remarquer que l’inégalité (7.3) s’auto-améliore
en ∫

Rn

|∇f(x)|2M(x) dx ≥ λ′(M)
∫

Rn

|f(x)|2(1 + |∇ lnM(x)|2)M(x) dx (7.7)

pour toute f ∈W 1,2(Rn,M) telle que
∫

Rn
f(x)M(x)dx = 0. Par des arguments de

calcul fonctionnel, on en déduit que∫
Rn

|f(x)|2(1 + |∇ lnM(x)|α)M(x) dx ≤ C‖Lα/2f‖2
L2(Rn,M)

et il suffit d’utiliser (7.2) pour conclure.
On peut voir (7.6) comme une généralisation de (7.3) où, dans le membre de

droite, la semi-normeW 1,2 est remplacée par une expression non locale dans l’esprit
des semi-normes de Gagliardo dans W s,p(Rn) ([1]).

Il existe de nombreuses inégalités de Poincaré pour des opérateurs de Lévy (ou
des inégalités d’entropie de façon plus générale). Par exemple, Wu ([325]) et Chafäı
([76]) ont établi que

EntΦµ (f) ≤
∫

Φ′′(f)σ∇f · ∇f dµ+
∫∫

DΦ(f(x), f(x + z)) dνµ(z) dµ(x) (7.8)

avec

EntΦµ (f) =
∫

Φ(f) dµ− Φ
(∫

f dµ

)
et DΦ est la distance de Bregman associée à Φ:

DΦ(a, b) = Φ(a) − Φ(b) − Φ′(b) (a− b),

où Φ est une fonction vérifiant des propriétés de convexité, σ la matrice du processus
de diffusion, µ une mesure et νµ la mesure de Lévy (singulière) associée à µ. Pour
Φ(x) = x2 et σ = 0, (7.8) donne une inégalité de Poincaré pour les mesures (µ, νµ).
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L’approche développée dans [266] a l’avantage de n’imposer, dans le membre de
gauche de (7.6), aucun lien entre la mesure M qui apparâıt dans l’intégration en
x et la mesure singulière |z|−n−α en z = x − y. Une telle décorrélation entre les
mesures en x et en y semble nouvelle pour ce type d’inégalités. Notons que l’inégalité
(7.6) est motivée entre autres par la conjecture de Cercignani (voir [120]).

Dans [281], les résultats de [266] ont été étendus au cas des groupes de Lie à
croissance polynomiale. Nous avons également donné une version de la condition
(7.5) pour avoir l’inégalité de Poincaré L2 pour une mesure de probabilités.

7.4. Perspectives

Question ouverte 7.1. Le Théorème 7.3 n’est prouvé que pour α ∈ [0, 1], comme
on vient de le voir. Si G est à croissance polynomiale, l’espace Lpk(G) pour k entier,
k ≥ 2, ne cöıncide pas, en général, avec l’espace de Sobolev des fonctions f ∈ Lp(G)
telles que XIf ∈ Lp(G) pour tout multi-indice I de longueur k. Peut-on trouver
explicitement un groupe G à croissance polynomiale pour lequel la conclusion du
Théorème 7.3 est fausse si α > 1?

Direction de recherche 7.1. Un aspect fondamental de [103] est le lien entre
les espaces de Sobolev fractionnaires définis à l’aide d’un sous-laplacien (qui sont
en fait des espaces de Bessel) et le noyau de la chaleur associé à ce sous-laplacien.
De tels liens ont été mis en évidence dans le cadre euclidien dès [293], et on montre
dans [103] que la situation dans un groupe de Lie unimodulaire est similaire au
contexte euclidien. Une situation géométrique où ces liens sont étudiés, mais où des
phénomènes très différents de la situation euclidienne se produisent, est celle des
espaces métriques fractals. De nombreux travaux ont été consacrés aux estimations
“sous-gaussiennes” du noyau de la chaleur sur des fractals ([51, 52, 150, 187, 229]).
Des espaces de Sobolev sur des fractals ont été introduits de manière directe (en
utilisant le laplacien comme dans [103]) dans [217, 303, 313–315], et des estimations
pour le noyau de la chaleur associé aux formes de Dirichlet correspondantes peuvent
être déduites des propriétés de ces espaces ([83, 228, 331]). La démarche inverse, con-
sistant à déduire les propriétés des espaces de Sobolev en partant d’estimations du
noyau de la chaleur est développée dans [201, 330, 332]. Sur certains fractals, il peut
arriver qu’une fonction f bornée appartienne au domaine du laplacien sans que ce
soit le cas pour f2 ([53]), et de façon générale, beaucoup de propriétés du laplacien
euclidien ou riemannien ne se retrouvent pas ([111, 156, 222, 230, 303, 304]), ce qui
montre que les propriétés d’algèbre de Sobolev ne se transposent pas directement
au cadre fractal. Il serait intéressant de comprendre les conditions géométriques qui
autorisent ou non à avoir des propriétés d’algèbre pour les espaces de Sobolev frac-
tionnaires. Cela pourrait permettre en particulier de construire des contre-exemples
aux propriétés d’algèbres de Sobolev dans différents cadres géométriques.

Question ouverte 7.2. Peut-on donner une version Lp des résultats de [266,
281] en utilisant toujours les estimations L2 de type Gaffney? Peut-on prouver des
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estimations de la norme L2 ou Lp de Lα/2f par des fonctionnelles quadratiques
dans d’autres contextes géométriques en utilisant seulement les estimations L2 de
type Gaffney?

Question ouverte 7.3. Les inégalités de Poincaré fractionnaires de [281] restent-
elles valables sur un groupe à croissance exponentielle?

Direction de recherche 7.2. Les résultats de [76, 325] ont été utilisés dans
[165] pour estimer la vitesse de convergence vers un état d’équilibre pour l’équation
de Lévy–Fokker–Planck. Peut-on obtenir des résultats analogues pour d’autres
équations d’évolution en partant de l’inégalité (7.6)?

8. Conclusion

La plupart de résultats décrits dans cette vue d’ensemble étendent des estimations
pour des puissances du laplacien dans Rn à des opérateurs elliptiques d’ordre 2 plus
généraux et à des contextes géométriques continus (variétés) ou discrets (graphes).
On récapitule ici les principaux aspects de ces résultats.

Dans Rn, les espaces de Bessel peuvent être décrits au moyen de la transformée
de Fourier. Les méthodes de [103] montrent que certaines propriétés de ces espaces
(propriétés d’algèbre, expression de la norme au moyen d’une fonctionnelle quadra-
tique) peuvent être étendues au cas des groupes de Lie muni d’un sous-laplacien ∆.
Les preuves reposent de manière essentielle sur les estimations ponctuelles du noyau
de e−t∆ (et de son gradient). Il est également possible d’obtenir des majorations
de la norme L2 de Lαf par des fonctionnelles quadratiques pour des opérateurs L
pour lesquels on dispose seulement d’estimations de type Davies–Gaffney (2.15),
comme le montrent les résultats de [266, 281].

De nombreux résultats précédemment décrits portent sur les liens entre espaces
de Hardy et opérateurs elliptiques d’ordre 2. La théorie classique des espaces de
Hardy dans R

n ([149]) affirme que l’espaceH1(Rn) peut se caractériser au moyen de
diverses fonctionnelles faisant intervenir le laplacien. Les résultats de [27] montrent
notamment que le laplacien peut être remplacé par un opérateur L = −div(A∇)
avec A uniformément elliptique et bornée, pourvu que L vérifie une propriété de
régularité parabolique (exprimée au moyen du noyau de e−tL, voir (G∞)).

Lorsque la régularité parabolique n’est plus satisfaite, l’espace de Hardy associé à
L, notéH1

L(Rn), est, en général, strictement inclus dans H1(Rn). Il reste possible de
développer une théorie de H1

L(Rn), qui peut être décrit en termes de fonctionnelles
quadratiques, de fonctions maximales, et de décomposition moléculaire et atomique
([197]). Plus généralement, on peut construire les espaces Hp

L(Rn) pour 1 ≤ p ≤
+∞, qui forment une famille d’interpolation complexe et sur lesquels la transformée
de Riesz ∇L−1/2 est continue pour certaines valeurs de p ([198]). La théorie analogue
développée dans [23] (et présentée dans un cadre abstrait dans [196]) montre que
ce qui est requis pour cette construction est l’hypothèse (D) et les estimations de
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type Davies–Gaffney sur L (voir (2.15)). Une idée essentielle est d’exploiter le lien
entre espaces de Hardy et espaces de tentes.

Les espaces Hp ainsi construits peuvent être comparés à Lp pour certaines
valeurs de p et peuvent parfois cöıncider avec Lp. Dans le cas des espaces de formes
différentielles sur une variété riemannienne, on connâıt encore assez mal les con-
ditions géométriques qui garantissent l’identification de Hp et de Lp (voir la sec-
tion 5.3.8). Une motivation pour la compréhension de ces conditions est que les
espaces Hp possèdent toujours une décomposition de Hodge (voir le Théorème 5.6)
et que l’identification entre Hp et Lp donne alors une décomposition de Hodge
pour Lp.

Dans le contexte des graphes munis d’un laplacien L et d’un gradient ∇, on a
obtenu ([43]) la version discrète de la plupart des résultats de comparaison entre
‖∇f‖Lp et ‖L1/2f‖Lp connus pour des variétés riemanniennes. On a en particulier
prouvé la continuité de la transformée de Riesz ∇L−1/2 sur Lp pour certaines
valeurs de p. Le manque de régularité du laplacien sur le graphe oblige à utiliser
pour cela des théorèmes sur les opérateurs de Calderón–Zygmund “sans noyau”
(voir la section 6.7). Des résultats dans le cas p = 1 restent à obtenir, ce qui
supposerait de construire dans un cadre discret des espaces de Hardy de formes
semblables à ceux de [23].
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Poincaré Probab. Statist. 26 (1990) 419–436.
105. T. Coulhon et L. Saloff-Coste, Semi-groupes d’opérateurs et espaces fonctionnels sur
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115. T. Delmotte, Inégalité de Harnack elliptique sur les graphes, Coll. Math. 72 (1997)

19–37.
116. T. Delmotte, Parabolic Harnack inequality, Rev. Mat. Iber. 15 (1999) 181–232.
117. D. Deng, X. T. Duong, A. Sikora et L. Yan, Comparison of the classical BMO with

the BMO spaces associated with operators and applications, Rev. Iber. Mat. 24
(2008) 267–296.

118. D. Deng, L. Song, C. Tan et L. Yan, Duality of Hardy and BMO spaces associated
with operators with heat kernel bounds on product domains, J. Geom. Anal. 17
(2007) 455–483.
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138. J. Dziubánski, Spectral multipliers for Hardy spaces associated with Schrödinger
operators with polynomial potentials, Bull. Lon. Math. Soc. 32 (2000) 571–581.
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(Univ. Nantes, 2001), pp. 1–14.

309. X. Tolsa, BMO, H1 and Calderón–Zygmund operators for non doubling measures,
Math. Ann. 319 (2001) 89–149.

310. X. Tolsa, A proof of the weak (1,1) inequality for singular integrals with non dou-
bling measures based on a Calderón–Zygmund decomposition, Publ. Mat. 45 (2001)
163–174.

311. X. Tolsa, The space H1 for nondoubling measures in terms of a grand maximal
operator, Trans. Amer. Math. Soc. 355 (2003) 315–348.

312. H. Triebel, Function spaces on Lie groups, the Riemannian approach, J. London
Math. Soc. 35 (1987) 327–338.



April 11, 2011 12:22 WSPC/S1793-7442 251-CM S1793744211000278
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