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Nous développons dans cet article les principaux arguments constructifs utilisés en
théorie quantique des champs, en nous cantonnant aux théories bosoniques, pour
lesquelles il n’existe pas de présentation générale récente. L’article s’adresse d’abord
et avant tout & des mathématiciens ou physiciens mathématiciens connaissant les argu-
ments de base de la théorie perturbative des champs, et souhaitant connaitre un cadre
général dans lequel ils peuvent étre rendus rigoureux. Il fournit également un apergu
d’une série d’articles récents [50, 51] visant & donner une définition constructive des
chemins rugueux et du calcul stochastique fractionnaire.

We develop in this article the principal constructive arguments used in quantum field
theory, limiting us to bosonic theories, for which there does not exist any recent gen-
eral presentation. The article is primarily written for mathematicians or mathematical
physicists knowing the basic arguments of quantum field theory, and desiring to discover
a general framework in which they can be made rigorous. It also provides a glimpse of
a recent series of articles [50, 51] whose aim is to give a constructive definition of rough
paths and fractionary stochastic calculus.

Keywords: Constructive field theory; renormalization; cluster expansions; fractionary
Brownian motion; fractionary stochastic calculus; rough paths.
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0. Introduction

Cet article est né d’un exposé inachevé, fait au séminaire de physique mathématique
de I"Université de Lyon en février 2011. L’auteur de ces lignes voulait raconter
brievement ses travaux récents sur les chemins rugueux et sur le calcul stochastique
fractionnaire [50, 51], avant d’en venir 4 ’objet essentiel de sa conférence — celui pour
lequel il avait été mandaté, pourrait-on dire —, a savoir des explications détaillées
concernant les méthodes constructives en théorie des champs, sur lesquelles reposent
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de maniere essentielle ses résultats - ainsi que, plus généralement, la validité
des calculs perturbatifs tournant autour de la renormalisation. De fil en aigu-
ille, d’explication en explication, et faute de combattants (pourtant trés patients!)
I’exposé a du s’interrompre au bout de presque trois heures.

Les méthodes constructives sont en général méconnues du grand public (intéressé
a la théorie des champs sous ses divers aspects, s’entend), et réputées réservées a
une poignée d’experts. Il y a la un paradoxe, compte tenu du succes extraordinaire
de la théorie des champs et des théories de renormalisation. Celles-ci sont devenues
incontournables en physique des particules de haute énergie comme en physique
de la matiere condensée, depuis les travaux de K. Wilson dans les années 70. Par-
allelement, le champ de leurs applications mathématiques n’a cessé de s’étendre
ces vingt dernieres années; on pourrait citer, en suivant approximativement l'ordre
chronologique, les invariants de Donaldson pour les variétés de dimension 4 et la
théorie de Seiberg-Witten [55]; les intégrales matricielles et leurs applications a la
combinatoire [41]; la théorie des noeuds et la topologie en basse dimension [5];
la quantification par déformation des variétés de Poisson par M. Kontsevich [39];
la démonstration constructive du théoreme de Kolmogorov—Arnold—Moser (KAM)
(26, 9]; les travaux fondateurs d’A. Connes et D. Kreimer portant sur la refor-
mulation algébrique de l'algorithme de renormalisation de Bogolioubov, Parasiuk,
Hepp et Zimmermann (BPHZ), a l'origine d’une multitude de développements plus
formels, avec des applications notamment aux schémas numériques d’intégration
des équations différentielles [14, 10]; et bien d’autres encore.

Des raisons existent a cela, de bonnes et de mauvaises. Passons sur le fait que les
applications d’essence combinatoire ou formelle — en somme, la majorité des appli-
cations aux mathématiques, lorsqu’on laisse de c6té I’analyse et les probabilités — ne
s'intéressent par définition qu’aux développements asymptotiques, sans se soucier
de leur convergence. La principale et plus sérieuse est sans doute la limitation (qu’on
peut espérer provisoire!) du champ d’application des méthodes constructives aux
théories qui sont des perturbations de théories gaussiennes. Les théories physiques
sous-jacentes s’écrivent en termes d’un lagrangien d’interaction L, couplé a un
parametre A > 0, appelé constante de couplage; la théorie est gaussienne a la
limite A = 0. Comme nous I'expliquons plus loin (cf. Secs. 1 et 2), la renormalisa-
tion (perturbative comme constructive) repose sur une intégration successive sur
les degrés de liberté de la théorie, en commengant par les échelles d’énergies (ou
moments de Fourier) les plus hautes (ce que les physiciens appellent la zone ultra-
violette) et en descendant jusqu’aux énergies les plus basses (dans U'infra-rouge). Ce
faisant, les parametres de la théorie, notamment A, sont renormalisés, et deviennent
dépendants de I'échelle. La théorie effective a 1’échelle j, donnant le comportement
des fonctions & n points (¢ (1) - - - ¥(xy,)), avec log|z; — x| ~ —j,* se calcule alors

20u encore (notant 17 les fluctuations gaussiennes du champ 1 sur une distance typique de ordre
de 277), des fonctions (7 (z1) - - -7 (zy)), sans restriction sur les ;.
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comme une perturbation finie de la théorie gaussienne avec les parametres effectifs
a l’échelle j. Tout le probleme de la renormalisation provient de ce que le flot du
groupe de renormalisation associé (sauf dans les théories dites asymptotiquement
libres pour lesquelles la constante de couplage effective tend vers 0, et dans cer-
taines théories avec des symétries particulieres pour lesquelles le flot est trivial [61])
fait croitre le parametre A au-dela de la zone ou les perturbations sont permises.
Dans certains cas,® des développements perturbatifs en diagrammes de Feynman
a 2 ou 3 boucles (au-dela I'utilisation de l'ordinateur devient indispensable) sem-
blent indiquer l'existence d'un point fize non trivial, autrement dit d’une valeur
limite non nulle du parametre X\ renormalisé aux énergies les plus basses, signature
d’un comportement effectif non gaussien de la théorie a ’échelle macroscopique.
Dans d’autres, de maniere encore plus critique — comme 1’électrodynamique quan-
tique en dimension 4, supposée décrire 'interaction des électrons avec le champ
électromagnétique, autrement dit de la lumiere et de la matiere —, ces mémes
développements perturbatifs en diagrammes de Feynmann suggerent que la con-
stante de couplage effective croit sans limite dans la limite ultra-violette, et donc
que le modele est intrinsequement mal défini aux énergies les plus hautes. Mal-
heureusement ces modeles sont parmi les plus fondamentaux en physique de la
matiere condensée comme en physique des particules de haute énergie. La majorité
des physiciens s’est donc tournée vers la recherche de nouveaux modeles (comme
la grande unification ou la théorie des cordes), ou des modeles intégrables (comme
c’est le cas du modele d’Ising et de nombre d’autres modeles de physique statis-
tique en dimension 2), ou encore a abandonné l'idée de développements pertur-
batifs rigoureux, se contentant de développements perturbatifs en diagrammes de
Feynman.

Un point de terminologie important s’impose ici avant de poursuivre: on appelle
d’ordinaire théorie perturbative des champs un développement en diagrammes de
Feynman. Le développement asymptotique général de la fonction de partition ou
des fonctions a m points ou corrélations de la théorie fait apparaitre une série
entiere en A\ ou en h, notoirement divergente, dans toutes les théories connues;
plus précisément, le coefficient de A", ou somme des diagrammes de Feynman a NV
boucles*, diverge comme une factorielle N! a une certaine puissance. Pourtant, les
modeles explorés en théorie constructive des champs sont également perturbatifs a
leur maniere, puisqu’ils ne sont bien définis — comme nous venons de ’expliquer —
que lorsque les parametres renormalisés restent petits a toutes les échelles. La clé
réside dans un développement perturbatif controlé — une sorte de développement
de Taylor avec reste intégral, au lieu d’'un développement en série — permettant
d’exprimer la fonction de partition, ou plutét son logarithme, I’énergie libre, comme

PLa chromodynamique quantique est asymptotiquement libre dans I'ultra-violet [43]; au contraire,
le modele ¢* non massif en dimension 4 étudié ici est asymptotiquement libre dans I'infra-rouge.
°On peut citer la théorie ¢* non massive en dimension 2 et 3, associé au modele d’Ising & la
température critique.
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la limite d’une série de fonctions f; analytiques en A, Z;’;’ioo f;(A\) portant sur les
échelles d’énergies, de l'ultra-violet (j = +00) jusqu'a linfra-rouge (j = —o0).
Formellement, le développement en série (divergent & nouveau) des f;(\) permet
de retrouver la série des diagrammes de Feynman; les développements perturbatifs
de la théorie constructive peuvent donc se voir comme une resommation partielle
astucieuse de cette méme série. La correspondance entre la série divergente des dia-
grammes de Feynman et la série convergente de la théorie constructive est en fait
plus précise que cela. L’énergie libre est typiquement analytique a I'intérieur d’un
petit disque {A € C;|X\ — Ag| < Ao} (Ao > 0) inclu dans le demi-plan Re A > 0, et
des estimées permettent de montrer qu’elle est égale a la somme de Borel de son
développement en série en 0, donné par les diagrammes de Feynman.

Apres ces précautions d’'usage, nous pouvons maintenant tenter de résumer les
succes a porter au crédit de la théorie constructive; on pourra se reporter a la
monographie de V. Rivasseau [60], & la these de A. Abdesselam [1], ou aux livres de
V. Mastropietro et de M. Salmhofer [53, 63] (qui s’intéressent plus spécifiquement
aux théories fermioniques). La théorie constructive des champs est un programme
lancé & lorigine dans les années 60 par A. S. Wightman [72], dont le but était
de donner des exemples explicites de théories des champs avec une interaction
non triviale; cf. [29] et les références données dans larticle pour une bibliographie
plus étendue. E. Nelson donna la premiere contribution au programme en 1965
en introduisant une analyse multi-échelles [56] afin de controler la divergence du
modele ¢* en deux dimensions, dont la seule divergence provient de I'ordre de Wick.
J. Glimm et A. Jaffe introduisirent ’analyse générale sur I’espace des phases [30]
pour des modeles avec un nombre fini de graphes divergents. Le développement
en clusters fut inventé par J. Glimm, A. Jaffe et T. Spencer [31] pour contréler la
limite en volume infini.

L’école romaine [6] se rendit alors compte que cette analyse de espace des
phases était en un certain sens une version spatiale continue du développement
en blocs de spins ou block-spin expansion, écrite en premier par Kadanoff pour le
modele d’Ising, et devenue ultérieurement un outil majeur a la fois en physique
des particules de haute énergie et en physique statistique grace aux travaux de K.
Wilson sur le groupe de renormalisation [73, 74]. L'outil du développement multi-
échelles fut développé dans les années 80 afin de donner une version rigoureuse
de groupe de renormalisation de Wilson, en introduisant notamment le flot des
parametres effectifs (ou renormalisés), cf. [28] pour 'approche & la fagon blocs de
spins, et [22] pour la version continue appelée développement en clusters multi-
échelle ou multi-scale cluster expansion.

Cette derniere approche a été poursuivie durant les trente dernieres années,
conduisant a la fois & des avancées conceptuelles [1-3, 49], et & des applications a des
modeles de la théorie quantique des champs avec un comportement asymptotique
non trivial soit dans la limite ultra-violette (ou des hautes énergies, ou encore a petite
distance) ou infra-rouge (ou des basses énergies, ou a grande distance); on peut citer
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péle méle le modele ¢, I’ électrodynamique ou la chromodynamique quantique, les
modeles de physique statistique sur résau, les marches aléatoires auto-évitantes
[54]... D’autres régimes avec une singularité non plus ponctuelle (dans la limite
|€] — oo en moments de Fourier), mais au voisinage d’'une surface interprétée comme
surface de Fermi, ont également été étudiés, avec des applications a la localisation
d’ Anderson et & des modeles de fermions non-relativistes en interaction, tels que
le modele de Luttinger [7] en dimension un ou le modeéle du jellium en dimension
deux [23], en relation avec la théorie de Bardeen—Cooper—Schrieffer (BCS) sur la
supraconductivité. En général, les théories fermioniques peuvent étre traitées sans
introduire tout le lourd appareillage des développements en clusters multi-échelles
[4]. Malgré les avancées conceptuelles de la derniére décennie, I’avis (personnel) de
Iauteur est que le cadre général pour ces développements en clusters, tel qu’on le
trouve dans l'article [22] écrit il y a plus de vingt ans, était le plus approprié, a la fois
par sa généralité, et son usage parcimonieux d’identités combinatoires et d’algebre,
au profit de développements en arbres somme toute intuitifs et faciles a visualiser,
dans lesquels apparaissent clairement les idées essentielles. Le défaut majeur (mais
partagé dans une large mesure par les autres approches) est la technicité assez
redoutable des bornes finales; celle-ci n’est pas apparente dans I'article — bien qu’il
contienne tous les arguments majeurs —, mais réelle. Nous espérons que cet article
peut servir de compagnon a Particle [51], dans lequel le lecteur pourra trouver tous
les détails dans une présentation nouvelle.

Présentons maintenant brievement le long chemin qui, partant de problemes
fondamentaux concernant la définition méme du calcul stochastique fractionnaire,
nous a conduits a chercher des réponses en théorie des champs — et plus précisément
en théorie constructive des champs, puisqu’il s’agit ici d’analyse et de probabilités.

L’étude des équations différentielles stochastiques dirigées par le brownien (ou,
via la formule d’Tt6 ou celle de Feynman-Kac, des équations de diffusion) est un
des themes essentiels de la théorie des probabilités, depuis les premiers travaux
d’Einstein et Smoluchowski. L’intérét porté a cette théorie tient a ce qu’elle se con-
fond dans une large mesure avec celle des processus de Markov continus. L’outil
technique essentiel pour le calcul stochastique est la théorie des (semi-)martingales,
qui repose elle-méme sur le caractere Markovien du processus, ainsi que sur la notion
de wariation quadratique des trajectoires, finie lorsque celles-ci sont de régularité
Holder d’indice >1/2. 1l est bien connu que deux théories d’intégration (celle d’Itd
et celle de Stratonovich) sont en concurrence. Celle de Stratonovich est sans doute
celle qui correspond le plus a lintuition, puisqu’elle s’obtient comme limite de
I'intégrale de Riemann usuelle contre de bonnes approximations C'! par morceaux
des trajectoires browniennes (notamment les classiques interpolations linéaires par
morceaux), et qu’elle vérifie la formule fondamentale du calcul infinitésimal, &
savoir F(B(t)) = F(B(s)) + fst F'(B(u))d>"° B(u) pour toute fonction réguliere
F évaluée le long d’'une trajectoire brownienne B(t) (cf. [75], cité dans [38],
§5.2 D).
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Cette approche échoue lorsqu’on considere des processus stochastiques d’indice
de régularité Holder a < 1/2.4 Le champ d’applications est immense et mal défini,
allant des diffusions sur des fractals [35] aux sous-diffusions en milieu poreux [32, 42],
des processus multi-fractionnaires (et leurs proches parents, les marches aléatoires
multi-fractales ou martingales multiplicatives [12] avec leurs applications en gravité
quantique de Liouville [16] ou pour modéliser la turbulence [24, 18, 40]) aux bruits
colorés, utilisés de maniere phénomonologique dans nombre d’applications, en par-
ticulier en synthese d’images. Ce sont ces derniers qui nous intéresseront ici, en
raison de leur caractere gaussien qui les apparente aux modeles usuels de la théorie
quantique des champs. L’exemple le plus élémentaire de ces processus gaussiens est
appelé habituellement brownien fractionnaire*® par les probabilistes; il s’agit en fait
d’une famille de processus indexée par un parametre « correspondant a l'indice de
régularité Holder des trajectoires [58, 57]. Or les travaux de L. Coutin et Z. Qian
[15] ont montré que l'intégrale stochastique non triviale la plus élémentaire con-
struite a partir du brownien fractionnaire bidimensionnel ¢ = (¢1(t), p2(t)) — avec
ses deux composantes indépendantes et de méme loi —, a savoir

Als 1) = / dé (1) / dba(t) = / (é2(u) — 2 (5))dhs (1), (0.1)

une intégrale itérée d’ordre 2, définie comme limite des intégrales itérées des inter-
polations linéaires par morceaux des trajectoires, diverge quand « < 1/4. Des
travaux ultérieurs reposant sur des méthodes différentes [15, 57, 65, 66] ont confirmé
Pexistence de cette barriere apparemment infranchissable en o = 1/4.

Et pourtant, la théorie des chemins rugueuz* (ou rough paths), une théorie
d’intégration adaptée aux chemins irréguliers, introduite par T. Lyons a la fin
des années 90 [46, 47] et devenue un outil essentiel en calcul stochastique
[46, 47, 33, 44, 45, 25], prédit — malheureusement par des arguments géométriques
non constructifs — l’existence d’approximations C! par morceaux, autres que
Iinterpolation linéaire par morceaux, dont les intégrales itérées de tous ordres con-
vergent vers des quantités finies s’interprétant comme substituts d’intégrales itérées
du brownien fractionnaire — en termes plus géométriques, comme chemin rugueuz
au-dessus du brownien —. Nous insistons sur I'idée qu’il s’agit de substituts: A. Lejay
[44, 45] a bien fait voir comment on peut modifier & loisir les intégrales itérées d’un
chemin en insérant tout le long des “bulles” microscopiques invisibles a l'oeil nu. Les
travaux de auteur [67-70, 50, 51] ont montré en fait que lesdites intégrales itérées
s’expriment en termes de champs singuliers (dits ordonnés en Fourier) qui peuvent
étre régularisés par I’'ajout d’'un terme d’interaction dans le lagrangien, sans mod-
ifier les trajectoires du champ régulier ¢ sous-jacent. Ce miracle s’explique par le

dRappelons qu’un chemin continu X : [0, T] — R est a-Holder, a € (0, 1), si SUP, tefo, 7] p‘(tt_;s)‘(;‘ <
0o. Les trajectoires Browniennes sont a-Hoélder pour tout av < 1/2; elles ont une variation quadra-

tique finie presque siirement en raison de compensations aléatoires.
¢Ils s’obtiennent en effet comme dérivée ou intégrale fractionnaire — suivant la valeur de o« — du

Brownien.

1240004-6



Mode D’emploi de la Théorie Constructive des Champs Bosoniques

flot quasi-trivial du groupe de renormalisation, une itération suffisant pour écranter
totalement l'interaction. On obtient ainsi toute une classe de processus gaussiens
“généralisés” qu’on pourrait appeler champs quasi-gaussiens. La théorie générale
[19] donne une multitude d’intégrales itérées possibles correspondant a des choix
essentiellement arbitraires de champs singuliers; la construction physique, quant
a elle, donne une famille a un parametre d’intégrales itérées construites par un
procédé naturel en théorie des champs, pouvant de plus s’interpréter comme ajout
d’une dérive (drift) singuliere dans une équation différentielle stochastique [52],
et permettant de définir une intégration stochastique avec de bonnes propriétés,
adaptée par exemple & la résolution d’équations différentielles stochastiques.

Les termes frangais suivis d’une astérisque (x) sont retraduits en anglais dans
le lexique final, afin de permettre au lecteur anglophone de comprendre aisément,
et au lecteur francophone de se référer aux articles originaux. La théorie construc-
tive n’ayant jamais été écrite en francais, leur traduction frangaise a été obtenue
en suivant les traditions orales, pour lesquelles ’auteur remercie chaleureusement
Jacques Magnen, sans qui — plus généralement — tout ce travail de transcription de
la théorie constructive n’aurait pas été possible.

1. Comptage de Puissance Pour les Diagrammes
de Feynman Multi-échelles

Curieusement, les traités classiques sur la théorie quantique des champs (qu’ils
introduisent 1'algorithme de Bogoliubov—Parasiuk—Hepp—-Zimmermann ou qu’ils en
restent a des développement & 1 ou 2 boucles*) n’utilisent pas la notion du comptage
de puissance®, ni de diagramme de Feynman multi-échelles*. C’est pourtant (et les
spécialistes le savent bien depuis longtemps [20, 21, 27]) de loin le moyen le plus
simple de montrer qu’on peut renormaliser les diagrammes de Feynman de fagon a
produire des quantités finies, et aussi de borner ces diagrammes. Nous renvoyons ici
au livre de V. Rivasseau [60], ou & la these récente de F. Vignes-Tourneret [71] ou
ces estimées classiques sont redémontrées en détails de maniere tres pédagogique.

Le point de départ est une théorie gaussienne. Soit donc 1/ : R — R¢ un champ
gaussien stationnaire sur R” & d composantes, de noyau de covariance Cy(z,y) =
Cy(x —y). Dans toute la suite on choisit une décomposition en échelles M-adique
du champ, ot M est une constante > 1 fixée.

Définition 1.1. (1) Soit x! : R”? — R une fonction > 0 & support compact
telle que x' = 0 dans un voisinage de 0 et x! = 1 dans un voisinage du bord
de I'hypercube défini par sup;_; p[;| = 1. Cette fonction peut étre choisie de
sorte que (x7)jez, avec xJ := x!(M~J-.), définissent une partition de I'unité, i.e.
Zjez X} = 1. Soit p € Z. Alors la troncature* ultra-violette a [’échelle p d’une
fonction f : RP — R% est f=F := F (¢ — > <, X (O] FF(E)), ot F désigne la
transformation de Fourier. En termes simples, la troncature ultra-violette “coupe”
toutes les composantes Fourier de moment £ tel que |¢] > M?.
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(2) Posons Cﬂ) = FHE = XI(E)FCy(€)). Alors ¢ a la méme loi que la série de
champs gaussiens indépendants > y 1, si1pd a pour covariance C’i. La troncature®
ultra-violette d’échelle p du champ v est 1 ~° := >___ )7, de covariance C’J P=
EJSP Cljb'

Le cas typique est celui d'un champ gaussien multi-échelles de dimension f3,
pour lequel |[FCy(§)] = \E\D;‘% et |(Y ()i (y))| < CT% pour tout r > 1
(les exposants —(D — 23) et —2/ se correspondant par transformation de Fourier),
cf. [50]. La définition de la dimension (3 suit la définition usuelle des physiciens, en ce
sens que 1 (z) se comporte comme une énergie (ou inverse de distance) & la puissance
B.f En particulier, les champs de dimension d’échelle 3 > 0 sont divergents dans
I'ultra-violet.

J<p

Définition 1.2. (champs en interaction) Soit A := (A1,...,Ay) € C? un ensem-
ble de parametres, et Pi,...,P; (g > 1) des polynémes homogenes sur R? x
(RHP . Alors la théorie en interaction avec lagrangien d’interaction Lin(¥)(x) =
> om—1 M Pp(¥(2); Vib(z)) est (si elle existe!) la limite faible Px(dy)) des mesures de
Gibbs

1

ZAV.p

Pavp(d) = e~ v G008 =0 (), (1.1)
quand le volume |V| et I'échelle de cut-off ultra-violet p tendent vers 'infini, ot:
V C RP est compact; d,uﬂp(zﬂv) est la mesure gaussienne correspondant au champ
régularisé 1)~ restreint au volume fini V; Zy v,, est une constante de normalisation
appelée fonction de partition.

En développant I’exponentielle de I'interaction en série, et en utilisant la for-
mule de Wick bien connue (rappelée en §3.2), on peut exprimer les fonctions a n
points (ou corrélations) de la théorie, (¢, (z1),...,%;, (2))x, comme une somme
formelle de diagrammes de Feynman, Z%\ > rA(T), ou I' parcourt I'ensemble des
diagrammes avec n lignes externes ¢;, (z1), ..., ¥, (z5), et A(I') € C est I’évaluation
du diagramme correspondant; les fonctions a n points connezes s’obtiennent alors
comme somme sur les diagrammes connezxes, sans la constante de renormalisation
ZlT' Sil’on choisit une échelle pour chaque ligne (intérieure ou extérieure) du graphe,
on obtient ce qu’on peut appeler un diagramme de Feynman multi-échelles.

Dans toute la suite on supposera pour simplifier le comptage de puissances que
la théorie est juste renormalisable; autrement dit, les constantes de couplage A; sont
sans dimension, ou encore, chaque terme dans l'interaction [, ¥4, (), ..., s, (x)dx
est de dimension 3;, +---+ (;;, — D = 0. On démontre alors facilement qu'un dia-
gramme mono-échelle I dont toutes les lignes intérieures et extérieures sont d’une
méme échelle fixée j est d’ordre M7« ott w(I') := D — D te b (r) Bt (Lexs ()

fLa convention dans [50] est d’appeler dimension d’échelle* —g3, égal & la régularité Holder des
trajectoires.
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désignant ’ensemble des lignes externes) est le degré de divergence superficielle du
graphe. Pour la théorie ¢* en 4 dimensions par exemple, le champ ¢ est de dimen-
sion 0 = % — 1 =1, et le degré de divergence superficielle d’'un graphe connexe a
n lignes externes est 4 — n (cf. [43], §6.1.2). Un diagramme mono-échelle est bien
entendu convergent. Les divergences en théorie quantique des champs proviennent
des diagrammes quasi-locauz, c’est-a-dire des diagrammes multi-échelles I' dont les
lignes internes sont toutes de plus haute énergie que les lignes externes; on note i
I’échelle minimum des lignes internes, et er ’échelle mazimum des lignes ezternes,
de sorte que la hauteur® htr :=ir — epr d’'un diagramme quasi-local I" est positive.
En raison de la décroissance polynomiale ou exponentielle “scalée” de la covariance
Cl(x —y) = (Y (x)y? (y)), négligeable sur des distances |x — y| > M7, 'ordre de
grandeur de I’évaluation A(T") d’un diagramme quasi-local s’obtient en intégrant sur
des vertex intérieurs a distance < M~ les uns des autres, inférieure & la distance
a priori comparable & M ~°" des vertex extérieurs, d’ou le nom “quasi-local”. Dans
la terminologie de [60, 71], les diagrammes quasi-locaux divergents sont dits dia-
grammes dangereuz.® Pour évaluer un diagramme multi-échelles, on réalise une sorte
d’“écorché”: pour chaque échelle j des lignes du diagramme, on dessine I’ensemble
des lignes d’échelle > j, noté IV=. Soit j; > js_1 > --- la liste décroissante des
échelles du diagramme. On construit un arbre couvrant de I' en extrayant du graphe
G777~ un arbre couvrant, puis en le complétant en un arbre couvrant de GJ77-17,
et ainsi de suite jusqu’a épuisement des échelles. On integre successivement sur les
sommets de I’arbre couvrant en partant des échelles les plus hautes. La décroissance
“scalée” des propagateurs montre que chaque vertex contribue un facteur de I'ordre
de 1 (pour une théorie juste renormalisable bien entendu). En intégrant sur tous
les sommets (sauf un) d’un diagramme quasi-local connexe g C G~ on trouve
une contribution totale majorée par M#s«(9) = Mtew(9) \resw(9) Si tous les degrés
de divergence superficiels w(g) de tous les sous-diagrammes quasi-locaux sont < 0,
les facteurs de ressort* M"s¥(9) permettent de sommer sur les différences d’échelle
ji — ji—1, alors que les termes M©“(9) sont gardés en réserve pour les échelles
inférieures et garantissent que les vertex des diagrammes quasi-locaux d’échelle e,
sont encore neutres. La renormalisation consiste a soustraire ’évaluation des sous-
diagrammes quasi-locaux superficiellement divergents & moments externes nuls (ou
mieux encore son développement de Taylor a l'ordre T autour des moments externes
nuls), ce qui est équivalent & déplacer toutes les lignes externes au méme point. Le
graphe étant quasi-local, c’est-a-dire quasi-ponctuel du point de vue de ’échelle
de ses lignes externes, on comprend que cette opération donne la contribution
principale du graphe. La soustraction est équivalente du point de vue du comp-
tage de puissance a remplacer w(IVi~) par w* (Vi) := w(I'¥i~) — 7 — 1. Pour 7

gLa formule des arbres de Zimmermann (ou algorithme de renormalisation de BPHZ) se réécrit
dans ce langage multi-échelles, faisant apparaitre essentiellement des soustractions de contre-
termes associés a des foréts de diagrammes dangereux, et rendant quasi-immédiate la preuve de
la finitude des graphes renormalisés (cf. [71], §1.3.3).
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suffisamment grand (7 = 2 pour la théorie ¢* en dimension 4, 7 = 0 pour le modele
de chemins rugueux), w*(I'Yi~) < 0, ce qui permet de sommer sur les échelles.

2. Développement en Clusters

Les développements en clusters® proviennent de 1étude de modeles sur réseau ou de
gaz dilués a haute température [37, 62]. Dans tous les cas, l'idée est d’évaluer une
fonction de partition portant sur un grand nombre de degrés de liberté couplés avec
une interaction a courte portée en la réécrivant comme somme sur des amas finis
(“clusters”) entierement découplés. Les développements en clusters de la théorie
des champs sont fondées sur une décomposition en ondelettes simplifiée ( ij) d’un
champ gaussien v, ou j est une échelle de Fourier verticale comme précédemment,
et A7 un cube horizontal (i.e. relatif & I'espace direct R” et non & l'espace de
Fourier) de taille M~/ autour du centre de la composante ondelette. Chaque 1#2].
peut étre vu comme un degré de liberté* de la théorie, ces différents degrés de lib-
erté étant relativement indépendants les uns des autres, de sorte que l'interaction
intégrée [ Lint(¥)(z)dz peut se réécrire comme une double série horizontale et ver-
ticale, divergente horizontalement (en raison de linvariance par translation de la
théorie) et verticalement (sauf si la théorie ne nécessite pas de renormalisation).
Les développements en clusters horizontaux (H) et verticaux (V) permettent de
rééerire la fonction de partition Zy,” sur un volume fini, avec échelle de troncature
ultra-violette p, comme une somme,

Z;P:Zl > Fray(P1) - Fav(Pa), (2.1)

n!
n P4,...,P,, non-overlapping

ou:

—Pq,...,IP, sont des polyméres disjoints, i.e. des ensembles de cubes A reliés par des
liens horizontaux et verticaux; pendant les développements en clusters, la mesure
gaussienne a été modifiée de sorte que les composantes des champs appartenant a
des polymeres différents sont devenues indépendantes;

- Fpv(P), P = Py,...,P, est Pévaluation (fgy(P))x d’une fonction fry
dépendant uniquement des composantes situées dans le support de P.

Les faits fondamentaux sont les suivants: (i) la fonction d’évaluation du
polymére* Fpy (P) est d’autant plus petite que le polymere est grand, en raison
de la décroissance polynomiale ou exponentielle & grandes distances (pour la direc-
tion horizontale), et par des arguments de comptage de puissance pour la direc-
tion verticale, ce qui conduit a I'image d’ilots horizontaux® maintenus ensemble
par des ressorts® verticaux; (ii) les liens horizontaux et verticaux dans P (une
fois qu’un cube appartenant & P a été fixé) suppriment l'invariance par trans-
lation, responsable de la divergence lorsque |V| — oo. Une astuce combinatoire
classique, appelée développement de Mayer (un développement en clusters d’'un
type particulier en fait) permet de réécrire I’Eq. (2.1) comme une somme similaire
sur des arbres de polymeres*, parfois appelés Mayer-extended polymers (polymeres
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étendus a la Mayer?) et notés P eux aussi par abus de notation, mais sans con-
trainte de non-overlap, Z,,” = 3" # Z]P’l,...,an F(Py)--- F(Py,), ot F = Fyy s est
une nouvelle fonction d’évaluation de polymere tenant compte du développement
de Mayer, de sorte que log Z,,” = 3, F(P) apparait comme une quantité exten-
sive puisqu’invariante par translation. Les choses sont en fait plus compliquées
que cela, les considérations précédentes ne valant que pour une échelle donnée.
Au total, on trouve que, dans la limite |V, p — oo, Pénergie libre log Z;,” est une
somme sur chaque échelle de quantités extensives dépendant de 1’échelle considérée,
Le. logZ," = V|3, MPI 7P ot fI7° (quon peut voir comme une énergie
libre par cube d’échelle j) converge quand |V| — oo vers une quantité finie de
Pordre de O(A). On retrouve I'idée que chaque cube d’échelle j contient un degré
de liberté. Alternativement, on peut approcher cette décomposition par une somme
<o v F1P (x)dx, ot f1777 est une densité volumique d’énergie libre d’échelle 7,
de lordre de MP7. Flnalement, les fonctions a n points se calculent de la méme
maniere en incorporant des champs externes d’une échelle donnée et en sommant
sur les échelles de ces champs.

2.1. Formule de Brydges—Kennedy—Abdesselam—Rivasseau

Voyons maintenant comment concrétiser ces idées. La tres jolie formule ci-dessous,
obtenue dans une premiere version par Brydges et Kennedy [11] (cf. toutefois [17]
pour des versions encore antérieures), puis améliorée et systématisée par A. Abdes-
selam et V. Rivasseau [2, 3], fascine les mathématiciens [13]. Elle permet de traiter
le développement en clusters horizontal ainsi que le développement de Mayer; dans
le premier cas, les objets sont des cubes d’une échelle donnée, dans le deuxieme cas,
des polymeres multi-étages.

Cette formule s’énonce de maniere abstraite sur un ensemble fini d’objets O quel-
conque. Un lien ¢ de 'ensemble O est une paire oy, o, d’objets distincts. L’ensemble
des liens de O est noté L(O); on peut le voir comme ’ensemble des arétes du graphe
total sur O. Si F est une forét (autrement dit, une réunion disjointe d’arbres) reliant
les objets de 'ensemble O, on note L(F) C L(O) I'ensemble de ses arétes.

Définition 2.1. (formule de Brydges-Kennedy—Abdesselam-Rivasseau) Soit Z¢ :
0,1]5©) — R une fonction Z = Z((2¢)rer(0)) dépendant d'un ensemble de
parametres z; € [0, 1] placés sur les liens ¢ = (og, 0}) reliant deux a deux les objets
d’un ensemble (abstrait) fini O. Alors:

(1) (formule BKARL1)
0
Zo(1) = /dwz 11 a Z | (z(w)), (2.2)
]FE]-'(O ¢EL(F) e 9%

o: F(O) est l'ensemble des foréts non ordonnées reliant les objets de O;
ze(w), £ € L(O) est le minimum des parametres wy pour ¢’ parcourant I'unique
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chemin de o; vers 0} si o; et o} sont connectés par les liens de F, et z;(w) =0
sinon.

(2) (formule BKAR2)
On suppose O = O7 L1 Os. Soit Fres(O) ensemble des foréts F restreintes™ sur
O, c’est-a-dire des foréts dont chaque composante connexe est (i) soit un arbre
d’objets de type 1, appelé arbre non enraciné®; soit (ii) un arbre enraciné*
contenant un seul sommet de type 2, considéré comme sa racine. Alors

1
Zom = Y (I [ aw) ([ I 5= |z] . (23

FEFres(©) \LeL(m)”0 CEL(TF)

ou zy(w), £ € L(O) est le minimum des parametres wy: pour ¢/ parcourant
l'unique chemin dans F de o, vers o), F étant la forét obtenue a partir de F en
fusionnant™ toutes les racines de [ en un seul sommet.

En pratique Zop := Zo(1) = Zo(1,...,1) est une fonctionnelle donnée au départ
(dépendant de ’ensemble O ainsi qu’implicitement de parametres extérieurs comme
des constantes de couplage, des champs extérieurs...), d’une grande complexité com-
binatoire, ¢’est-a-dire (sans prétendre & une définition précise) ne pouvant s’obtenir
a partir de fonctionnelles sur des sous-ensembles de O. Dans les deux cas que
nous allons voir, il existe une fagon naturelle d’associer a Z» une fonctionnelle
Zo((20)ecr(0)) de sorte que Zo(z) se factorise sur les composantes connexes du
graphe obtenu en supprimant les arétes ¢ telles que zy = 0. Plus précisément, la
contribution d’une forét F de composantes connexes T+, ..., T; au membre de droite
de (2.2) se réécrit comme le produit

I

1
H H /dwe H % Zn, | (ze((we)ererry), € € L(T:)).  (2.4)

i=1 \teL(T;) "0 (EL(T;)

Le développement restreint (2.3) évite de tester (ou affaiblir) les liens entre
deux objets de type 2 lorsque cela est inutile ou dangereux (cf. application au
développement de Mayer ci-dessous).

Premiére application: développement en clusters horizontal

Soit D’ I'ensemble des cubes A7 d'une échelle j donnée. En dimension D = 1, il
s’agit simplement des intervalles [iM 7, (i + 1)M 7], i € Z. En dimension 2, les
carrés A7 s’obtiennent comme faces du réseau carré usuel sur Z?2, contracté ou dilaté
dun facteur M 7. De maniere générale, AJ = {x € RP ; n; < MJx; < n; + 1}
pour certains entiers ni,...,np. Les différents A7 donnent une partition de I’espace
RP. Les liens ¢ relient deux cubes notés A et Aj. Si 2 € RP, on note AJ le cube
d’échelle j contenant .
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Considérons la fonction de partition d’un modele de théorie des champs
restreinte & une échelle j donnée,

77 = / e~ Em @@ gy, (7). (2.5)

A un choix de parametres d’affaiblissement™ z, donné, notés dans ce cas par-
ticulier s, ou sa,, Al correspondent un noyau de covariance affaibli Cy(x,2’) =
SA{;,,Ai,C(xv a’) et la mesure gaussienne associée fis.

Une généralisation en dimension infinie de la formule suivante pour un

vecteur gaussien bidimensionnel X = (X3, X2) de matrice de covariance Cs; =
( C(1,1) sC(1,2)

SCL,2) C2,2) >7 obtenue par transformation de Fourier

%(f(X))s = % // f(z)(2m/det Cy)~? exp—%(Cs_lx,x)dx

= %// f() exp—%((/‘sn,n)dn
= C(1,2)(0x,0x,F(X))s (2.6)

donne la formule suivante:

1
77 = / dwg/ dxy da,C (g, xy)
Z H /o Ay A ¢ ¢

FieFi | LeL(Fi
<[ ity () Hor (e £ (2.7)

ot Hor? := HeeL(Fj) (M)J‘SW M)J‘ST})) sera appelé opérateur de développement hori-

zontal™.

Regardons maintenant comment cette formule s’applique dans un con-
texte multi-échelles. Le développement a ['échelle p s’applique a la fonction
Je Jv Line (") (@) g (4hP) | dans laquelle les champs de bas moment 1~ sont
considérés comme des sources. Le produit de ce développement est une somme
de produit de termes factorisés sur chaque arbre T? provenant de la formule de
Brydges—Kennedy—Abdesselam—Rivasseau. Chaque terme factorisé est une somme
de termes du type C*GPe™ Jro Lin (P70 (@)dz - oh: CP est un produit de propagateurs
C?(z¢,x)) d’échelle p; GP est un produit (fini) de champs ¢—*.

En réalité, ce développement s’applique non pas a la fonction de partition Z 7,
mais a la fonction Z7P(t), ot les coeflicients tjAj ,j € Z, A7 € DJ multipliant diverse-
ment les différentes échelles des champs sont introduits en vue du développement
multi-échelles (cf. §2.2). La décomposition précédente reste néanmoins valable, on
obtient des termes du type CPGPe™ Jro Line (W7 Fit) (@) o g dépendance en les
parametres t est cachée dans le monome G”.
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Les développements aux différentes échelles s’obtiennent de la méme maniere.
D’un point de vue logique, apres avoir complété les développements en clusters
aux échelles p,...,7 + 1 et obtenu des polymeres, il suffirait d’affaiblir par des
parametres s les liens entre cubes d’échelle j situés a la base de polymeres distincts.
En pratique cette procédure n’est pas dénuée d’ambiguité, et plutot que de définir
une procédure précise relativement arbitraire, on peut mettre sans dommage des
parametres d’affaiblissement s entre tous les cubes d’échelle j.

Deuzxieme application: développement de Mayer

Ce développement permet de séparer la contribution des polymeres du vide* a
I’énergie libre, comme nous l’expliquons ci-dessous, et de resommer les parties
locales des polymeres divergents en vue de la renormalisation. Contentons-nous
ici de montrer comment effectuer ce développement a l'aide de la formule de
Brydges-Kennedy-Abdesselam-Rivasseau. Un polymére P/~ multi-échelle d’échelle
minimale j est un ensemble connexe de cubes d’échelles k = 7,5 + 1,..., p reliés
par des liens horizontaux (entre cubes de méme échelle) ou verticaux, encore dits
liens d’inclusion*, reliant A¥, k > j a l'unique cube AF~! d’échelle k — 1 con-
tenant A*. Deux polymeres ]P’{ﬁ,IP%* sont dits non-j-overlapping (sans recouvre-
ment & D'échelle j?) si PJ7 et PJ~ n’ont pas de cube en commun & Iéchelle j,
autrement dit, si (PJ~ ND7J) N (P, NDJY) = 0. Les objets sont cette fois-ci des
polymeres, et les liens, des liens de non-overlap qu’on souhaite supprimer. La for-
mule de BKAR permet de ne garder des liens de non-overlap qu’entre les cubes
appartenant a un méme arbre de polymeres. Le développement fait apparaitre de
maniere générale des foréts de polyméres — une sorte de superstructure arbores-
cente si I'on pense que les polymeres sont eux-mémes des arbres —. Les parametres
d’affaiblissement sont notés ici S (pour ne pas les confondre avec les parametres s
du développement en clusters horizontal). Le lecteur vérifiera facilement que mettre
des parametres S a 0 équivaut a autoriser deux polymeres a se chevaucher libre-
ment, alors que dériver par rapport a un parametre S implique que les polymeres
ont au moins un cube en commun. Dans le deuxieme cas, le cube en commun
attache les deux polymeres 'un a l'autre, supprimant la liberté de déplacement
horizontal de 'un par rapport a l'autre; 'arbre de polymeres ainsi créé se borne
alors comme un polymere simple puisqu’il a été rendu connexe (cf. §3.2). Dans
le premier cas, les contributions des deux polymeres se multiplient, permettant la
resommation en exponentielle. Si ces polymeres possedent des champs externes,
il faut néanmoins les considérer comme des “polymeéres colorés”, de couleurs
différentes (puisqu’ils ont été rendus totalement indépendants l'un par rapport a
Pautre). Itérant le développement a chaque échelle, on voit qu’il faut donc tra-
vailler de maniere générale avec des “champs colorés”, ’(/NJj : RP x {couleurs} — C.
Les corrections aux bornes gaussiennes du §3.2 sont mineures (cf. [51] pour les
détails).
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Lemme 2.2. Soit NonOverlap’ (Py,...,Py) := H(R“P ;) 1P, P/, non-j-overlapping €l
NonOverlap’ (Py,...,PN;S)

= H ((1 - S]P’n,]P’n/) + SIP’TL,IP’"/ 1]P’n,]P”nnon—j—overlapping) . (28)
(anﬂj)n’)

Alors

NonOverlap’ (Py, ..., Py)

1
_ Z H /OdWZ H % NonOverlap’ (S(W)),

FEF({P1,....Pn}) \LEL(F) ver(F) O f
(2.9)

ot F({P1,...,Pn}) est Uensemble des foréts reliant les polyméres Py, ..., Py.

En pratique on distinguera entre les polymeres de type 1 (possédant < Next max
champs externes) et ceux de type 2 (possédant > Next max champs externes) —
puisque le développement de Mayer sert en principe a resommer les parties
locales des polymeres divergents —, et on n’affaiblira la condition de non-overlap
qu’entre les cubes dans lesquels aucun champ externe n’est situé, ceci afin
d’éviter 'accumulation de champs externes dans le méme cube que pourraient
créer les S-dérivations autrement, et on appliquera la 2éme formule de Brydges—
Kennedy—Abdesselam—Rivasseau au lieu de la lere. Nous n’écrirons pas la formule
explicitement.

2.2. Développement en clusters vertical

Ce développement est en réalité un développement de Taylor partiel dans chaque
cube d’une échelle donnée. En ce sens ce n’est pas réellement un développement
en cluster, et la formule de Brydges—Kennedy—Abdesselam—Rivasseau ne s’applique
pas. Néanmoins, comme nous allons voir, il conduit a une séparation effective de
I'ensemble des cubes I1;D7 en morceaux disjoints appelés polyméres, qu’on peut voir
comme des “clusters” ou amas multi-échelles, et les parametres ¢ € [0, 1] ci-dessous
jouent un role tres similaire aux parametres d’affaiblissement s ou S des paragraphes
précédents. La terminologie n’est pas fixée, on parle soit de développement en cluster
vertical®, soit (plus justement peut-étre) de “momentum-decoupling expansion” ou
“développement sur le couplage entre échelles”.

Définition 2.3. (parametres verticaux) On note ¢ un ensemble de parametres
th;, j € Z, AV € DI, associé chacun & un cube donné. De manitre équivalente,
ot AJ est I'unique cube d’échelle j contenant un point z, définit

Jo.— 4J
T ti=1,

une fonction localement constante dans chaque cube.
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Voici une premiere définition possible.

Définition 2.4. (Lagrangien habillé*) Soit Hle ¥;(z) un monoéme contenu dans
le lagrangien d’interaction, et £, (¢))(x) :== \° Hle ¥; P(x) sa troncature* ultra-
violette, couplée a une constante de couplage A°. Alors le lagrangien habillé*
associé est

I
Ll @it (x) = N [ [(Thi) 7 ()
=1
I
+ >N [@e) = (), (2.10)
p'<p =1

ol (T4)~*" est le champ habillé défini par la formule de récurrence (T4)~° (z) :=
¢ () + 1 (T) =D (a).

Lorsque la constante de couplage A\ n’est pas renormalisée, la formule se simpli-
fie, la constante A étant en facteur & la fois dans Lin (1)) et dans Ling(¢;t); comme
pour les développements en cluster, on retrouve alors la théorie initiale lorsque
t = 1, autrement dit, Lint(¥)(x) = Ling(¥;1)(x). Mais en général, la renormali-
sation induit un flot du parametre A, M étant la constante de couplage effective
relative a ’échelle j. Cette constante effective s’obtient en pratique en sommant les
contre-termes de toutes les échelles > j. Autrement dit, le contre-terme d’échelle
j, —(M~1 = M), compense les divergences de la théorie dues aux sous-diagrammes
dont ’échelle la plus basse est précisément égale & j.P

La formule (2.10) se réécrit a I’aide des contre-termes d’échelle j, en faisant une
resommation d’Abel,

I
Lotst)(@) = > W -a) Y D [I@e) =" D), (211)

p'<p+1 P’ <p’ i=1
ot 'on a posé \PT1 =0 et t271 = 0.

Dans le cas des chemins rugueux renormalisés, la mise en ordre normal de
Fourier fait apparaitre un lagrangien d’interaction décomposé en échelles. Pour un
lagrangien du type Lint(¥)(2) = 32 ,).c, KU HiI:l ¢ (z), la formule d’habillage
se généralise ainsi:

I
mt W t)( ) AP Z K(]l H T‘V)w jl
=1

0<(ji)i<r<p

I
+ Z AP -1 (1—( ) ) Z K G H(Tﬂ(p’*l)qpi)ji(xx

prsp 0<(ji)i<r<p'—1 i=1
(2.12)

hplus précisément, A7~ — X\ est égale & la somme des contributions des parties locales des
polymeéres dont ’échelle la plus basse est égale a j (cf. infra).
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ot (TP ) (z) = t2/ ¢~V .. t3+ i (x) (p) > j) est la composante d’échelle j de
(T) = (x).

Nous pouvons maintenant introduire le développement vertical. De la méme
maniere que le développement horizontal s’obtient par un développement de Taylor
habile en les variables sa,, Ay autour de la valeur s = 0, le développement vertical
s’obtient par un simple développement de Taylor & I'ordre Ny max €n les variables
ta. On peut formaliser ainsi ce développement:

Définition 2.5. (opérateurs de développement vertical) Soit j € Z et T/ un arbre
reliant des cubes d’échelle j; on note Vert{rj I’opération de développement de Taylor
a lordre Next,max dans chacun des cubes de T},

Vert? [f(tij A € T

= H {1‘ ) + 6tj » N 8N8xt,xnax71
t7 =0 j )
AT

P )
Ad 17 =0 tﬁ t? =0
AI€TI ad J Ad

Lo (L=t ) Newomnmd NG
+/ dt ( = 9o b f(th,, A € T9).  (2.13)
0

Next,max - ]-)' t]AJ'

La formule de Taylor avec reste intégral donne f(1) = Vert’ f. Appliquée
a l’échelle p a la trace sur un arbre T? du développement en cluster hori-
zontal a l’échelle p, elle produit une somme de produits de termes du type
G((th,) avere)e™ Jue Lt (Wi(thp)avere)(@)de - muyltipliés par un produit de propaga-
teurs d’échelle p. Séparons les champs (T)7?(x) apparaissant dans G en ¢*(z) +
tP(T4)~ (=1 (z), et voyons le résultat sur le support de I'arbre T? de I’action
des différents termes dans les opérateurs de développement vertical Vert’. Le
principe général est que chaque dérivation atpA , produit un champ de bas moment

(T+p)= =1, On trouve les différents cas suivants:

(i) Choisissons le terme de degré 0, 1| »» o> dans chaque cube de T?. Alors tous
AP

les termes t2(T4) P~V (z) dans G ont été mis & zéro. L’expression résultante
ne contient donc pas de sources ou champs externes de moment < p — 1,
c’est une constante qu’on appelle polymere du vide*. En développant en série
e~ Jro L (W) (@)dz Poxponentielle dans laquelle tous les champs de bas moment
ont été mis a zéro, on retrouverait la somme formelle des diagrammes du vide*
d’échelle p de la théorie perturbative. Mais en théorie perturbative, les dia-
grammes du vide ne sont pas considérés; en effet, leur resommation conduit
a une exponentielle qui change simplement le facteur de normalisation de la
mesure, et ne modifie donc pas les fonctions a n points. Les contraintes de
non-overlap entre polymeres ne permettent pas une resommation exponen-
tielle directe en théorie constructive, mais le développement de Mayer permet

i Autrement dit, (T%)~° (z) =32 (T—°" )i (z), cf. Bq. (2.10).

J<p’
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de lever ces contraintes de non-overlap, faisant apparaitre un facteur exponen-
tiel égal & elVIM”" I ot f0 converge quand |V| — oo vers l'énergie libre par
degré de liberté d’échelle p, notée f7, et d’ordre O(\).

(ii) A Plautre extréme, supposons que le reste intégral ait été choisi pour au
moins I'un des cubes dans T”. Le polymere possede donc au moins Next,max
champs externes. Le comptage de puissance expliqué en Sec. 1 montre que
les diagrammes de Feynman possédant suffisamment de pattes externes sont
superficiellement convergents. On définit alors Nextmax — 1 comme le nombre
maximum de pattes externes d'un diagramme de Feynman superficiellement
divergent.

(iii) Les cas intermédiaires se rangent plutét dans la premiere ou deuxieme
catégorie, suivant le nombre de champs externes. Si celui-ci est < Next max,
on retire a ce polymere sa partie locale — ou évaluation a moments externes
nuls. Graphiquement, I’évaluation a moments externes nuls est équivalente a
déplacer tous les champs externes au méme point [71]. Apreés le développement
de Mayer, cette extraction de parties locales s’avere équivalente a une renor-
malisation des parametres. Au contraire, s’il est > Next max, on ne fait rien; le
polymere est considéré comme superficiellement convergent.

2.3. Développement en clusters multi-échelles

En théorie perturbative des champs, un comptage de puissance “naif” (mono-
échelle) permet de repérer les structures externes possibles des graphes superficielle-
ment divergents. Le début de leur développement de Taylor & moments externes
nuls (appelé partie locale dans le language de la théorie constructive) est mis a part
et resommé. Leur contribution s’obtient de maniere équivalente en rajoutant un
contre-terme au lagrangien, ou encore en remplacant les parametres nus* par les
parametres renormalisés.

L’idée est exactement la méme en théorie constructive, a ceci pres que: les
diagrammes de Feynman sont remplacés par des polymeres multi-étages; la resom-
mation des parties locales ne peut se faire qu’aprés avoir levé la contrainte de non-
overlap entre les polymeres (développement de Mayer). La procédure précise est
facile a comprendre, mais les notations précises sont lourdes, et le développement de
Mayer complique de maniere inessentielle les bornes constructives de la section suiv-
ante puisqu’il impose de sommer sur des arbres de polymeéres au lieu de polymeres.
Nous nous contenterons donc de présenter ici les arguments essentiels, en allégeant
les notations. Le développement se fait par récurrence, en partant de ’échelle la
plus haute, p, suivant le schéma: Hor” — Vert” ~» Hor’™' — Vert’™! ~ ..., ol
Hor?, resp. Vert’, symbolise le développement en clusters horizontal, resp. verti-
cal a ’échelle j. Chaque fleche intermédiaire ~» recouvre en fait trois opérations
élémentaires successives. Plagons-nous a [’échelle j, c’est-a-dire juste apres le
développement vertical d’échelle j. On suppose (hypothese de récurrence) que
la fonction de partition a été réécrite comme un produit [7_; , elV™ PEFFEO)
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(contribution a la fonction de partition des degrés de liberté d’échelles > j),
multiplié par une somme sur des polymeres (en fait: sur des arbres de polymeres)
d’échelle la plus basse > j sans overlap a 1’échelle j, i.e.

i N
1 .
> N > [T iy i), (2.14)
N=1 ’ non-j-overlapping Py,...,P,€Pi— n=1

obtenue apres les développements horizontal (H) et vertical (V) a Iéchelle j.

(1) Sile polymere P,, possede < Nextmax champs externes, on met de c6té sa partie
locale, obtenue en déplagant tous les champs externes au méme point. Ce qui
reste est considéré artificiellement (pour la cohérence du schéma) comme un
polymere avec > Next max champs externes puisqu’il est convergent.

(2) On applique le développement de Mayer a I’échelle j a I'expression (2.14).

(3) On resomme les polymeres du vide en une exponentielle elVIMI 72N et les
parties locales des polymeres divergents (avec un nombre de champs externes
compris entre 1 et Next,max— 1 donc) en un contre-terme d’échelle j qu’on remet
dans le lagrangien.

3. Bornes Constructives

On retrouve ici le comptage de puissance de la Sec. 1, mais avec 1'obligation de
savoir sommer sur tous les “graphes” simultanément, qui complique singulierement
le probleme. Le principe général est que le développement multi-échelles a produit
une somme de termes du type [];c; [ dues (Y CIGie~ ] Lim(Wit)(@)dr - ahrégés en
CiGie=J Lime o sj,tjm sont les parametres des développements en cluster hor-
izontaux et verticaux; C7 est un produit de propagateurs d’échelle j; G7 est un
produit de champs d’échelle j produits par des développements en cluster d’échelle
arbitraire; et Li¢(¥;t) est un lagrangien multi-échelle avec des parametres renor-
malisés qu’'on détermine de maniere récursive. Il faut donc commencer par estimer
ces parametres renormalisés, qu’on obtient comme solution d’équations implicites.
On peut alors calculer I’énergie libre ou les fonctions a n points. Tous ces calculs
reposent sur les mémes principes: (i) on borne I'exponentielle e~ [ Lin(it)(2)dz o
possible (mais pas toujours) par 1 (ou en tout cas une constante par cube), et on
se ramene par 'inégalité de Cauchy—Schwarz a calculer Hjez [ dpgs (W7)(CIGI)?,
(ii) on utilise la formule de Wick en considérant toutes les contractions possibles, ce
qui produit des sommes de diagrammes de Feynman multi-échelles (avec des con-
traintes de non-overlap); (iii) on somme sur toutes les foréts de cluster (et foréts de
polymeres de Mayer) possibles (bornes gaussiennes™), en tenant compte des facteurs
combinatoires de la formule de Leibniz donnant la dérivée d’'un produit (chaque
o, J'{,j(my agissant comme % ﬁrb’ ou $7 agissant sur un produit
de champs). Si l'on avait développé l’exponentielle en série, cette somme diverg-
erait en raison de facteurs exponentiels dus a 'accumulation de champs d’échelle j

dans une zone de taille de I'ordre de M 7. Il faut vérifier que les développements

dérivation
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en cluster évitent ’apparition de ces facteurs exponentiels. En pratique, des facto-
rielles apparaissent si 'on n’y prend garde, en raison de 'accumulation de champs
moyennés de bas moment (cf. explications ci-dessous); ces champs moyennés doivent
étre dominés directement par une exponentielle décroissante provenant de ’action
e [ Lne(¥it)(@)dz - Contrairement aux bornes gaussiennes et aux facteurs combi-
natoires, essentiellement universels, la domination dépend fortement du modele
considéré, en particulier des dimensions d’échelle des champs; elle n’est possible
que sous des hypotheses de stricte positivité du lagrangien, proches dans 'esprit
d’hypotheses de convexité. Bien entendu, toutes les bornes dépendent de maniere
essentielle du flot du groupe de renormalisation.

Tous ces problemes combinés contribuent a rendre les bornes constructives
illisibles. Malgré de nombreux efforts de simplification, de systématisation ou de
réécriture algébrique [1, 34, 49], il semble qu'un principe de non-réduction des
difficultés opere ici. Néanmoins, dans le cadre de ce “mode d’emploi”, on peut
présenter les arguments essentiels revenant de maniere récurrente dans tous les
modeles bosoniques considérés, en espérant que les lignes qui suivent permettront
au lecteur de s’orienter dans les articles complets. Nous ne discutons pas ici la dom-
ination, préférant I'introduire dans la section suivante sur des modeles concrets.

3.1. Comptage de puissance constructif

Rappelons que la covariance de la composante d’échelle j d’'un champ de dimension
B est bornée par |(v7(x)yI(y))| < C, m Si I'on oublie la décroissance
spatiale, chaque composante de champ 17 contribue un facteur M*?7, explicite dans
le comptage de puissance des diagrammes multi-échelles (cf. Sec. 1).

Voyons les différents champs produits par les développements en cluster horizon-
taux et verticaux: on obtient (pour la commodité de la lecture, les indices d’échelles

h,j, k sont systématiquement classés par ordre croissant, h < j < k)

(i) des propagateurs C7(x,y) = (9 (x)17 (y)) produits par le développement hor-
izontal, d’ordre de grandeur M?20%7.

(ii) des champs de haut moment produits par les développements horizon-

taux comme verticaux; les opérateurs horizontaux Mﬂéw ou verticaux 573-

AJ
appliqués A 'exponentielle e~/ £int ou & un produit de champs G (provenant

des développements en cluster des échelles supérieures) peuvent faire sor-
tir en particulier des champs 9" (z),2 € A7, d’échelle k > j. On distingue
alors I’échelle de production® j de ces champs de leur échelle propre* k. Pour
les bornes gaussiennes on sépare en pratique ¥*(x), r € A7 en somme de
champs restreints* ResjAkz/Jk(x) = 1,enct®(x), ot A* décrit les MP(*=7)
cubes d’échelle k contenus dans A’. Rappelons que ces champs de haut moment
sont un sous-produit de la méthode constructive; ils n’apparaissent pas quand
on étudie un diagramme de Feynman multi-échelle donné.
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(iii) des champs de bas moment ¢"(z),x € A7 (h < j) produits par les mémes
développements. Comme dans le comptage de puissance des diagrammes de
Feynman multi-échelle, on fait comme si 1" était d’échelle j. Autrement, le
facteur MO apporté par la composante 1" est décomposé en MP7 . M —PG—h),
Si 'on est tout a fait précis, ces champs de bas moment ont non pas deux
échelles mais trois échelles, en raison du fait qu’ils peuvent étre redérivés
a plusieurs échelles successives. Soit k 1'échelle de production®, correspon-

dant a la premiere dérivation MW ou ayant fait sortir le champ

0
5tk
(Tep) ==V (2) = =D () + th=1p*=2) () + ... A Déchelle suivante k — 1,
la dérivation at’;% peut agir & son tour sur (T%)~* =V (z), produisant le
champ (Tw)ﬁ(k’z)7 et ainsi de suite jusqu’a une échelle j, “poussant” le
champ de bas moment initial (7T%)~* vers le bas, puisque ses échelles les
plus hautes sont rabotées au fur et a mesure. Par hypothese le champ
(T1p)~U=1(z) n’est pas touché par les (éventuelles) dérivations —2—. Il faut
bien tenir compte dans les facteurs combinatoires de l’éventuellexpossibilité
qu’il soit redérivé a des échelles inférieures, mais c’est un probleme d’ordre
différent (plus simple peut-étre) que nous passerons sous silence. Pour les
bornes gaussiennes, on décompose le champ (T%)~ U~ (z) en ses différentes
échelles h < j. Les composantes résultantes, ¥ (x), ont donc une échelle
de production™ k, une échelle de derniére t-dérivation consécutive j, et une
échelle propre h. L’image employée dans [51] est celle d’un ascenseur emmenant
le champ (T%)~*~1 jusqu’a I’échelle j, puis le laissant tomber en chute
libre et éclater en ses différentes composantes ", h < j. D’ot les ter-
mes imagés de dropping scale (échelle de lichage?) au lieu de I'appellation
précise mais imprononcgable d’échelle de derniere t-dérivation consécutive,
et d’échelle de chute libre (“free falling scale”) en concurrence avec échelle
propre.

Il faut donc écrire en fait MB" = MB* . Nr=PE=0) . \f=BU=1) les deux fac-
teurs de ressort*, M—PH*=7) et M—PBU=h) &tant utilisés séparément dans deux
contextes différents; on ne s’intéressera ici qu’au deuxieme facteur, M —8U=h)
En éclatant en leurs différentes composantes, les champs de bas moment lachés
& ’échelle j produisent potentiellement une accumulation de composantes )"
(champs d’échelle propre h) dans un seul et méme cube A”; leur nombre max-
imum est de Pordre de MPU—") égal au nombre de cubes d’échelle j contenus
dans A", Un calcul un peu sommaire montre les dangers possibles de cette
accumulation. La formule de Wick donne EX™ =1-3---(n—1) = erz/z)' ~
V/n™ (n pair) pour une variable gaussienne standard X, autrement dit un fac-
teur de lordre de y/n par variable. Le facteur de décroissance polynomial étant
ici de I’ordre de 1 puisque tous les champs ¥ sont dans le méme cube d’échelle
h, on a un facteur de I'ordre de vV MPU~h) par champ, multiplié par le facteur
de ressort M—PU=M) au total un facteur < 1 & condition que > D/2. Dans
le cas contraire (3 < D/2), on retire au champ 1" () sa moyenne sur le cube
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& o il a été laché. Le résultat,

) 1
Sl (z) == Wl (z) — —
vh(@) =)~ g [
appelé champ secondaire”™, est d'un ordre inférieur au champ ", au sens ot le
facteur de ressort n’est plus M 80— mais M—PU—") avec § = §+ 1. Parfois —
comme dans le cas de la théorie ¢* non massive avec cut-off ultra-violet [22] —

" (x)dw (3.1)

il arrive qu'il faille utiliser une procédure de soustraction de moyenne un peu
plus astucieuse, de sorte que B = 3+ 2. Dans tous les cas, une procédure ou
une autre permet d’obtenir un exposant 3 (différant de (§ par un entier positif)
tel que § > D/2. On peut poser B=0sif> D/2 des le départ (auquel cas le
champ secondaire est égal au champ initial /"), de facon & regrouper tous les
cas. Dans la suite on appellera champ moyenné de bas moment la différence
I (x) — 899I () si B < D/2, et on la notera 17 (A7).

3.2. Bornes gaussiennes

Ces bornes permettent de traiter les propagateurs, les champs de haut moment et les
champs secondaires de bas moment, mais pas les champs moyennés de bas moment,
d’accumulation dangereuse, qui seront traités séparément dans le paragraphe sur
la domination.

Ces bornes sont essentiellement indépendantes du modele (a ceci pres qu’elles
dépendent bien entendu du flot du groupe de renormalisation qui modifie les con-
stantes). Elles ne présentent pas de difficulté particuliere. Comme dans la Sec. 6
de [51], on va montrer comment les obtenir par étapes en partant de la formule de
Wick.

(1) Formule de Wick

Rappelons que, si X7, ..., Xon sont des variables gaussiennes,
<X1a"'7X2N>: Z XHa (32)
pairings II
on I = {(i1,42),...,(lan—1,%2n)} varie dans Densemble des “pairings”

(appariements?) des variables (X;), et X = (X;; Xi,) -+ (Xigy _1ion)- On en déduit
facilement, en considérant successivement les différents “pairings” possibles de X7,
puis de Xs, etc.:

2ON—1
Xy, X < T (14D 1(XX5)) (3.3)
i=1 j>i
ou encore par un “rescaling” évident des variables (X;),
aN—1
(Xi,. X)) < K77 ] (14K (XX)] (3.4)
i=1 j>i
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pour toute constante K > 0. Supposant que les covariances (X;X;) soient toutes
du méme ordre de grandeur, cette derniere borne est optimale quand K est choisie
de sorte que les facteurs K (X;X;) soient de l'ordre de 1.

(2) Bornes mono-échelle

On fixe une échelle j et on considere uniquement les champs X = 97 (zy) insérés
dans les propagateurs C7 provenant du développement cluster horizontal & ’échelle
j. Nalvement on pourrait penser que le lemme de Wick est inutile puisqu’il suffit
de majorer le produit de propagateurs. En fait (en utilisant la factorisation sur
les foréts) l'on doit sommer sur tous les arbres possibles, ce qui revient approxi-
mativement & majorer des expressions du type Y [ X/, ot: IT décrit 'ensemble
des “pairings” d’un nombre arbitraire de champs ¥ (z;),i = 1,2,...,2N,z; € A{
(les cubes Ag n’étant pas nécessairement distincts), avec trois contraintes unique-
ment: (i) II relie tous les cubes Ag, autrement dit, les liens entre les cubes dans
lesquels se situent les champs forment un graphe conneze; (i) le nombre N7 (A7)
de champs 97 (z;) contenus dans un cube fixé A7 est borné par Cn’(A7), o
nj(A{ ) est le degré de connectivité du cube Af, autrement dit, un plus le nom-
bre de cubes connectés a Af ; (iii) un certain cube fixé A% appartient au graphe de
cubes.

Ces contraintes sont faciles & comprendre: (i) provient de la factorisation de la
fonction de partition sur les arbres (ou composantes connexes) du développement
en cluster horizontal; (ii) les champs proviennent des opérateurs de dérivation Hor?
et Vert’, il y a en a au plus Inj(Az), resp. I Next max Par cube, ou I est le degré de
Pinteraction Liy; (iii) s’obtient en fixant un cube, opération nécessaire en raison de
Pinvariance globale par translation (en d’autres termes, de U'extensivité de 1’énergie
libre).

On obtient alors (cf. [51], Eq. (5.5)), en choisissant un arbre couvrant* le graphe
de cubes et en explorant les sommets un & un en partant du cube fixé Ag:

3N
ZH<1+NJ<A>>1|XH|<<1+sup > sw W(xW‘(x’») SEE)
I A

AeDi AreDi AT/ EA!

L’insertion du facteur (1 + N7(A))~! permet de sommer sur tous les champs
contenus dans un cube A donné. A priori il sort du chapeau, et sans ce facteur, on
obtient ce qu’on a appelé historiquement des factorielles locales* du type N7(A)!
Ce genre de facteurs sort de maniere répétée dans les bornes constructives et se
controle tres facilement par la décroissance polynomiale des corrélations. En effet,

JLes N pairings produisent a priori un facteur global & la puissance N. Le choix de l’arbre
couvrant et le processus d’exploration conduisent au terme (-)3Y, peut-étre non optimal,
dans I'Eq. (3.5).
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on voit facilement quun cube A7 de degré de connectivité n/(A7) est connecté
& au moins n’/(A7)/2 cubes A & distance d/(A, A7) > C(n’ (A7))Y/P (en raison
du fait que les cubes forment un pavage régulier de R?). Une partie du facteur
de décroissance polynomiale en m peut étre utilisée et produit I'inverse
d’'une factorielle locale. Si r peut étre choisi assez grand, les factorielles locales

disparaissent.

(3) Bornes multi-échelles

Venons-en maintenant aux vraies bornes, les précédentes n’ayant qu'un objectif
pédagogique. On fixe une échelle de référence jupi,. A priori il faudrait considérer
une somme sur tous les polymeres possibles d’échelles p,p — 1,..., jmin €t con-
tenant au moins un cube a I'échelle j. Mais le calcul se fait comme dans la Sec. 1
en partant de I’échelle p, et en descendant au fur et a mesure dans les échelles;
et la restriction du polymere aux échelles supérieures a une échelle donnée n’est
pas nécessairement connexe. En pratique on décompose le calcul comme suit. On
fixe un ensemble fini de cubes A de diverses échelles, et on somme sur toutes
les foréts de cluster® dont tous les cubes sont connectés par un ensemble de liens
horizontaux et verticaux a (au moins) l'un des cubes de lensemble A. Les com-
posantes des champs des diverses échelles étant mutuellement indépendantes, on
se ramene a calculer la contribution a la fonction de partition des composantes
d’une échelle 7 donnée en considérant les différentes attributions d’échelles pos-
sibles pour chaque champ de chaque “vertex” [ A Lint(¥)(z)dx produit par une
dérivation horizontale ou verticale, ot Ling(¢)(x) = Hle ;(x). Le résultat est le
suivant:

Z|Xn|§ 1+ max sup Z (XA XAr)
[ "2I AreDr | nrepiok

3N

+ > Y (XpwXan) , (3.6)

k' <k A eDi—k

ot AF 5 AF est I'unique cube d’échelle &’ < k contenant AF.

La somme sur k' < k permet d’explorer tout le polymere & partir de ’échelle
p, la restriction du polymere aux plus hautes échelles (comme nous lavons déja
signalé) pouvant étre connecté “par en-bas”, i.e. par les lignes les plus basses.

Exactement de la méme maniere que les lignes externes des diagrammes de Feyn-
man multi-échelles quasi-locaux de la Sec. 1 contribuaient un “facteur de ressort”*
M ~Phtr assurant la convergence globale du diagramme renormalisé, chaque champ
de bas moment 1/ produit & I’échelle k (cf. §3.1) apporte un facteur de ressort
M—PE=3) — ou plus généralement M —P*—7) une fois défalqués les champs moyennés
éventuels —, de sorte que la contribution du terme entre crochets [ | dans (3.6) est
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de Dordre de

k

2 ’ . 2 ’ . 1
M Bi(R =3) | p =B (K =3)
Zv Z L1+ dk'(Ak'7A’))T
k'=j A’eDk
k'—1 ~ 1
M_Bi’(k”_j) _ . .
+ Z Z ., (1 + dg(Ak/,A//))r (3 7)
k''=j A" eDF

La premiere somme sur les cubes d’échelle &', > 1, cpw est d’ordre

1; elle provient du développement en clusters horizontal d’échelle k. La deuxieme
sur les cubes d’échelle k" < k', 3" n 1 cpwr m, est d’ordre MP*"=9) elle
provient des champs de bas moment d’échelle j, produits aux échelles k' > k" > j.
Un bref calcul montre que la double somme converge si —(Bi + Bi/) + D < 0,
condition réalisée puisque ﬂNz > D/2 par définition.

Il reste a sommer sur les champs de haut moment, puis & sommer sur les différents
choix possibles de ’ensemble A. La meilleure image possible de la procédure est celle
que donnent les jeux de construction en bois ou en plastique pour les jeunes enfants,
consistant a mettre les petits cubes dans les grands. Par exemple, la contribution
d’un champ ¢’ de haut moment produit & I’échelle . < j se calcule en considérant sa
restriction Res’y ;47 (z) := 1,497 () aux petits cubes A7 C A" comme en §3.1.2.
Le volume d’intégration d’un champ restreint vaut M ~PU=") . Af=Ph d’ot1 un fac-
teur de ressort A/~PU~")_ En considérant les différentes décompositions 97! - - - 47!
possibles d'un vertex en échelles j; < --- < j;, on montre que la resommation des
petits cubes dans les grands n’est possible que si

ﬁi17ﬂi1+ﬁi1717"‘75i1+"'+ﬂ2<D7 (38)

condition équivalente & ’hypothése “high-momentum fields” de [51], autrement
dit si les champs en jeu ne sont pas trop divergents dans I'ultra-violet; dans le cas
contraire, la théorie est totalement instable aux hautes énergies. Les détails peuvent
étre trouvés dans [51].

4. Deux Modeles

Les sections précédentes donnent l'illusion que les arguments constructifs sont
totalement généraux et peuvent étre reproduits partout a l'identique. Dans les
faits le choix des dimensions des champs et de l'interaction, ainsi que le flot du
groupe de renormalisation créent des situations tres différentes les unes des autres,
se reflétant notamment dans la résolution des équations implicites donnant les
parametres renormalisés, et dans la méthode de domination. Nous avons donc
choisi de présenter un modele classique, le modele ¢* infra-rouge non massif en
dimension 4, ainsi que le cas des chemins rugueux, pour donner au lecteur une
vision moins exclusivement technique de la théorie constructive.
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4.1. Théorie ¢* de masse nulle

On considere ici le champ bosonique libre non massif ¢ avec une interaction ¢* en
dimension 4; c’est ce qu’on appelle habituellement la théorie ¢*. Il est bien connu
que la constante de couplage diverge logarithmiquement dans la limite ultra-violette.
La divergence ultra-violette de ce modele est similaire a celle de I’électrodynamique
quantique, d’ou son utilisation fréquente comme “modele jouet” (toy model) pour
comprendre les difficultés de la renormalisation en physique des hautes énergies.k
Au contraire, la classification par Landau et Ginzburg des transitions de phases
du second ordre [43] suggere que le modéle ¢* infra-rouge et le modéle d’Ising sont
dans la méme classe d’universalité; la masse du champ bosonique est proportion-
nelle a 'écart de la température a la température critique, et le champ non mas-
sif reflete donc le modele d’Ising précisément & la température critique.! Du coté
infra-rouge au contraire, la théorie devient asymptotiquement libre, la constante de
couplage ayant une décroissance logarithmique; on prouve en fait que les fonctions a
n points sont celles de la théorie libre non massive, a des corrections logarithmiques
pres.

Rentrons maintenant dans les détails. Le lagrangien d’interaction nu de ce
modele s'éerit Ling(¢) = A(¢70(x))%, ot ¢~ = Y] ¢/ est un champ
gaussien sur R* de covariance (¢—0(2)¢~0(y)) = F~! (%0‘55))(96 — y), correspon-
dant approximativement a la troncature ultra-violette a I’échelle 7 = 0 d’une mesure
gaussienne qu’on pourrait écrire (de maniére impropre) e~ % Jaa ‘VWz(I)dZDqS.m Les
développements en clusters conduisent a un lagrangien habillé*

Lint (¢ 8) () = A°((T0) ") () + D N 11— () (Te) " D))

p'<0
+ 6£masse(¢; t) (1‘) + 5£onde(¢§ t) (J)), (41)
O Lmasse(618)(@) = 3 (m2) 11— (#8))(T6) ™7 ~D)2(a) (4.2)
p'<0
est le contre-terme de masse, et
Lonae(@3t)(w) = Y (625)7 (1 = (t2))|V(Te) " V() (4.3)

p' <0

le contre-terme de fonction d’onde. Au risque de nous répéter, Lint(¢;1) = Lint (@)
est le lagrangien initial de la théorie, et 'habillage avec les parametres t, resp.

KNotons néanmoins que le boson de Higgs massif (clé de voiite du modele standard mais non
encore observé) rentre dans le cadre de la théorie ¢*.

La fonction de Green G(z,y) de I’opérateur A + m? se comportant comme e~mz=yl § grande
distance, 1/m joue le role d’une longueur de corrélation, infinie & la température critique.
MDans l'interprétation de ce modele en physique statistique, ce cut-off ultra-violet revient a con-
sidérer le modele d’Ising sur un réseau de maille de longueur a = 1 dans les unités choisies.
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les contre-termes dLmasse €t 0 Londe Ne proviennent que de développements d’ordre
combinatoire et de resommations partielles de l'interaction; il ne s’agit donc pas de
termes supplémentaires rajoutés a la main pour supprimer les divergences, comme
on l'entend dire parfois.

Des calculs perturbatifs initiaux donnent une bonne idée du flot de la constante
de couplage A et des contre-termes dm?, §Z3. On s’inspirera ici des équations de
Callan—Symanzik donnant le flot du groupe de renormalisation, telles que décrites
dans le Chapitre 7 du livre de M. Le Bellac [43]. La constante de couplage flottante
A(€) y est définie comme la somme des contributions de tous les diagrammes “one-
particle irreducible” (1 P.I.) avec 4 propagateurs externes de moments d’ordre de
grandeur £ (cf. [43], éq. (7.1.3¢)). Avec notre découpage en échelles, il est naturel
ici de remplacer A\(M~7) par A™7, qui est formellement la somme sur tous les dia-
grammes de lignes internes d’échelles > —j. La fonction S(A) = d(f;l\g (calculée
a A’ — constante nue* — fixée), donnant le flot de la constante de couplage, est
approchée ici par le flot discret A™7~! — A\=7 = —3(A~7). La contribution princi-
pale a la fonction 8 provient du diagramme bulle de la Fig. 1 évaluée a moments
externes nuls, avec la contrainte que I'un au moins des propagateurs (donc les deux
par conservation des moments) soit d’échelle —j, ce qui donne

. , d4 ,
s~ 02 [ Loy
M—i=t<|g|l<M—I (|§| )
=c(A )+ 0((AT)), (4.4)
ou ¢ > 0 est une constante.
Le systeme dynamique discret A=7=1 — A7 = —¢(A77)? se comporte asymp-
totiquement comme le systeme dynamique continu % = —c)\?, avec 5 := —1In¢,

donnant \77 ~ m ~ieo % Les contre-termes (dm?)~7 et (§23)7 se cal-
culent de la méme maniere en considérant le développement de Taylor a 'ordre 2
du diagramme “tétard” (tadpole), d’ordre A (qui contribue uniquement au contre-
terme de masse), et du diagramme & deux boucles, d’ordre A? (cf. Fig. 2). On trouve

Fig. 1. Diagramme bulle.
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Fig. 2. De gauche a droite: diagramme “tadpole” (tétard); diagramme & deux boucles.

pour le diagramme “tadpole”

2\—j—1 20— o \—i d'¢
(6m?) —(dm*) ™7 = A —
M-i<lglm=i &
o M2
= CmA TM 2 ~j—o00 Cj ) (45)

et pour I'autre diagramme une nouvelle contribution & (6m?)=7=1 — (§m?)~7 de
l'ordre de (A\=7)2M ~% | ainsi que
—j—1 —j —j\2 ¢z

((SZg) J — ((SZg) J Cz()\ j) ~j—o0 W (46)
Au lieu d’une condition “initiale” (a I’échelle 0), on fixe une condition “terminale”
(6m?)=>° = 0, décrivant un champ non massif (cf. note i en bas de p. 26), et de
méme (§Z3)~°° = 0. On trouve alors immédiatement (6m?)~7 = O(M~%1/j), et
(6Z5)~9 = O(1/3) fini, grace a la convergence de la série Y, 7z-

Ces résultats sont confirmés par les bornes constructives de la section précédente,
en remplacant les sommes formelles sur les diagrammes 1 P.I. par la somme (con-
vergente & chaque échelle) sur les polymeres d’échelle minimum —j & deux ou qua-
tre propagateurs externes. Comme dans la théorie perturbative, les parties locales
des polymeres divergents sont resommées en les termes supplémentaires dans le
lagrangien. Le champ ¢ est de dimension d’échelle D/2 — 1 = 1, ’hypothese “high-
momentum fields” (cf. Eq. (3.8)) est donc vérifiée. En revanche 1 < D/2 = 2, ce qui
impose (cf. §3.1) de séparer les champs moyennés de bas moment ¢—7(A7). Cette
séparation fait que ceux-ci ne sont plus compensés par les contre-termes; on doit
donc séparer les termes analogues dans les contre-termes également. Tous ces ter-
mes doivent étre dominés par I'’exponentielle de I'interaction. Celle-ci est inférieure
b exp(— A0 [((T) ") (@) — 3, oo W 711 = (1)) [(T¢)~' D) (2)d). Les
champs moyennés de bas moment sont produits en faisant agir un opérateur de
dérivation horizontal ou vertical, Hor ou Vert, sur un vertex [, ¢*(x)dx. Trois
sur quatre tout au plus de ces champs prennent ’ascenseur ensemble et descen-
dent (séparément ou pas) a des étages j, qui sont autant d’échelles de “lachage”*.
On peut accompagner chacun d’un facteur \*, ot 1/4 < k < 1/3, de sorte que
les autres champs du vertex laissés a la porte de ’ascenseur puissent se partager
un petit facteur )\"“/7 k' > 0 servant aux bornes gaussiennes. Considérons tous les
champs moyennés de bas moment \*¢— "7 (A7) lachés dans un cube A~7. On fait
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maintenant la remarque simple suivante, reflétant la stricte positivité du lagrangien
(cf. remarque dans U'introduction & la Sec. 3):
. . . )\rc—l/4
XNe[g™ I (A ) exp =X [ (¢7 )N (a)dr < T, (4.7)
A |A~T|
conséquence de I'inégalité triviale |z|e= 417l = A= (A|z|e=A1#l) < A~1. En vérité, il
faudrait tenir compte des deux faits suivants: (i) les champs ¢ (champs moyennés
comme ceux présents dans l'interaction) sont décorés de t-facteurs 1 —t,”; ou
1—(t,” ;)% (ii) le cube peut contenir jusqu’a O(n(A=7)) champs moyennés (n(A~7)
étant le degré de connectivité de A77). On montre facilement qu’ils ne changent
rien au calcul précédent.

4.2. Chemins rugueux

Ce n’est pas le lieu d’expliquer en détails la théorie des chemins rugueux, ainsi que
Porigine de la solution que nous avons apportée au probleme de la définition de I'aire
de Lévy du Brownien fractionnaire. Le lecteur intéressé pourra se référer a [69, 68,
67, 19]. Les constructions explicites de chemins rugueux que nous avons introduites
reposent toutes sur des méthodes multi-échelles, et plus particulierement sur la mise
en ordre normal de Fourier* des intégrales squelette®. Définissons brievement ces
notions dans le cas du Brownien fractionnaire et des intégrales itérées d’ordre 2.
On considere un champ stationnaire gaussien ¢ = (¢1, ¢2) sur R (ici D = 1) & deux
composantes indépendantes, de covariance Fourier (|¢;(€)[2) = Iéllﬁ’ ot a €]0, 5[
est I'indice de Hurst du Brownien fractionnaire. Ce champ possede une divergence
infra-rouge due a la non-intégrabilité de ce noyau en & = 0; le Brownien fractionnaire
B(t) :== ¢(t) — ¢(0) est bien défini en revanche.™ De maniere générale les divergences
infra-rouge qui apparaissent dans les calculs intermédiaires disparaissent lorsqu’on
considere des incréments, ce qui est le cas de toutes les quantités construites a
partir du Brownien fractionnaire, et on n’y fera plus attention. On décompose le
champ ¢ en échelles ¢/ comme précédemment. Contrairement au cas de la théorie
¢* infra-rouge abordée dans le paragraphe précédent, c’est le comportement ultra-
violet aux grandes échelles 7 > 0,7 — +o0o qui demande une attention particuliere.
Remarquons tout d’abord que 1'aire de Lévy de B, A(s,t) = fst dBi(t1) fstl dBs(ts),
se décompose successivement en somme de plusieurs termes,

Als,t) = PTA(s, 1) + P~ A(s, 1), (4.8)

ol le projecteur de Fourier P* envoie ¢; ® ¢ sur %Z] ¢l ¢+ > i<k ¢l © ok
puis

P+A(8,t) :P+/ dBl(tl)/ lng(tg)—P+/ dBl(tl)/s ng(t2)7 (49)

nSa covariance dans 1’espace direct s’écrit (BsB) = %(\t|2°‘ + |82 — |t — s]%%).
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les intégrales [ ou [° étant des intégrales squelette (données formellement

par la multiplication par % en Fourier). On montre que le deuxiéme terme

Pt f; dBi(t1) [*dBa(t2) = PH(é1(t) — ¢1(s))ga(s) est 2a — e-Holder pour tout
e > 0. La partie singuliere de 1aire de Lévy (singuliere pour o < 1/4 en tout cas)
est donc donnée par les incréments de deux fonctions A*, de dérivée

DAY(1) = P O1()6nlr) = 5 0K (NO4N) + 3 06{(0ek(e)  (4.10)
J j<k

et similairement pour A~ en échangeant les indices, de sorte que I’échelle du champ

dérivé d¢ soit inférieure a celle du champ non dérivé. On vérifie facilement que la

transformée de Fourier de la fonction & deux points (0.A%(s)d.A*(t)) est donnée

par le diagramme de Feynman “bulle” amputé de la Fig. 3, égal a peu de choses

pres a f|51|<|€*51| |§1|_1+25|5§_51‘1+2a ~ f+oc E‘i—i, et diverge donc si et seulement

si a < 1/4. On retrouve ainsi rapidement les résultats classiques de L. Coutin et
Z. Qian [15].

Supposons dorénavant o < 1/4. Pour aller plus loin, il est naturel de considérer

les “wavy lines” extérieures comme propagateurs d’un champ gaussien o = (04,0_)

a deux composantes indépendantes, qu’on choisit de covariance Fourier (|6« (£)|?) =
\5\1;*4“ par homogénéité. On est donc conduit a introduire le lagrangien d’interaction

Line(z) = INOAT ()04 (2) + OA™ (2)o_ (). (4.11)

Les dimensions des champs sont —a pour ¢, 2a pour o, et la constante de cou-
plage A € R, A # 0 est sans dimension, de sorte que la théorie est a priori juste
renormalisable. Les conditions treés particulieres sur les échelles dans les vertex (le
champ dérivé 0¢ étant de bas moment par rapport au champ ¢) impliquent que
A n’est pas renormalisée.® Le comptage de puissance et les symétries de la théorie
montrent que seuls les diagrammes a 2n propagateurs externes o et 0 propagateur
externe ¢ sont potentiellement divergents, de degrés de divergence ws, = 1 — 4na.
Pour o €]1/4,1/8] (hypothese & laquelle nous nous tenons par la suite) seul le
propagateur du champ o (correspondant & n = 1) doit étre renormalisé.

Fig. 3. Diagramme bulle.

°En effet, les diagrammes de Feynman avec trois propagateurs externes ¢, 0¢, c ne peuvent étre
des diagrammes dangereux au sens de la Sec. 1.
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Des arguments perturbatifs naifs font bien comprendre ce qui se passe. Le dia-
gramme “bulle” diverge comme (i\)2M?(1=4%) pour un cut-off ultraviolet de I'ordre
de M?. La série géométrique associée a ce diagramme 1 P.I. donne pour le propa-
gateur renormalisé du champ o

L /\2MP(1*4‘1) - 1
|¢[i-de - |¢[i-de )= [1—4e + A2 ) fp(T—da)”

tendant exponentiellement vite vers 0 quand p — oco. Le champ ¢ acquiert donc une
masse dm de Pordre de MP(1=4)  Autrement dit, I'interaction disparait & toutes
les échelles lorsqu’on supprime le cut-off! Le champ ¢ reste donc gaussien, avec
exactement la méme fonction de covariance initiale. Cependant, la méme série donne
une covariance renormalisée (|FOAT(€)|?) finie, égale & % — oo

1-4da
<l +z— et redonnant apres transformation de Fourier inverse une aire de Lévy de

régularité Holder 2o — €.
Les arguments constructifs font apparaitre une subtilité (insoupconnable avec

des arguments purement perturbatifs), liée au probleme de la domination des
champs ¢ moyennés de bas moment. Soit b’ := ((6m)’~t — (§m)?)/A? le contre-
terme de masse d’échelle j, divisé par le carré de la constante de couplage. Par
un raisonnement similaire & celui utilisé pour la théorie ¢*, chaque champ o de
bas moment produit & partir du vertex en \(0.A)o peut prendre 1'ascenseur accom-
pagné d’un petit facteur O(A\*), ot k < 1. A priori il ne peut étre dominé que par
le contre-terme de masse en A*6702. Schématiquement Nege=Ao® = O(M\*71), un
grand facteur au lieu du petit facteur souhaité. Afin de résoudre ce probleéme on est
amené a rajouter un terme de bord" dans 'interaction, qu’on peut choisir égal a
Lo := M~(120=1)p)\3(5(2))%. Le préfacteur M ~(122=1¢ a été choisi de maniére & ce
que l'intégrale de M ~(124=1¢ (56 sur un intervalle A” soit de I'ordre de 1. Comme
12a—1 > 0, ce terme est en fait évanescent a toutes les échelles j < p. A ces échelles,
la domination par le contre-terme A\2bo? produit un facteur 1, multiplié par un petit
facteur M 2140 =3) dq & b/ ~ M(1—4)i_ Si au contraire j ~ p (“échelles de
bord”), ce facteur vaut a peu pres 1, et on domine alors par le terme de bord L£is.
Schématiquement, Aode=M "7 7VIN ()° = O(A2), que multiplie M (1201 (p=i)/6
En choissant \ assez petit on arrive a obtenir un petit facteur a toutes les échelles.
Il faut encore vérifier qu’on peut dominer les champs ¢ moyennés de bas moment
issus de L1 par L2 lui-méme. Les détails peuvent étre trouvés dans [51].
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