
Analyse pour l'informatique Feuille d'exercices N◦1
2013-2014

Exercice 1. Calculer les limites suivantes :

lim
n→∞

en + n100

n101
, lim
n→∞

n−2 + ln(n) +
√
n

π
√
n+ 1

, lim
n→∞

(1 +
2

n
)n.

La suite un = (1− 1
n) sin(

2nπ
3 ) a-t-elle une limite ? Calculer lim supn→∞(un) et lim infn→∞(un).

Exercice 2. Relations de comparaison.

1. Soit un = n4 + cos(n) + /n. Dire si un ∼ vn pour vn = n4, vn = 2n4, vn = n4 + 1, vn =
n4 + 1/n.

2. Calculer les limites des suites suivantes :

un =
sin( 2n)

sin( 1n)
, vn =

n6 + cos(n) + 1

n4 + n
tan(

1

n2
), wn =

2

sin2( 1n)
− 1

1− cos( 1n)
, zn =

exp
(

2
sin2( 1

n
)

)
exp

(
1

1−cos( 1
n
)

) .
Exercice 3. Soit θ ∈]0, π[. Pour n ≥ 0, on pose un = cos(nθ) et vn = sin(nθ).

1. Factoriser un+2 − un et vn+2 − vn.
2. En utilisant ce qui précède et les opérations sur les limites, montrer que les suites (un)n≥0

et (vn)n≥0 ne sont pas convergentes.

3. Est-ce que ces deux suites admettent des sous-suites convergentes ? Calculer lim supn→∞(un)
et lim infn→∞(un).

Exercice 4. Dans chacun des cas suivants, calculer en fonction de n le terme général un de la

suite.

1. (un)n≥0 est dé�nie par u0 = 5, u1 = 1 et un+2 = 4un+1 − 3un, n ≥ 0.

2. (un)n≥0 est dé�nie par u0 = 1, u1 =
√
2 et un+2 =

√
2
2 un+1 − 1

4un, n ≥ 0.

3. (un)n≥0 est dé�nie par u0 = 1, u1 = 3 et un+2 = −6un+1 − 9un, n ≥ 0.

Exercice 5. Soit (xn)n≥0 la suite dé�nie pour x0 > 0 par xn+1 = x0
√
xn. En se ramenant à

une suite arithmetico-géométrique, montrer que (xn)n≥0 converge et déterminer sa limite.

Exercice 6. Soit (un)n≥0 et (vn)n≥0 dé�nies par u0, v0 tels que 0 < u0 < v0 et les relations

un+1 =
un+vn

2 et vn+1 =
√
unvn.

1. Montrer que les deux suites sont adjacentes.

2. On pose u0 = v0 cos(α), p0 = 1 et pour n ≥ 1, pn =
∏n
k=1 cos(

α
2k
). Montrer que un =

vn cos(
α
2n ), vn = v0pn et sin( α2n )pn = 1

2 sin(
α

2n−1 )pn−1. En déduire la limite commune de ces

suites.

Exercice 7. Soit a > 0 et (xn)n≥0 la suite dé�nie pour x0 > 0 par xn+1 =
1
2(xn+

a
xn

). Montrer

que (xn)n≥1 est décroissante. En déduire qu'elle est convergente et préciser sa limite.

Exercice 8. Soit a > 0 et (xn)n≥0 la suite dé�nie pour x0 > 0 par xn+1 = xn+
a
xn

et soit (un)n≥0
la suite dé�nie par un = x2n+1 − x2n. Montrer que limn→∞ xn = +∞ et que limn→∞ un = 2a.

Exercice 9. Soit a > 0. Pour n ≥ 1 on pose Hn =
∑n

k=1
1
k , un = aHn et vn = Hn − ln(n).

1. En étudiant par exemple les variations de x 7→ (x+ 1) ln(x+ 1)− x et x 7→ (x+ 1) ln(x+
1) − x − x2/2, montrer que pour tout x > −1, on a x

1+x ≤ ln(1 + x) et pour x ≥ 0,

ln(1 + x) ≤ x
2 (1 +

1
1+x).
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2. En utilisant les inégalités précédentes, montrer que vn est décroissante et minorée. Elle

admet donc une limite γ appelée constante d'Euler telle que γ ' 0, 577.

3. Etudier la nature de la suite (un)n≥1 puis celle de la série
∑
un.

Exercice 10. Soit (xn)n≥0 la suite dé�nie pour x0 > 0 par xn+1 = xn + e−xn et soit (un)n≥0
la suite dé�nie par un = exn+1 − exn . Montrer que limn→∞ xn = +∞ et que limn→∞ un = 1.

Exercice 11. Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature de la série
∑
un.

(a) un = n+1
n3+7

, un = n+1
n+7 , un = n+1

n2−7 , un = sin
(

1
n2

)
, un = 2n+3n

n2+5n
, un = 1

n
(1+ 1√

n
)
.

(b) un = 1
(ln(n2+2))

, un = ln(n)

n3/2 , un = n
2n , un = n100

2n , un = 1
n! , un = n100

n! , un = 4n+1((n+1)!2)
(2n−1)! .

(b) un =
[
sin
(
1
n

)]n
, un = (1− 1

n)
n2
, un = (1 + 1

n)
n2
.

Exercice 12. Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature de la série
∑
un.

a. un =
n!

nn
b. un =

(n!)2

(2n)!
c. un =

(n!)2

2n2 d. un =
n2

n3 + 1
e. un =

1

(ln(n))n

f. un =
1

(ln(n))lnn
g. un =

1

ln(n2 + n+ 1)
h. un =

∑n
k=1 k∑n
k=1 k

2
i. un =

1

2
√
n
.

Exercice 13. Soit (un)n≥0 une suite décroissante de réels positifs. Montrer que si
∑
un

converge alors limn→∞ nun = 0 mais que la réciproque est fausse.

Exercice 14. Soit (un)n≥0 la suite dé�nie par u0 > 0 et la relation un+1 = un
1+un
1+2un

.

1. Montrer que limn→∞ un = 0

2. Montrer que un+1 − un ∼ −u2n et limn→∞( 1
un+1

− 1
un

) = 1.

3. En déduire que la série
∑
u2n est convergente et que la série

∑
un est divergente.

Exercice 15. Etudier la convergence de la série de terme générale un dans les cas suivants :

(a) un = (−1)n n3

n! , un = an

n! (a ∈ lC), un = nan−1(a ∈ lC).

(b) un = (−1)n
(ln(n+1)) , un = sin((n+ 1

n)π), un = (−1)n(
√
n+ 1−

√
n).

(b) un = n ln(1 + 1
n)− cos( 1√

n
), un = (−1)n

n+(−1)n
√
n
.

Exercice 16. Soit a ∈ IR et (un)n≥1 la suite dé�nie par un = a−(−1)n
√
n

n−(−1)n
√
n
et (vn)n≥1 la suite

dé�nie par vn = (−1)n√
n

. Calculer wn = un + vn. En déduire, selon les valeurs de a, la nature de la

série
∑
un.

Exercice 17. Soit α > 0 et (un)n≥2 la suite dé�nie par un = ln(1 + (−1)n
nα ). Déterminer un

équivalent de un − (−1)n
nα . En déduire, selon les valeurs de α, la nature de la série

∑
un.

Exercice 18. Soit a ∈ IR et (un)n≥na la suite dé�nie par un = an

an+ln(n) . Montrer que
∑
un

converge si et seulement si |a| < 1.

Exercice 19. Soit (un)n≥0 la suite dé�nie par un = n
√
n − n+1

√
n. Montrer que un ∼ ln(n)

n2 en

déduire la nature de la série
∑
un.

Exercice 20. Soit (un)n≥0 la suite dé�nie par un = ln(1+ (−1)n
n+1 ). Montrer que u2n+u2n+1 = 0.

Montrer que
∑
un converge et calculer sa somme.

Exercice 21. Soit (un)n≥2 la suite dé�nie par un = ln(1 − 1
n2 ). En utilisant une somme

téléscopique, montrer que
∑
un est convergente et calculer sa somme.
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