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Exercice 1. Calculer les limites suivantes :

n 100 -2 1
lim w, lim n”+ () +\/ﬁ, lim
n—00 nl0l n—00 ﬂ\/ﬁ +1 n—00

(1+ %)".

La suite u, = (1—1)sin(24%) a-t-elle une limite ? Calculer lim sup,,_, . (u,) et iminf, o0 (uy).

Exercice 2. Relations de comparaison.

1. Soit u, = n* + cos(n) + /n. Dire si u, ~ v, pour v, = n* v, = 2n* v, = n* + 1,0, =
n* +1/n.

2. Calculer les limites des suites suivantes :

2
" = sin(2) n® + cos(n) + 1 tan(i) v — 2 1 L exp <sin2(%)>
n — . yvYn T 9 n — . y < n — .
sin(1) nt+n n? sin?(1) 1 —cos(%) exp (#@)

Exercice 3.  Soit 6 €]0, w[. Pour n > 0, on pose u, = cos(nf) et v, = sin(nf).
1. Factoriser upy2 — Uy €6 Upto — Up.

2. En utilisant ce qui précéde et les opérations sur les limites, montrer que les suites (up)n>0
et (up)n>0 De sont pas convergentes.

3. Est-ce que ces deux suites admettent des sous-suites convergentes 7 Calculer lim sup,,_, .o (ur,)
et iminf, o (uy).

Exercice 4. Dans chacun des cas suivants, calculer en fonction de n le terme général u,, de la
suite.

1. (up)n>0 est définie par up = 5,u; =1 et upy2 = 4upt1 — 3uy,n > 0.
2. (un)n>0 est définie par up = 1,u; = V2 et Upyo = §Un+1 — iun,n > 0.

3. (un)n>0 est définie par ugp = 1,u1 = 3 et up42 = —6upt1 — Yuy,, n > 0.

Exercice 5.  Soit (xy),>0 la suite définie pour z¢ > 0 par 41 = T0/Tn. En se ramenant a
une suite arithmetico-géométrique, montrer que (xy,)n>0 converge et déterminer sa limite.

Exercice 6.  Soit (up)n>0 €t (vy)n>0 définies par ug, vp tels que 0 < up < vg et les relations
Upt1 = % et Unt1 = /UnUn.
1. Montrer que les deux suites sont adjacentes.

2. On pose uy = vgcos(a),pp = 1 et pour n > 1, p, = [[}_; cos(55). Montrer que u, =

& 1

Un €0S( g3 ), Un = Yoy €t sin(g5 )pn = 5 sin(5tr)pn—1. En déduire la limite commune de ces

suites.

Exercice 7. Soit a > 0 et (zy,)n>0 la suite définie pour zp > 0 par z,41 = %(mn + -%). Montrer
que (x,)n>1 est décroissante. En déduire qu’elle est convergente et préciser sa limite.

Exercice 8. Soit a > 0 et (xy,)n>0 la suite définie pour xg > 0 par x,41 = xn—i-% et s0it (un)n>0
la suite définie par u, = 3331+1 — x?l Montrer que lim,, oo Z, = 400 et que lim,_, - u, = 2a.
Exercice 9.  Soit a > 0. Pour n > 1 on pose H,, = Y ;_; %,un =afl" et v, = H, —In(n).

1. En étudiant par exemple les variations de x — (x + 1) In(x + 1) —z et x — (x + 1) In(x +

1) — x — 22/2, montrer que pour tout z > —1, on a % < In(l + x) et pour = > 0,

14z —
In(1+z) < £(1 4 135)-



2. En utilisant les inégalités précédentes, montrer que v, est décroissante et minorée. Elle
admet donc une limite v appelée constante d’Euler telle que v ~ 0,577.

3. Etudier la nature de la suite (uy)p>1 puis celle de la série Y uy,.

Exercice 10.  Soit (zy,)p>0 la suite définie pour xp > 0 par z,411 = zp + e~ et 80it (Up)n>0
la suite définie par u, = e*»+1 — e, Montrer que lim,,_,o, , = 400 et que lim,_ o u, = 1.

Exercice 11.  Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature de la série Y uy,.
_ n+4l1 _ n+l _ n+l o 1 _ 243" _ 1
(a‘) Up = n3+77 Up = n+7 Up = n2—7° Up = s (nﬁ) 9 Up = n2+5n7 Up = (1+L) .
n  Vn
7100 7100 At ((n41)12)

_ 1 _ In(n) _n _ _ 1 _
(b) un = m(n212))’ Yn = Un = gnm Un = “gn— Un = 37 Un = 75 Un =~ 1)
2

(b) up = [sin (I)]", up =1 =), u, = (14 1),

n n

Exercice 12.  Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature de la série Y uy,.

n! (n!)? (n!)? n? 1
n = —— b' n = n = d' n = & = . n = ST
Glin=im T Ty G T g BT sy T ()
1 1 Sk 1
U= g = oy = EEEL oy, = —
o= Gagpn 9 S Gy TSR T o

Exercice 13. Soit (up)n>0 une suite décroissante de réels positifs. Montrer que si Y uy,

converge alors lim,_,~ nu, = 0 mais que la réciproque est fausse.

Exercice 14.  Soit (up)n>0 la suite définie par ug > 0 et la relation u,4; = un%“u”ﬂ

1. Montrer que lim,, ;oo u, =0
2. Montrer que Uy 11 — Uy, ~ —u2 et lim, soo(—— — =) = 1.

Unt+1  Un

3. En déduire que la série > u2 est convergente et que la série Y u, est divergente.

Exercice 15. Etudier la convergence de la série de terme générale u,, dans les cas suivants :
(a) wn = (—1)"%, u, = Y (a € ), uy =na""'(a € ).

(b) un = g, wn = sin((n + 1)), wn = (~1)" (V¥ 1 - V).

() up=nln(l1+1)—cos(L), u, = Tw(;)n

n NGO (=1)"vn
Exercice 16.  Soit a € IR et (up)n>1 la suite définie par u, = % et (vp)n>1 la suite
définie par v, = 7(?/1%71/. Calculer wy, = u, + v,. En déduire, selon les valeurs de a, la nature de la
série Y .
Exercice 17.  Soit a > 0 et (up)n>2 la suite définie par u, = In(1 + (;L#) Déterminer un
équivalent de u,, — (;Lz)n. En déduire, selon les valeurs de «, la nature de la série Y uy,.
Exercice 18.  Soit a € R et (up)p>n, la suite définie par u, = #ﬁl(n) Montrer que Y uy,

converge si et seulement si |a| < 1.

Exercice 19.  Soit (up)n>0 la suite définie par u, = {/n — "*/n. Montrer que u, ~ hjf—? en

déduire la nature de la série Y uy,.

(="

] ). Montrer que ug, +u2n+1 = 0.

Exercice 20.  Soit (uy)n>0 la suite définie par u,, = In(1+
Montrer que > u, converge et calculer sa somme.

Exercice 21. Soit (up)n>2 la suite définie par u, = In(1 — =% ). En utilisant une somme
K = n
téléscopique, montrer que > u, est convergente et calculer sa somme.



