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Exercice 1. Montrer que les suites suivantes convergent simplement sur IR, ne convergent pas
uniformément sur IR, mais convergent uniformément sur tout segment de IR.

— gn(z) = ze®/™ n > 1.

Exercice 2.  Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, 1] des suites (fn)n>0, (gn)n>0
et (hn)nZO o l'on a fy(z) = (1 — )", gn(z) = 2"(1 — z) et hy(x) = 11_:;27;~
Exercice 3.  Soit (f,)n>1 la suite des fonctions définies sur [0,1] par fn(z) = n3z(1 — nx) si

x €10,1/n] et fn(x) =0six €]l/n,1].
1. Montrer que la suite (f,)n>1 converge simplement vers la fonction nulle f.
2. Calculer fol fn(z)dx. En déduire que la convergence de (fy)n,>1 n’est pas uniforme.
3. Pour quelle valeur de « a t on la méme conclusion pour f,,(z) = n*z(1 — nx)1lo1/m2)}-
4

. Montrer que 'on a les mémes conclusions avec la suite (fy)n>1 des fonctions définies sur
[0,7/2] par f,(z) = nsinz|cosz|".

5. Montrer que l'on a les mémes conclusions avec la suite (fy)n>1 des fonctions définies sur
[0,1] par fa(z) = n*z exp(—/nx).
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Exercice 5.  Soit (fy)n>0 la suite des fonctions définies sur IRy par
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Montrer que cette suite converge simplement mais non uniformément sur IR4. Montrer que cette
convergence est uniforme sur tout intervalle de la forme [a, +oo[ ot a > 0.

Exercice 6. Soit (f,)n>0 la suite des fonctions définies sur IR par
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Montrer que cette suite converge uniformément sur IR. Etudier la convergence uniforme de la
suite (f],)n>0 et comparer la dérivée de la limite et la limite des dérivées.

Exercice 7. Dans chacun des cas suivants, montrer la convergence uniforme sur [—1,1] de la
série des fonctions y fy :
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n > 1. Montrer que l'on a une convergence normale sur [0, 1] mais pas sur [—1,0].
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n > 2, Montrer que l'on a n’a pas de convergence normale ni sur [0, 1] ni sur [—1,0].

Exercice 8. Soit (fy)n>0 la suite des fonctions définies sur IR par f,(z) = (;i); ,n > 0.
Montrer que la série ) f,, converge uniformément sur IR, mais ne converge absolument en aucun

point de IR.

Exercice 9.  Soit I =|1,+o00|. Pour z € I, on pose

1. Montrer que f est bien définie sur I.
2. Montrer que f est de classe C' sur L.

3. Montrer que, pour tout x € I,
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( Utiliser 'encadrement z™ < 1 + 2™ < 2z™).
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4. En déduire lim,_, o f(x) et lim,—14 f(2).
Exercice 10. Pour x > 0 et n € IN , on pose
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Montrer que la série Y f,, converge normalement sur IR .
Montrer que la série ) g, ne converge pas normalement sur IR.

Montrer que la série Y g, converge simplement sur IR.4 mais ne converge pas uniformément.
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Montrer que la série Z h, converge uniformément sur IR mais ne converge pas normale-
ment.

Exercice 11. Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes :
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Exercice 12.  Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entiéres suivantes :
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Exercice 13. On considére la série entiére ) | a,z™ ol (ay)n>0 est la suite définie par ag = a; =1
et les relations apy2 = ant1 + 2a, + (—1)". On note R le rayon de convergence de la série et f
sa somme définie sur | — R, R].

1. Montrer que, pour n >0, 1 < a, < ontl _ 1. En déduire que R > 1/2.
2. Calculer f(x) pour x €] — R, R[. En déduire que R = 1/2.

3. Exprimer, pour tout n > 0, a, en fonction de n.



