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Chapitre 1

Suites et séries numériques

1 Suites numériques

1.1 Définitions

Définition 1. Une suite numérique est une application v : I — IK ou [ est une partie de Z et
IK =R ou IK = C. Pour i € I, le nombre u(i) est plutot noté wu; et s’appelle terme général de la
suite. La suite u elle-méme est le plus souvent notée (u;);e; - Quand il est nécessaire de préciser, on
dit que (u;);er est une suite réelle ou une suite de réels lorsque IK = IR et on dit que (u;);c; est une
suite complexe ou une suite de complexes lorsque IK = C.

On dit que (u;);er est une suite finie lorsque I est finie. Dans ce chapitre, on s’intéresse essentielle-
ment a ’étude des suites ou I est infinie. Par défaut, on prendra I = IN ou I = IN* . On utilisera
alors la notation (u,)n>0 ou (Uy)n>1.

Définition 2. Soit (u,),>o une suite numérique. On appelle sous-suite de u (ou suite extraite de
u ) toute suite (v,)n>o telle que, pour tout n € IN, v, = uy@m) ot ¢ : IN = IN est une application
strictement croissante.

Définition 3. Une suite numérique est dite constante si tous ses termes sont égaux et elle est dite
stationnaire s’il existe un rang a partir duquel tous les termes sont égaux.

Définition 4. Soit (u,),>0 une suite numeérique. On dit que (uy,),>0 est bornée s’il existe un nombre
M >0 tel que, pour tout n > 0, |u,| < M. Lorsque (u,),>o est réelle, on dit qu’elle est majorée s’il
existe un nombre M € IR tel que, pour tout n ’ 0, u,, < M et on dit qu’elle est minorée s’il existe un
nombre m € IR tel que, pour tout n > 0, u,, > m.

Une suite réelle est bornée si et seulement si elle est a la fois minorée et majorée.

Définition 5. Soit (u,),>0 une suite réelle. On dit que (u,),>0 est croissante (resp. décroissante) si
pour tout n > 0;k > 0, Uy, < Upyg (T€SP. Uy > Upyg ). Dans un cas comme dans Iautre, on dit que
(Un)n>0 €st monotone.

1.2 Convergence

Définition 6. Une suite numérique (u,),>0 est convergente s’il existe un nombre [ € IK, appelé
limite de la suite et noté [ = lim,,_, u, ou u, — [, vérifiant la propriété suivante :

Ve >0,dN =N, :¥n > Nlu, — | <e.



Cette limite est alors unique et on dit que (u,),>o converge vers 1. Si la limite n’existe pas, on dit
que la suite est divergente.

Si la limite n’existe pas, on dit que la suite est divergente.
Proposition 1. Si (uy,),>0 converge vers l, toute sous-suite de (uy,)n>o converge aussi vers .

On remarque que la suite (u,),>0 converge vers | revient a dire que la suite (u,, — {),>0 (ou la
suite (Ju, — {|)n>0) converge vers 0.

Proposition 2. Toute suite convergente est bornée et toute suite bornée admet une sous-suite con-
vergente.

Proposition 3. Une suite constante ou stationnaire est convergente.
Définition 7. Une suite numérique (u,),>0 est de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante :
Ve > 0,dN = N, :Vp,q > Nlu, — uy| <e.
Proposition 4. Toute suite convergente est de Cauchy
Mais la propriété intéressante i noter est que
Proposition 5. Toute suite de Cauchy est convergente.
On peut ainsi établir la convergence d’une suite méme si on ne connait pas la valeur de la limite.

Définition 8. Une suite réelle (u,),>o diverge vers +0o (resp. —oo) si on a la propriété suivante :
VM > 0,dN = Ny; :Vn > N,u, > M.

(resp.
VM > 0,3N = Ny : ¥ > N,u, < —M.)

On écrit alors lim,, o u, = 400 (resp. lim,, o u, = —00)

Proposition 6. Une suite compleze (U, = xn,+iyy,)n>0 converge si et seulement si la suite (T,,)n>0 des
parties réelles et la suite (Yn)n>0 des parties imaginaires convergent et alors limu,, = limx,, + ilimy,,.

1.3 Convergence et relation d’ordre dans IR

. Dans ce paragraphe, on considére uniquement des suites réelles.

Proposition 7. Toute suite croissante et majorée est convergente. Une suite croissante et non ma-
jorée diverge vers +00.

Toute suite décroissante et minorée est convergente. Une suile décroissante et non minorée diverge
vers —oo.

Toute suite monotone et bornée est convergente.

Proposition 8. Toute suite monotone admettant une sous-suite convergente est elle-méme conver-
gente.



Proposition 9 (Théoréme des gendarmes). 3. Soient (un)n>0, (Un)n>o0 €t (Wy)n>o trois suites telles
que, pour tout n, u, < w, < v, . Si les deux suites (Uy)n>0 €t (Vn)n>0 vers la méme limite [, il en est
de méme de la suite (wy)n>0-

Proposition 10. Soient (u,)n>0, (Vn)n>0 deux suites convergentes. Si, pour tout n, u, < v, , alors

Définition 9. 5. Deux suites (u,)n>0 et (v,)n>0 sont dites adjacentes si elles vérifient les trois
propriétés suivantes :

(1) (un)n>0 €st croissante

(i) (vn)n>0 est décroissante

(i) limp—oo(vy, — uy) = 0 (et donc avec (i) et (ii)u, < v,.)

Proposition 11. Deux suites adjacentes sont convergentes et admettent la méme limite.

1.4 Opérations sur les limites

Proposition 12. Soient (u,)n>0, (Vn)n>0 deuz suites numériques convergentes. Alors les suites (u, +
Un)n>05 (UnUn)n>0 SOnt convergentes. De plus, on a

lim (u, + v,) = (lim w,) + (lim v,)
n— o0 n— 00 n—00

lim (u,v,) = (lim u,)( lim v,).
n—oo n—oo n—oo

Si X € IK est un scalaire, la suite (Auy,)n>o est convergente et lim,, . (Avy,) = A(limy, 00 vy).
Si de plus (limy, oo v,) # 0 alors & partir d’un certain rang k (Z—:) >k est bien définie, converge

et :

i U2 = (s )

n—=00 Up (hmn%oo Un)
Proposition 13 (Théoréme de Césaro). Soit (uy,)n,>1 une suite numérique et (v,)n>1 la suite définie
par v, = %22:1 Ug. St (up)n>1 converge vers 1, il en est de méme de la suite (vy)n>1-

1.5 Relations de comparaison

Définition 10. Soient (uy)n>0, (Vn)n>0 deux suites numériques.

1. Domination. La suite (u,),>0 est dite dominée par la suite (v,),>0 €t on note u, =, O(vy,)
ou simplement u,, = O(v,) s’il existe un réel positif M tel que, au moins & partir d’un certain
rang, [i,] < Mlu,|.

2. Négligeabilité. La suite (uy,),>o est dite négligeable devant la suite (v,,),>0 €t on note u, =, 00
o(v,,) ou simplement u,, = o(v,,) §'il existe une suite (¢,),>0 telle que lim,, o €, = 0 et que, au
moins a partir d’'un certain rang, u, = €,Uy,.

3. Equivalence. La suite (uy),>0 est dite équivalente a la suite (v,),>0 €t on note u, ~p oo Uy
simplement wu,, ~ v, s'il existe une suite (€,),>o telle que lim, €, = 0 et que, au moins a
partir d’un certain rang, u, = (1 + €,)v,.



Ces notions ont un intérét lorsque, a partir d’un certain rang, les termes de la suite (v,),>0 sont
non nuls.

Proposition 14. u, ~ v, si et seulement si u,, — v, = o(v,).

Proposition 15. On suppose que ANYn > Nuv,, # 0.

1.
2.
3.

Uy, = O(vy,) <= u, /v, est bornée.
Up, = 0(vy,) <= lim,, o =

Un

Up ~ Uy > limy, o0 22 =1
n

Ezemple 1. n® = o(n”) si et seulement si a < 3.
En effet n®/nf = 1/n"~2 et cela tend vers 0 si et seulement si 3 — a > 0.

Les relations de bases suivantes doivent étre comprises et utilisées librement.

Proposition 16. Soient (u,)n>0, (Vn)n>0,(Wn)n>0, (2n)n>0 des suites numériques.

1.

o RS S oo

Up, = 0(Vy) = Uy, = O(vy,).

U, = O(wy) et v, = O(w,) = u, + v, = O(wy,).
U, = O(wy) et v, = O(z,) = upv, = O(wpzy,).
u, = o(w
(w

u, = O(vy,) et v, = O(wy,) = u, = O(wy,).

0
Uy = O

(wy) et v, = o(wy,) = U, + v, = o(wy,).
n) €t v, = O(z,) = upv, = o(w,zy,).
)

Uy, = o(vy,) et v, = O(wy,) = u, = o(wy,).

u, = O(vy) et v, = o(wy,) = u, = o(wy,).

Démonstration. Avant de commencer la preuve, remarquons que v, = O(z,) si et seulement si, a
partir d’un certain rang, v, = M, z, avec M, une suite bornée. En effet, si z, = 0, |v,| < M|z,| donc
v, = 0 et on peut poser M, = 0, et si 2z, # 0 on pose M,, = v,/z,, dans tous les cas |M,| < M a
partir d’un certain rang donc elle est bornée. La réciproque est évidente.

1.

Si u, = o(vy,) alors u, = €,v, et € — 0, donc €, est bornée par M et |u,| = |e,||v.] < M|v,| et
Uy = O(vy)-
Si u, = O(w,) et v, = O(w,), on a pour n grand |u,| < M|w,| et |v,| < N|w,| donc

[tun, + vp| < |tn] + o] < (M + N)|w,| donc u,, + v, = O(w,).

Si u, = O(wy) et v, = O(z,), on a pour n grand |u,| < M|w,| et |v,| < N|z,| donc |u,v,| <
|tun||vn] < MN|wy||z,| donc u,v, = O(wy,zy,).

Si u, = o(w,) et v, = o(w,) alors pour n grand u,, = €,w, et u, = n,w, avec lime, = limn, =0
donc u, + v, = (€, + np)w, et comme lim(e, +n,) = 0, u, + v, = o(wy).

.U, = o(wy,) et v, = O(z,) On a u, = €,w, et (par la remarque du début de la preuve)

v, = Mz, avec lime, = 0 et |M,| < M, donc u,v, = €, M,w,z, et |e,M,| < |e,|M — 0 donc
U Uy = 0(Wy2p)-

un, = O(vy,) et v, = O(w,) on a pour n grand |u,| < M|uv,| et |v,| < N|w,| done |u,| < MN|w,|
et donc u, = O(w,).

U, = o(vy,) et v, = O(w,) On a u,, = €,v, et (par la remarque du début de la preuve) v, = M,w,
avec lime, = 0 et |M,| < M u, = ¢, M,w, et |e,M,| < |e,|M — 0 donc u,, = o(w,,). Le dernier
cas est similaire.



Le résultat suivant doit étre connu :

Théoréme 17 (Formule de Stirling).
n! ~p oo V2rn 0t e

Nous rappelons ensuite les comparaisons de fonctions pour déduire des développements limités
usuels (cf L1) les équivalents usuels et les appliquer aux suites.

Définition 11. Soit D C IR, avec soit D =|a, b], soit D = [b,a[, soit D = [A, +00[ et alors a = +0o0,
soit D =] — 00, A] et alors a = —o0, f,¢: D — IR, deux fonctions.

1. Domination. La fonction f est dite dominée par la fonction ¢ au voisinage de a et on note
f(z) =254 O(p) 8l existe une fonction u : D — IR, bornée (au voisinage de a), telle que
f=ou.

2. Négligeabilité. La fonction f est dite négligeable devant la fonction ¢ au voisinage de a et on
note f(z) =4 o(p(x)) s'il existe une fonction u : D — IR telle que lim, ., u(z) = 0 et telle
que f = pu.

3. Equivalence. La fonction f est dite équivalente & la fonction ¢ au voisinage de a et on note
f(z) ~ua @(x) 87 existe une fonction u : D — TR telle que lim, ,, u(x) = 1 et telle que
f = pu. Ceci équivaut a f(z) — ¢(z) =4 0o(@(x)).

On a les mémes propriétés que pour les relations de comparaisons des suites. On obtient des

équivalents en utilisant les développements limités vus en L1.

Proposition 18 (Equivalents usuels en z — 0).

e’ —1 ~r—0 L, 111(1 + I) ~z—0 L,
sin(z) ~yz0 x, arcsin(x) ~, 0 T,
tan(z) ~,0 T, arctan(z) ~,_0 ,
sh(x) ~z0 x, th(z) ~z0 x,
x? x?

Ch(([)) —1~e0 —,

cos(z) — 1 ~po — 5

?7
(14 2)* =1~ ax, (o € IR).

Proposition 19. Si u, € D et lim,_,o u, = a et soient f,g: D — IR alors
1. 81 f(x) =p—a Og(2)) alors f(un) =n-oe O(g(un)).
2. Si f(x) =44 0(g(x)) alors f(un) =n—eo 0(g(uy)).
3. i f(x) ~usa g(x) alors f(un) ~n—oo 9(Un)-

Ezemple 2. 1. Comme 1/n — 0 et In(1 + ) ~,0 x, on en déduit In(1 + 1/n) ~ 1/n donc
nin(l1+1/n) ~ 1 ¢est-a-dire lim, oo nIn(1+1/n) = 1. Donc (14 )" = exp(nIn(1+1/n)) —
exp(l).

2. Comme 1/n — 0 et cos(x)—1 ~, o —2?/2 on déduit cos(1/n)—1 ~ —1/n? donc cos(1/n)—1 —

0 et In(cos(1/n)) = In(1 + (cos(1/n) — 1)) ~ (cos(1/n) — 1) ~ —1/n?.



1.6 Suite définie par récurrence

C’est une suite (uy,),>o définie par la donnée de uy € D et la relation u,1 = f(u,) ou D est
une partie de IK et f: D — D une application (récurrence d’ordre 1), ou par la donnée de ug € D,
u; € D et la relation u, 40 = g(Un, uys1) o0t D une partie de IK et g : D x D — D une application
( récurrence d’ordre 2). Lorsque la suite définie par u,,1 = f(u,) est convergente et que sa limite [
appartient au domaine de continuité de f, on a nécessairement f(I) =1 ( [ est un point fixe de f).

2 Séries numériques

2.1 Définition

Définition 12. Soit (u,),>0 une suite numérique et pour tout n, S, = >.'_,uy. La série de terme
général (uy,), notée > u, est définie par la suite (S,),>0 appelée suite des sommes partielles.

Si, pour tout n, u, € IR, la série > u, est dite & termes positifs.

2.2 Convergence

Définition 13. La série Y u, est dite convergente si la suite des sommes partielles (.S,,),>0 est
convergente et elle est dite divergente dans le cas contraire. Dans le cas de convergence, la limite S
des sommes partielles est appelée somme de la série et on note S =Y~ uy

Définition 14. Soit ) u, une série convergente et S =Y 7~ u sa somme. On peut définir la suite
des restes (Rp)n>o par R, =S — S, = > 77 up.

Il en résulte que la suite des restes (R,),>0 converge vers 0. Par convergence de la série, les suites
(Sn)n>0 €t (Sp—1)n>1 convergent vers S et, comme u,, = S, — S,_1, on voit que

Proposition 20. Pour une série convergente Y u,, la suite des termes générauz (u,) converge vers

0.

D’aprés ce qui précéde, on déduit que si le terme général u,, ne tend pas vers 0, la série > u,, est
nécessairement divergente.

Définition 15. Une série Y u, telle que u, /4 0 est dite grossierement divergente. (critére de la
divergence grossiére)

Fzemple 3 (Série géométrique). > R™ avec |R| > 1 est grossiérement divergente car R™ 4 0. Si

R <1.)}_ RF= 1’1}37;; — 1= La série géométrique > R™ pour |R| < 1 est donc convergente de
1

somme S = TR

Le critére de Cauchy de convergence des suites s’écrit de la facon suivante pour les séries :
Proposition 21. La série Y u, est convergente si et seulement si elle vérifie le critére de Cauchy,
c’est-a-dire :

n—+p
Ve>0,3aNVn > NVp >0, [Spay—Sul =1 > wl <e

k=n+1



Définition 16. La série Y u, est dite absolument convergente si la série Y |u,| de terme général |u,|
est convergente. Une série convergente et non absolument convergente est dite semi- convergente.

Proposition 22 (critére de convergence absolue). Toute série »  u, absolument convergente est

convergente. De plus,
[e.e] oo
2wl < fual
k=0 k=0

Démonstration. Soit € > 0, par le critére de Cauchy, soit N tel que pourn > N,p >0 ZZIZH [, | <
€. Par l'inégalité triangulaire

n—+p n—+p
BDIEAES PRI ESS
k=n+1 k=n+1

Donc par le critére de Cauchy, > u, est convergente. En passant a la limite dans 'inégalité, on
obtient 'inégalité de 1’énoncé. O

Ezemple 4. On verra plus loin que » % est convergente (critére spécial des séries alternées) mais
pas absolument convergente (régle de Riemann).

En général, pour une série qui n’est pas a terme positif, on commence par chercher si elle converge
absolument, en utilisant les critéres pour les séries a termes positifs.

Proposition 23. Une série compleze Y u, = > T, + 1Yy, converge (resp. converge absolument)
si et seulement si la série Y x,, des parties réelles et la série Yy, des parties imaginaires convergent
(resp. convergent absolument) et alors Y ;o (Un =D poo@Tn T 19 peoYn-

2.3 Critéres de convergence (& connaitre parfaitement)
Séries A termes positifs (et critéres d’absolue convergence)

Proposition 24 (critére des séries a termes positifs). Une série Y u,, a termes positifs (u, > 0) est
convergente (donc absolument convergente) si et seulement si la suite (S,)n>0 des sommes partielles
est majorée. Dans ce cas ZZOZO Uy = SUp Sy,

Démonstration. S,, < S,4+1 car u, > 0 donc S,, est croissante, elle converge donc si et seulement si
elle est majorée (proposition . O

Proposition 25 (critére de domination). Soient Y w, et > v, deux séries numériques.
Si u, = O(vy,) et Y v, est ABSOLUMENT CONVERGENTE, alors u, est absolument conver-

gente.

Proposition 26 (régle des équivalents). Soient > u, et > v, deux séries réelles & TERMES POSI-
TIFS (u, > 0,v, > 0) telles que u, ~ v,. Alors les séries sont de méme nature (toutes deux
convergentes ou toules deuz divergentes).

Remarque 1. Ce critére est faux si le terme général n’est pas de signe constant a partir d’un certain
LI e ’ —1)"
rang. Par exemple, nous verrons que (par le critére des séries alternées) % est convergente et

que > % est divergente alors que (?/1% ~ \/7:(12)”

Proposition 27 (régle de Cauchy). Soit Y wu, une série numérique telle que p = lim, o /|ty
existe (ou bien p = limsup,,_,. V/|us|)-



1. Sip <1, la série Y u, est absolument convergente,
2. Sipu>1, la série > u, est grossiérement divergente

3. St pu=1, on ne peut pas conclure.

Ezemple 5. Soit a # 0 u, = (1 + Z—i)*"?’, Sum = (14 %)™ = exp(—n?In(1 + Z—z)) ~ e~ donc

n2

i — e <1 (vua#0), donc 3(1 + %)_”3 converge.

Proposition 28 (régle de d’Alembert). Soit > u, une série numérique dont le terme général est

non nul a partir d’un certain rang et telle que k = limn%m% existe dans R, .

1. Si k<1, la série Y u, est absolument convergente,
2. Sik>1, la série Y u, est grossierement divergente
3. Si k=1, on ne peut pas conclure.

(n!)3
(3m)t

L = (:(,’T(Lﬁ!l);(!?:!);g = G +3)Eg:i);;(3n 7y — 1/27 < 1. Lasérie Z , > est donc absolument convergente.

Exemple 6. La régle de d’Alembert est utile quand u, est un produit Par exemple u,, =

Remarque 2. Si lim,,_, “T”—“‘ existe alors lim {/|u,| existe et a la méme valeur. On utilise donc la

Unp |
régle de Cauchy quand la régle de d’Alembert ne s’applique pas que si la suite [u ‘”+|1‘ ne converge pas.

(Si elle converge vers 1 cela ne sert a rien).
FEzxemple 7. Soit u,, = 2% si n pair et u,, = din si n impair. u;;ilg 1/2™ donc > u, converge. Mais la régle
de d’Alembert (assez faible) ne s’applique pas —2- = 3— = (3/2)%/3 — oo (donc v, = u,/u, 1

Up—1 22p

ne converge pas Vs, — 00, Ugpr1 — 0).
La régle de d’Alembert est un cas particulier du critére de comparaison logarithmique :
Proposition 29 (Comparaison logarithmique). Soient > w, et > v, des séries a termes positifs

telles que pour n > ng :

Up+1 Un+1

<

Up Un

U, >0, v, >0, et

1. Si Y v, converge alors la série Y u, est convergente,

2. Si > u, diverge la série Y v, est divergente.

. . u
Démonstration. On a pour n > ny Z"Ll < R donc w, /v, est décroissante, donc u,, < Ly, le
n no
résultat suit du critére de domination. O
. _ 135..(2n+1) 1
Exemple 8. Soit u, = ~5 7= T alors

Upy1  2n+3 noS Unil

u,  2n+2\Vn+17" v,
pour n assez grand, si v, = % (On remarquera que le critére de d’Alembert ne s’applique pas).
Comme Y v, diverge (critére de Riemann plus bas), > u,, diverge par comparaison logarithmique.



Autres critéres

Proposition 30 (critére de décomposition). Soient > u,, Y v, et Y w, trois séries telles que, pour
tout n, w, = u, + v,. St deux de ces séries convergent, la troisiéme converge aussi. Si ['une d’elles
est divergente, il y en a au moins une autre qui diverge.

Définition 17. Une série numérique »  u,, est dite téléscopique s'il existe une suite numérique (a,)n>1
telle que, pour tout n > 0, u, = Gnpyr1 — Gy.

Proposition 31 (critére des séries téléscopiques). La série téléscopique > u, est convergente si et
seulement si la suite (a,)n,>1 est convergente. On a alors

E U, = lim a, — ao.
n——+0o0

Ezemple 9. Si u, =In(1+ ) =1In(n + 1) — In(n). on voit que cette série est télescopique et comme
In(n) — 00, la série Y In(1+ +) est divergente. Par la régle des équivalents, comme In(1 + %) ~ &,
on en déduit que la série harmonique Y- £ diverge.

Définition 18. Une série réelle > u,, est dite alternée si on peut mettre le terme général u,, sous la
forme u, = (—1)"a, ou u, = (—1)""ta,, out (a,),>o est une suite positive.

Proposition 32 (critére spécial des séries alternées). Soit Y u, est dite alternée, u,, = £(—1)"a,.
Si la suite (a,)n>o est décroissante de limite nulle, la série Y u, converge, sa somme est du signe de
ug et, pour tout n, |R,| < |Rn+1|

Exemple 10. La série Z " est alternée et 1 /v/n décroit vers 0, donc Z O convergente.

2.4 Opérations sur les séries

Comme pour les suites, la convergence des séries se conserve par addition et multiplication par
un scalaire avec un résultat analogue pour les sommes.

Pour assurer la convergence par produit, on fait appel au produit de Cauchy de deux séries défini
comme suit :

Définition 19. Le produit de Cauchy des séries Y u, et Y v, est la série ) w, dont le terme général
est défini par w, = >} _ UpUn—k.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 33. Le produit de Cauchy de deuzx séries absolument convergentes >  u, et » v, est
une série absolument convergente Y wy, et Uon a Y o Wy = (D 7o Un) (O pep Un) -

Démonstration. Montrons que »_;_, |w,| est majorée. En effet, on a

Z w0 <3 Y fule < Z ) Z [vg] < Z [ Z [vg] < o0.

k=0 p+q=k

De plus on a
n o
an Z%Z%I—IZ RREURD SIS B B BRI
k=0 p+q=k p=0 q=0 k=n p+q=k

(la convergence vers 0 vient de la convergence absolue de la série de Cauchy pour > |u,| et > |v,]
dont le reste tend vers 0) donc la somme de la série de Cauchy est le produit des sommes. [



2.5 Séries remarquables (& connaitre parfaitement)

Proposition 34 (Série de Riemann). La série Y - (a € IR) converge si et seulement si ov > 1. I
en résulte que sty u, est une série numérique telle que la suite (n®uy,)n>1 est bornée avec a > 1 (En
particulier si elle est convergente ou de limite nulle), alors cette série est absolument convergente.
(Critére de Riemann).

Démonstration. La cas @ =1 a été vu a I'exemple [0 Si o # 1, on a

1 1 | Lo )1 1
e (T S P (“ ) 1) =T T Yy

donc ) (av—1)/n® ala méme convergence que la série télescopique > — — m qui converge

si et seulement si o > 1. O

Exemple 11. u,, = arctan(m) comme U, ~ # le critére de Riemann implique que ) u,, converge.
En fait u, = arctan(n 4 1) — arctan(n) est télescopique et Y u,, converge avec pour somme /2.

Proposition 35 (Série de Bertrand). _ — h}(n)ﬁ, n > 2, (a,3) € IR®. Cette série converge si et
seulement si o« > 1 ou (o = letf > 1).

Proposition 36 (Série géométrique). . Soit (a,z) € €* x €. La série géométrique de premier terme
a et de raison z est définie par Y az™ . Cette série converge si et seulement si |z| < 1. Elle est alors
absolument convergente et

oo

S -

n=0

Proposition 37 (Série exponentielle). . Cest la série numérique de la forme > Z; ot z € €. Cette
série est toujours absolument convergente et sa somme est la fonction exponentielle

o0 n

exp(z) = Z %

n=0

2.6 Quelques exemples plus avanceés

FEzemple 12. Montrons que er
ument convergente. De plus :

R P | LN LM O | NS NG} LS S
Vit v R VA AV AR

Le premier terme est celui d’une série convergente par le critére spécial des séries alternées (CSSA),
le deuxiéme terme diverge par la régle de Riemann, et le troisiéme terme converge par comparaison
et régle de Riemann. Par le critére de décomposition, la série ) W diverge.

(C’est une méthode générale, pour une série non-absolument convergente ot le CSSA ne s’applique
pas directement, on cherche un développement limité pour s’y ramener.

1.3.5..(2n—1) 1
2.4.6..2n \F’

1)n diverge. Déja ’\F+ Ty | ~ \/Lﬁ donc la série n’est pas absol-

alors

Upt1  2n+1 n
U, 2n+2\n+1

10

FEzxemple 13. Soit u,, =




Montrons que u,, ~ % (soit v, = %) (On remarquera que le critére de d’Alembert ou la comparaison
logarithmique directe ne s’appliquent pas). En effet

( _ﬁ)m%w%) - 1—2(n—1+1)+%+0<%) = 140( )

Upt1Un 1
—— = (1—— /1
UpUpi1 ( 2(n + 1)> +

1
=
d'ou si wy, = I(tn410n) — I(Unvpy1) = (1 + O(Z5)) = o(=57), Donc Y w, converge (critére de
Riemann) et donc la série télescopique > In(u, /v,) — In(tys1/vn41) converge done (critére des séries
télescopiques) la suite (u,/v,) converge (vers A) donc u,, ~ Av,, mais comme » v, diverge (exemple
|§] ou critére de Riemann), > u, diverge par la régle des équivalents.
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Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

1 Suites de fonctions

1.1 Définitions

Une suite de fonctions est définie par la donnée d’une partie de IN de la forme IN N [a, +00] et
d’une application qui associe a tout n > a une fonctionf, : D — IK ot IK = IR ou € et D est une
partie de IK. Cette suite est notée (f,,)n>q. C’est une suite de fonctions et f,, est le terme général de
cette suite. Pour tout x € D, (f,,(x))n>, est une suite numérique. Par défaut, I’ensemble des indices
est IN ou IN* et on utilisera la notation (f,,)n>0 ou (fy)n>1-

Soient (fn)n>0 €t (gn)n>0 deux suites de fonctions définies toutes sur le méme ensemble D et
A € IK un scalaire. La somme (resp. le produit, quotient) des suites (f,,)n>0 €t (gn)n>0 est la suite de
fonctions de terme général f,, + g, (resp. fngn , 2= ) définie par (f, + gn)(z) = fu(x) + gn(x) (resp.

gn

(frgn) () = fulx)gn(z), (I2(z) = f”g) , pour tout z tel que g,(z) # 0). Le produit de (f,)n>0 par le

gn In

scalaire A est la suite de terme général Af,, définie par (Af,)(x) = Afn(x).

1.2 Convergences, critére de Cauchy
Soit (fn)n>0 une suite de fonctions de D dans IK ; A une partie de D et f : A — IK une fonction.
On pose :

1o = flla = sup (@) = S (2]

C’est une suite numérique.

Définition 20. On dit que la suite (f,),>0 converge simplement vers f sur A si pour tout z € A,
la suite numeérique (f,)n>0 est convergente et f(x) = lim, o fn(z), c’est-a-dire si lim,, o | fn(z) —
f(z)| = 0. On dit alors que f est la limite simple de la suite (f,,)n>0 sur A. La fonction f peut étre
donnée & I'avance ou alors définie par la relation précédente. Quand elle existe, cette limite simple
est unique.

Définition 21. On dit que la suite (f,)n>0 converge uniformément vers f sur A si lim, o ||fn —
flla = 0. On dit alors que f est la limite uniforme de la suite (f,,),>0 sur A. Quand elle existe, cette
limite uniforme est unique.

Comme |f,(z) — f(z)| < ||fn — fl|la pour z € A on déduit que :

12



Proposition 38. La convergence uniforme implique la convergence simple (vers la méme limite)

Ezemple 14. Soit f,(x) = 2™ sur D = [0,1]. ALors f,(z) - 0siz < 1. f,(1) =1 — 1. Donc f,
converge simplement sur D vers la foncton f définie par f(z) =0siz € [0,1] et f(1) = 1.

Or |[fu — fllp = sup,epp 1y [2" — 0] = 1 donc f,, ne converge pas uniformément vers f sur D (la
réciproque de la proposition précédente est donc fausse). Par contre Si A = [0, R], R < 1, alors

Ifa = flla=supz" = 0] = R" = 0
T€EA

donc f, converge uniformément vers f sur A.
Pour la négation de la convergence uniforme, on peut utiliser le résultat utile suivant :
Proposition 39. Si la fonction f et les fonctions de la suite (fn)n>0 sont toutes définies sur A et si

(Tn)n>0 est une suite de points de A telle que la suite (up)n>o définie par u, = |fn(x,) — f(x,)| ne
converge pas vers 0, alors la suite (f,)n>0 ne converge pas uniformément vers f sur A.

Démonstration. En effet ||f,, — f||la > u, /4 0. O

Ezemple 15. Soit f,(z) = 2™ sur D = [0,1[, et @, = (1 — ). On a vu que f, converge simplement
vers 0. |f(z,)| = (1 = £)" — e, En particulier, on retrouve que f, ne converge pas uniformément

vers 0 méme sur [0, 1].

Le critére de Cauchy est utile pour affirmer ou nier la convergence lorsque 'existence ou la forme
de la limite sont inconnues. On note (de facon consistante avec la notation précédente) :

1fp = falla = ilelg | fo(z) = fo(2)].

Proposition 40 (Critére de Cauchy uniforme). La suite (f,)n>0 est uniformément convergente sur
A si et seulement si

V€ > OJ ElNavaq Z N7 ||fp - quA = Sug|fp(ac) - fq(x)| S €.
xe

On rappelle aussi le critére de convergence simple :

Proposition 41 (Critére de Cauchy). La suite (f,)n>0 est simplement convergente sur A si et
seulement si

Vo € A,Ve > 0,3N = N(xz,¢),Vp,q > N, |fp(x) — fy(z)] <e.

1.3 Reégularité de la limite et interversion des opérateurs

La convergence simple ne fournit pas de résultats satisfaisants dans ce domaine, on va examiner
le cas de la convergence uniforme. Dans ce qui suit, ’ensemble D est un intervalle ou une réunion
d’intervalles.

Proposition 42. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions de D dans IK , convergeant uniformément sur
tout segment [a,b] C D vers une fonction f. (En particulier, ¢’est le cas si la convergence uniforme
a lieu sur D lui-méme). Si les fonctions f, sont toutes continues sur D, alors f est ausssi continue
sur D.

Ezxemple 16. L’exemple [14| montre que le résultat n’a pas d’analogue avec la convergence simple. Une
suite de fonctions continue convergeant simplement peut avoir une limite discontinue.

13



Pour rappel, une fonction f est dite continue par morceaux sur [a, b si il existe une subdivision
a=ay < a <..<a,1 =0 telle que f est continue sur |a;, a;11[,7 € [0,n] et prolongeable par
continuité sur [a;, a;+1]. On a vu en L1 qu’on peut intégrer de telles fonctions

Proposition 43. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions de D dans IK, continues par morceaux sur un
segment |a,b] C D, convergeant uniformément sur [a,b] vers une fonction f supposée continue par
morceaux. Alors, on peut intervertir limite et intégrale :

/b f(z)dx = lim bfn(x)dx.

n—o0

ou aulrement dil

b b
/ lim fo(@)de = lim [ f,(x)dx

n—o0 a

FExemple 17. Si les f,, sont continues, on sait par un résultat précédent que la limite uniforme f est
continue, ce n’est pas le cas pour les fonctions continues par morceaux. Soit f,(x) = 2?|min(,n)]

)
définie sur [0,1] ou |y] est la partie entiere de y. Comme pour z < 1/n soit min(1,n) = n, on a

fn(z) = 2*n et il est facile de voir que la partition 0 < 1/n < 1/(n—1) < ... < 1 convient pour montrer
que f, est continue par morceaux. Montrons que f,, converge uniformément vers f(z) = z? L%j
Comme f,(z) = f(x) pour z €]1/n,1],

2 2
< sup 2?2 =2 50.
z€[0,1/n] x n

1/n— 1]

fo = flloa = 1fa — flloajm = sup 2 "

z€[0,1/n]

Cependant f n’est pas continue par morceaux car f(x) = z?n si  €]1/(n +1),1/n] donc la limite a
droite est lim, 1/, f(z) = lim,_,1/,— 2*n = 1/n alors que la limite & gauche est lim, /¢ f(z) =
lim, 1/nt 2%(n — 1) = (n — 1)/n? Donc f n’est pas continue en tous les points 1/n, qui sont en
nombre dénombrable, donc f n’est pas continue par morceau.

Ezemple 18. Soit f,(r) = max(n — n?|z|,0) définie sur IR*. f,(z) tend simplement vers 0 car si
lz| > 1/n, n —n?|z] < 0 et donc f,(x) = 0 et la suite est stationnaire égale a 0. Cependant,
fol fo(z)dx = Ol/n(n — n?x)dr = [nz — n*x%/2)" =1-1/2 =1/2 4 0, donc f, ne converge pas
uniformément vers 0.

Ezemple 19. Soit f,(x) = Jx—fl définie sur [0, 1], [fu(2) — 2| = 25 < #7?1’ < ﬁﬁ car y/nr <

(nx +1)/2, donc || f, —id|[jo1) < ﬁ — 0 donc f,, converge uniformément vers f(z) = = donc

/01 Folx)dz — /01 vdr = %

Proposition 44. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions de D dans IK , convergeant simplement sur D
vers une fonction f. On suppose que les fonctions f, sont dérivables sur D et que la suite (f!),>0 des

dérivées converge uniformément sur tout segment [a,b] C D wvers une fonction g. Alors
(i) f est dérivable
(i) f'=g.

(111) (fn)n>o converge uniformément vers f sur tout segment [a,b] C D.

Une extension de ce résultat se présente comme suit
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Proposition 45. Soit k € IN* U {0} et (fn)ns0 une suite de fonctions de classe C* de D dans IK.
On suppose que
1. Pour tout entier p tel que 0 < p < k—1, la suite (fT(Lp))nZO converge simplement sur D vers une

fonction g,.

2. la suite (f,(Lk))nZO converge uniformément sur tout segment [a,b] C D wvers une fonction gy .

Alors
(i) Pour tout entier p tel que 0 < p < k—1, la suite (f,S”))nZD converge uniformément vers g, sur
tout segment [a,b] C D.
(i) = go est de classe C* sur D.
(iii) Pour tout entier p tel que 0 <p <k, f?) =g,

1.4 Approximation des fonctions d’une variable réelle. (facultatif)

Théoréme 46. Soit f : [a,b] — IK une fonction continue. Il existe une suite (¢n)n>o0 de fonctions
continues et affines par morceaux convergeant uniformément vers f sur |a,b|.

Théoréme 47 ( Théoréme de Weierstrass). Soit f : [a,b] — IK une fonction continue. Il existe une
suite (Py)n>0 de polyndomes convergeant uniformément vers f sur [a,b].
De plus, si [a,b] = [0,1] on peut choisir la suite des polynémes de Bernstein :

n

P(e) = 3" Chak(1 — oy ().
k=0

2 Séries de fonctions

2.1 Définition

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions de D dans IK et pour tout n,

k=0

La série de terme général f,, notée Y f, est définie par la suite (S,),>0 appelée suite des sommes
partielles.

2.2 Convergence

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions de D dans IK; A C D et f: A — IK une fonction. Pour tout
n, on pose || ful|a = sup,ca | fo(2)]-

Définition 22. On dit que la série > f,, converge simplement vers f sur A si pour tout z € A, la
suite numérique (S, (z))n>0 est convergente de limite f(x), c’est-a-dire si la série numérique > f,,(x)
est convergente de somme f(x) = > 7~ fi(x). La fonction f est appelée somme de la série Y f, et
elle est notée >~ fi. Elle peut étre donnée a 'avance ou alors définie par la relation précédente.
Quand elle existe, cette fonction somme est unique.
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Soit ) f, une série convergeant simplement sur A et f =77, fx sa somme. On peut définir la
suite des restes (R,)n>0 par R, = f — S, = > 02 . fr pour n > 0. Il en résulte que (R,),>o est une
suite de fonctions de A dans IK, convergente simplement vers 0 sur A. Par convergence de la série,
les suites (Sp+1)n>0 €t (Sn)n>0 convergent vers f et, comme f, = S, — S,_1, on voit que le terme
général d’une série simplement convergente converge simplement vers 0

Définition 23. On dit que la série > f, converge absolument vers f sur A si pour tout x € A, la
série numérique Y | f,(z) est absolument convergente, donc convergente. On a alors

DI AESMIAL
k=0 k=0

Définition 24. On dit que la série > f,, converge uniformément vers f sur A si la suite des fonctions

(Sn)n>0 converge uniformément vers f sur A. On voit alors que série ) f,, converge simplement vers
fsur A.

Exemple 20. Une série peut converger simplement sans converger uniformément.

Définition 25. On dit que la série Y f,, converge normalement vers f sur A si la série a termes
positifs Y || f.||4 est convergente et f = 7 fi. La derniére relation a un sens car la convergence
de la série Y. || f.||a entraine en particulier la convergence absolue de Y. f,(z) pour tout x € A.

Les modes de convergence décrits ci-dessus se conservent par addition et multiplication par un
scalaire. On en déduit en particulier le résultat suivant : Si la série ) f,, converge uniformément vers
f sur A la suite (f,)n,>0 converge uniformément vers 0 sur A.

Exemple 21. Le terme général d’'une série peut converger uniformément vers 0 sans que la suite
converge uniformément. Soit par exemple f,(z) = -,z €]1,00[. La série Y f,(z) est une série de
Riemann convergente pour tout x €]1,00[. De plus sup,ej; oo fu(7) = 1/n car f, est décroissante,
donc f, converge uniformément vers 0 et > f,, ne converge pas normalement sur |1, 0o[. De méme,
SUD,e]1 00 | S & =302 L car une somme de fonctions décroissantes est décroissante (le sup
est donc la limite en 1. Donc ) f,, ne vérifie pas le critére de Cauchy uniforme donc ne converge pas
uniformément.

Ezemple 22. Soit, f,(x) = ze ™ sur A = [0,00[. Vu f!(z) = e (1 —nx), ||fulla = fu(1/n) =e1/n
donc - |[fu]|a donc f, ne converge pas normalement. Cependant pour tout z € A f,(z) = o(s5)

donc f, converge simplement (méme absolument) et sa limite est f définie par f(0) =0 et si  # 0

n 1 — efx(nJrl) T
fo) = fim () =l = =

Montrons que f, ne converge pas uniformément vers f sur A = [0, oo[.
En effet

xefx(nJrl)

(fo = x) = e

et (fun—f)(1/n+1)—etva(l1—e*)/x —,.01done f, — f ne tend pas uniformément vers 0.
Par contre, ) f,, converge normalement donc uniformément sur B = [a,00[,a > 0, vu ||f.||p <
ae”" = f.(a), si na > 1.
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1, 1 1
Exemple 23. Soit f,, = ]T’”] . Pour tout x, la suite est stationnaire égale a 0, donc ZnZl fn converge
absolument ves sa somme, f(z) = ﬁ De plus Y f, converge uniformément vers f sur A = [0, 1]
car f,(z) = f(z) six > 1/(n+ 1), donc

1
- [ — ) = pit) = —— = 0.
1o = Flloay = 1o = Flloaseeeny = 1 lloasmeny = =
Cependant, montrons que Y f, ne converge normalement sur A. En effet, ||f,|[a = L donc

S fulla diverge.

Remarque 3. On peut résumer comme suit les liens qui existent entre les modes de convergence décrits
ci-dessus : La convergence normale implique a la fois la convergence uniforme et la convergence absolue
et chacune de ces deux derniéres convergences implique la convergence simple.

3 Un exemple important de série de fonctions : les séries en-
tiéres
3.1 Définition

Une série entiére est une série de fonctions > f,, dont le terme général f, est une fonction définie
par f,(z) = a,a™ ou a, € IK et x est une variable réelle ou complexe. Les termes de la suite (a,,)n>0
sont appelés coefficients de la série entiére. Une telle série est habituellement notée »_ a,z". On se
propose d’étudier le domaine de convergence de la > a,z™ ¢’est-a-dire I'ensemble des z € IK pour
lesquels cette série converge puis les propriétés de la somme f définie par f(z) =, a,z"

3.2 Rayon de convergence, disque de convergence, intervalle de conver-
gence

Définition 26. Soit > a,z" une série entiére. Le rayon de convergence de la série est 1’élément
R e IR* U {oo} ( R est donc un réel positif ou +00) défini par

R = sup{r € IR, : |a,|r" bornée}.

Proposition 48. R est donc lunique élément vérifiant la propriété suivante : Vz,|z| < R,> a,2"
converge (absolument) et Vz|z| > R, a,2" diverge (grossiérement).

Si R =0, la série > a,z™ ne converge que si x = 0. Si R = 400, la série ) a,x" converge pour
tout x.

Proposition 49. Soit Y a,z" une série entiére de la variable réelle x de rayon de convergence

R > 0. Pour tout x € I =| — R, R|, la série > a,z" est absolument convergente et sa somme
f(x) =327 ana™ est bien définie. L’intervalle ouvert I s’appelle intervalle de convergence de la série

entiere sur lequel la somme est bien définie. De plus, la série Y a,x™ est normalement convergente
sur tout segment [a,b] C I
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Proposition 50. Soit Y a,z" une série entiére de la variable complexe z de rayon de convergence
R > 0. pour tout complexe z tel que |z| < R, la série Y a,z" est absolument convergente et sa somme
f(z) =300 yanz" est bien définie. Le disque ouvert D(0, R) = {z,|z| < R} de centre 0 et de rayon
R s’appelle disque de convergence de la série entiére sur lequel la somme est bien définie. De plus,
la série Y a,2" est normalement convergente sur tout disque fermé A C D(0, R).

Définition 27. Soit > a,z™ une série entiére de la variable complexe 7z de rayon de convergence R.
Le cercle C = {z € C : |z| = R} s"appelle cercle de convergence. Si z € C, la série Y a,2™ peut étre
convergente ou divergente.

3.3 Caractérisations du rayon de convergence

Proposition 51. Le rayon de convergence de > a,z" est donné par
R =sup{r € IR, : lim |a,|r" =0} =sup{r € R, : Z |la,|r" < oo}
n——+00

lan]

lan+1]

Proposition 52 (régle de d’Alembert). Si les coefficients sont tous non nuls et si lim,
existe, alors le rayon de convergence de y_ a,z" est

R= lim 0|

n—4o00 ’an—l—l ’

Ezemple 24. Y nlz™ a rayon de convergence R=0,> \zﬁ a rayon de convergence R = 0o, Y. L; a

@nt1)(2n+2) _ 4

rayon de convergence R = 1. Z x a rayon de convergence R = lim, oo =45

Proposition 53 (Formule d’ Hadamard—regle de Cauchy). Le rayon de convergence de > a,z" est

— (timsup {/fan])"!

n—-+00

Par exemple, si L = lim,_, o ¥/|a,| € IR, U {oo} existe, alors R =1/L.

Ezemple 25. >°(2 4+ (—1)")"2™ a rayon de convergence R = (limsup,_,, . ¥/[(2+ (=1)")"|)~t =
(lm sup, 4o (2 + (1)) 1 = L.
Proposition 54. Si la série enti¢re est de la forme Y a,z9™ ow tous les coefficients a, sont non

nuls, on essaie de déterminer l’ensemble A des r > 0 tels que lim,,_, W‘Z—:f‘r‘/’(”“)‘“"(”) < 1. Alors
R =sup A.

3.4 Propriétés de la somme d’une série entiére

Proposition 55. Soit > a,z™ une série entiére de la variable v € K, de rayon de convergence R
> 0 et [ sa somme définie dans le disque (ou intervalle) de convergence D par f(z) =3 7 a,x™.
Alors f est de classe C'™° sur D et ses dérivées s’obtiennent par dérivation terme a terme de la série.
Ainst, pour tout k € IN® et tout x € D,

o0

PO =3

n:k

En particulier, Yk € IN, f®)(0) = klay. De plus f*) est somme de la série entiére Z
rayon de convergence R.

an+kx de

18



3.5 Fonction développable en série entiére

Définition 28. Soit f une fonction définie sur un ouvert U de IK contenant 0. On dit que f est
développable en série entiére (autour de 0 abrégé DSE)) s'il existe une série entiére Y a,z" de rayon
de convergence R > 0 telle que 3p €0, R], D(0, p) € U et, pour tout x € D(0, p), f(z) = 0" apnz".

Proposition 56. Il y a unicité du DSE (développement en série entiére). Autrement dit deux séries
entieres ont méme somme st et seulement si elles ont les mémes coefficients.

Proposition 57. Si f est une fonction dérivable dont la dérivée [’ est DSEy , alors elle est elle-

méme développable en série entiere obtenue en prenant les primitives terme a terme de la série de
[ Ainsi, si f'(x) =>"07  baa™ alors

anrl
n+1

f(x) = F(0)+ ) ba

3.6 Séries entiéres usuelles, leur somme et leur rayon de convergence.
1.

o0 Zn
con(s) =32
n=0
avec rayon de convergence R = +00. On en déduit les DSE des fonctions trigonométriques et
hyperboliques :

o 2n

cos(x) = Z(—l)”x

' 9
— 2n!

x2n+1

sin(z) = Z(—l)nm,

avec rayon de convergence R = 1.

1o 5

n=1

avec rayon de convergence R = 1.

= —1)...(a— 1
(1+x)o‘:za<a ) n('a nt )x",oz>0
n=0 '

avec rayon de convergence R = 1. On remarquera que 1’on sous-entend la somme finie si o € IN.
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Chapitre 3

Séries trigonométriques, séries de Fourier

1 Rappels

Définition 29. Soit f : [a,b] — IK une fonction. Pour k € IN (resp. k& € IN" ), on dit que f est C¥
(resp. D* ) par morceaux s’il existe une subdivision (a;)o<j<n, a = ag < a1 < < a, = b de [a, ] telle
que, pour tout entier j € [0,n — 1], f coincide sur l'intervalle ouvert |a;, a;41] avec une fonction h;
de classe C* (i.e, k fois dérivable avec k-iéme dérivée continue, resp. D i.e. k fois dérivable ) sur le
segment [a;,a;41]. Une telle fonction n’est pas nécessairement continue sur [a, b] et une fonction C°
par morceaux est plutét dite continue par morceaux.

Définition 30. Soit I un intervalle quelconque de IR et f : I — IK. On dit que f est C* (resp. D* )
par morceaux sur I si pour tout segment [a,b] C I, la restriction de f & [a, b] est C* (resp. D* ) par
morceaux.

Remarque 4. Soit T > 0 et g : IR — IK une fonction T - périodique et continue par morceaux. Pour
tout o € IR, l'intégrale f;” g(t)dt existe et sa valeur ne dépend pas de o On peut par exemple dire
que la

valeur commune est fOTg(t)dt.

Définition 31. Soit I un intervalle de R et f : I — IK une fonction continue par morceaux. On
appelle régularisée
de f la fonction f définie sur I par
~ f(l’"‘) + f(l’-) (]\imtﬁx,t>w f(t) + limt%x’t<x f(t))

flay = L) :

2 Séries trigonométriques

2.1 Définitions

Définition 32. On appelle série trigonométrique une série de fonctions
de la forme

% + Z(an cos(wnt) + by, sin(wnt)) (3.1)

n>1

ou de la forme

“+o0o
Z cpe’™ (3.2)

n=—0oo
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ot w € IRY, (@n)n>0, (bn)n>1 €t (¢n), 77 sont des suites numériques appelées suites des coefficients
de la série trigonomeétrique. La forme (3.1]) est I'écriture de la série dans la base (trigonométrique)
réelle et la forme (3.2)) est son écriture dans la base (trigonométrique) complexe.

Le terme général de la série est la fonction u, définie par u,(t) = (a, cos(wnt) + b, sin(wnt))
sin>1

et ug(t) = % . La fonction ug est constante et, pour n > 1, la fonction u,, est trigonométrique

T-périodique ou T = %” On constate qu’il est inutile de définir le coefficient by qui serait celui de
la fonction nulle, mais on peut poser by = 0 si on considére que cette convention est commode.

La somme partielle d’ordre n de la série est la fonction S, définie par S, (t) = > 7 _, ux(t).
Comme l'indice dans la forme parcourt 7ZZ, on considére que le terme général de la série
est la fonction v, définie, pour n > 1, par v,(t) = ¢, ™™ +c_,e”“" et vy(t) = o . La fonction vy est
constante et pour n > 1, la fonction v, est trigonométrique T - périodique (méme T'/n- périodique)
ouT =27/w.

La somme partielle d’ordre n de la série est donc la fonction P, définie par P,(t) =
S ull) = Y, e,

Dans les deux écritures, les sommes partielles sont des polynomes trigonométriques.

Remarque 5. Pour que les deux formes (3.1) et (3.2 désignent la méme série trigonométrique, il faut

et il suffit que le
terme général soit le méme dans les deux cas. On a donc ¢y = ag/2 et, pour n > 1,

(an - an) wwnt (an + an) efiu.mt

Cneiumt + Cinefiu.mt — (an COS(wnt> -+ bn sin(wnt)) = 5 9

d’ou . '
. (a, — iby,) . (an + iby)
n 2 y =N 2
Ainsi, les deux formes et désignent la méme série trigonométrique si et seulement si
on a les relations suivantes entre les coefficients :

(a, — iby,) (an + iby,)
2

Vn>0,¢, =
n>0,c 5

,Vn>1,c_, =
On peut en déduire a,, et b,, en fonction des coefficients ¢,, ag = 2¢y et, pourn > 1, a, = ¢, +c_,, b, =
i(cn — cp).

2.2 Convergence

Le terme général d’une série trigonométrique est 7' - périodique. Il en résulte que les propriétés
de convergence sur IR découlent des propriétés de convergence sur un intervalle d’amplitude T, par
exemple [0, 7.

Proposition 58. Si les séries des coefficients d’une série trigonométrique sont absolument conver-
gentes, la série trigonométrique est normalement convergente sur R.

Démonstration. En effet

(a) Si la série est exprimée dans la base réelle de terme général uy, , on a |[u,|| = sup, R [ua(t)| <
|a,| + |bn|. Ainsi, la convergence des deux séries »_ |a,| et> |b,| entraine la convergence normale
voulue.
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(b) Sila série est exprimée dans la base complexe de terme général v, , on a [|v,|| = sup, g |va(t)] <
|cn| 4+ |c—n|. Ainsi, la convergence des deux séries Y |c,| etd |c_,|, c’est-a-dire la convergence la série
Yoo o leal, entraine celle de > v, .

O]
Proposition 59. Si les séries des coefficients d’une série trigonométrique sont absolument conver-
gentes, la somme S(t) = % + 3> (a, cos(wnt) + by, sin(wnt)) = Y72 ¢ et est bien définie sur
IR c’est une fonction T- périodique et continue . De plus,

1. Pour tout x € IR,

Aaaw S . EZ E:(%anwmc_bcw@mwﬁ

a+T
Vn € IN,a, = / S(t) cos(wnt)dt,
’ a+T
Vn € IV, by, — / S(t) sin(wnt)dt,
et
a+T )
Yn € Z, c, = / S(t)efmwtdt.

Proposition 60. Si les deuz suites (ap)n>1 €t (bn)n>1 Sont @ termes positifs, décroissantes et de
limite 0, la série 5 + > | (ay, cos(wnt) + by sin(wnt)) converge en tout point t # kT et sa somme
S(t) =% +> " (a,cos(wnt) + b, sin(wnt)) est continue en tout point t # kT

3 Séries de Fourier

3.1 Définition

Définition 33. Soit 7' > 0, f : IR — IK une fonction T - périodique continue par morceaux et
w = 2. La série de Fourier de f est la série trigonométrique S(f ) :aOT(f) + > (an(f) cos(wnt) +

b (f) sin(wnt)) =37 ¢, (f)e™™ dont les coefficients sont définis par les relations
2 a+T
Vn € IN,a,(f) = ?/ f(t) cos(wnt)dt,
2 a+T
Vn e N bu(f) = = / £(2) sin(wnt)dt,
et
1 oa+T )
neZoelf) =7 [ S
Les sommes partielles de la série de Fourier de f sont donc définies par
w(f) | § S
Yo . o iwnt
Si(f,x) = — T ;(an(f) cos(wnt) + b, (f) sin(wnt)) = _Z_k cn(fe

Quand il n’ y a pas de confusion, les quantités précédentes sont notées simplement a,, , b, , ¢, et

Sp(z).
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Ezemple 26. Soit f(t) = 1jg./2((t) pour t € [0,27[ et 2m-périodique. ¢o(f) = 5= [;
n#0ealf) = 55 o flt)emmtdt = I

3.2 Propriétés des coeflicients de la série de Fourier.
Nous gardons les notations du paragraphe précédent.

Proposition 61. (Lemme de Riemann-Lebesgue) On a lima,(f) = limb,(f) = limc,(f) = 0.

Proposition 62. Si f est paire (resp. impaire), alors, pour tout n, b,(f) = 0 (resp. a,(f) =0)
an(f) = % OT/2 f(t) cos(wnt)dt (resp. b,(f) = % OT/2 f(t) sin(wnt)dt)

Théoréme 63. (Eqalité de Parseval)

Z [ |a°| + = ZI an|® + bn | = / | F(t)|dt.

n=—oo

Ezemple 27. On prend le cas de I'exemple . S el == 2” |f(t)]2dt = fﬂﬂ dt =

or
- 1 X 1= (=) 1 > 14
n2:_ 2 —2:— 2
nzzoow 16" ;’ omin | 16 ;b @+ 1) Z‘ 4k:+3 Z’ 4k:+2
d’ou
1 1 1 1 1 & 1°° 6 1
- = 2 - L
donc
2
k:0(2k+1) 8

Le résultat précédent précise le lemme de Riemann Lebesgue et implique le résultat suivant.

Corollaire 64. Une fonction T - périodique et continue est nulle si et seulement st tous les coefficients
de sa série de Fourier sont nuls.

3.3 Convergence de la série de Fourier

Théoréme 65 (Dirichlet). Soit f : IR — IK une fonction T- périodique dérivable par morceaus.
Alors, sa série de Fourier converge simplement sur IR wvers sa régularisée f(x). Ainsi, pour tout
x € IR,

o3 —
S(f.1) ) cos(wnt) + b, (f) sin(wnt)) = > ea(f)e“™f(t) = f(t+)-2Ff(t )

Théoréme 66. Soit f : IR — IK une fonction T- périodique continue et C' par morceauz. Alors :
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1. Les séries des coefficients de sa série de Fourier sont absolument convergentes. Il en résulte que
la série de Fourier de f converge normalement sur IR vers f. En particulier, pour tout x € IR,

S(f.x) = f(x).
2. La série de Fourier de f' (la dérivée a droite ou G gauche) est bien définie et ses coefficients
s’obtiennent par dérivation terme a terme de la série de Fourier de f. Ainsi a,(f") = wnb,(f),

bu([") = —wnan(f) et cu(f') = iwnea(f).

Démonstration. Pour (2), on fait des intégrations par parties sur la subdivision donnant le caractére
C' par morceau. Par continuité les crochets se simplifient. Comme Y |, (f')]? < oo par Parseval, et

On déduit > |c,(f)| converge. O
. ~ k—1 k _ (1

Corollaire 67. Si f est C* ! et C" par morceauz c,(f) = O(W)

Remarque 6. Le résultat établi ci-dessus pour les séries trigonométriques normalement convergentes

s’énonce en termes de série de Fourier de la maniére suivante : Lorsqu’une série trigonométrique est

normalement convergente, elle est la série de Fourier de sa somme.

3.4 Séries de Fourier classiques
Signal créneau et ses primitives

Ezemple 28 (Signal créneau). Soit f la fonction 27-périodique impaire telle que f(z) = 1siz € [0, 7.
Les a,(f) =0 et

— %/_ﬂ f(t)sin(nt)dt = %/Oﬂ sin(wnt)dt = %[M]g _ %ﬂ

n

Comme f est C' par morceau, sa série de Fourier
4 i in((2k + 1)z)
T 2k +1

converge simplement vers la régularisée f de f donc en z €]0, [

4 sin((2k 4+ Dz) A (—1)F
T YY)

Par Parseval on obtient :

Ezemple 29 (Signal triangulaire). Soit g(t) = |t| pour t € [—m, 7] et 27 - périodique. On a g C’1 par

morceaux continue paire donc b,(g) = 0, ¢ = f donc si n # 0 a,(g) = %bn(g’) = ;2 = . On

retrouve la convergence normale attendue. On calcule ay = %foﬂ tdt = m. La série de g est
w4 i cos((2k 4+ 1)x)
2 o7 pet (2k+1)2
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De la proposition [59| (1) on déduit :

0© bn(f) _m _ 4N© 1
Yoo 2l — 2 AN T
De la convergence normale on redéduit S(g,0) =0 =2—-25"> (2k+1) . Par Parseval, on obtient :

1 [7 72 w2 116 1
— VPdt="—=—+-") ——.
2 ) 90 3 4+27T2;0(2k+1)4

LRSS 1 _7r4
d'ott 37,2, 2k+1)% — 96°

Ezemple 30. Soit go(t t|t| — I pour t € [—m, [ et 27 - périodique (impaire). On remarque

) =
go(m—) = 0 = go(—m) donc g est continue C? par morceaux donc la série de FOurier converge
= [t| — 7/2 = g(t) — ©/2 donc pour n # 0, b,(g2) = La,(gh) = 4% et sa

™

normalement et g5(t)
série de Fourier est :

_ =,
T (2k+1)
i2 2 2 00 -k RN
On trouve S(go, —m/2) = =B + T =T =215"> ﬁ d’ou
o=
£ (2k+1)3 32
T (t2(t—m)>2 ® wd i pi oo YAy -
Par Parseval, 2 [7 go(t)%dt = 2 [ %dt =3+ D)= =08%2, m d’ou :
f: 1 B 0 B 0
£ (2k+1)° 3525 960
7T6 7T6
On déduit Y| & = I = 5=
. k—1 _ - 0o
Ezemple 31. Soit gx(t) = tk—,‘t' + Z’;fl(—l)pﬂpl (2p)7r?li]€:11722;)! avec ((2k) = Y07, 3 pour t €

[—7, 7| et 27 - périodique C* par morceau. La continuité de gop 1(t) est évidente par parité et on
verra la continuité de gof, impaire par induction. On aura donc toujours convergence normale. On a
toujours gx(0) = 0, (pas de terme constant par construction). Par construction g (t) = gx_1(t) + ¢
d’ou pour n # 0, b,(g2x) = %an(gzk_l), an(gops1) = %bn(g%). et ap(gary1) déterminé par la condition

d’annulation de la série en 0 soit ag(gap+1) = —(_1)7?“4 Y orey (2k+11)2p+2 = _(_1):+14C(2p + 2)41;11 L.
sin((2k + 1)x)
S(QQP ) ; 2k+ 1 2p+1
(=1)p 4prt 1 (=14 SK cos((2k + 1))
S(92P+1) . TC(ZP + 2) AP + T Z (2]€ + 1)2p+2 )

k=1
Pour conclure, une fois calculé la série de go,4; il reste & montrer la continuité de go,10, c’est a dire, il
faut voire gory2(m) = 0 (par imparité ¢’est la seule valeure possible et cela suffit). Comme go,19

2pr2(t) =
f; Gopr1(x)dx + t(—1)PH! 4p+1_1(’(2p + 2) En comparant avec la formule de la proposition (1) on
trouve la série de la fonction S(gop+2) qui converge bien nomalement et s’annule en 7. Ceci donne
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une formule de récurrence pour les ((2p+2) : gogi2(m) =0 = % —1—211;:%( 1)P=1¢(9p) 4;7;1;3 22;)'
soit :

o0 g+ 2k+2 k 4P 1 A 2k+3—2p

k 1 k p
@n4gh%:3%3=PU—qr%OM%Z@g;mﬂS“” 7 P sy

On retrouve ainsi pour k = 2,3 :

> 1 ™ 3 47 473 w6 4xS 476 w1 1 1 76
D R L e A R (R R R
— (2n +1)6 T 73! 6! 85!  96.3! 30 0 6 0
> 1 w3 A7 15 Am® 63 478 78 78 78 78 —1778 —1778
3 i~ @ O e GO T = e n e m0s ~ 7 -
— (2n+1) 8 4 75! 3 8 2.7 2451 240.3! 7.5.32.2 10080

En général, cette relation de récurrence se résume sous la forme de la série :

x T = (=1)"2(2n)!¢(2n) 2"
-5 Z

et —1 (2m)2n nl’
n=2

Signal en dent de scie et Signal parabolique

FEzemple 32 (Signal en dent de scie). Soit f la fonction 27-périodique impaire tel que f(z) = x si
x € [—m,7[. Les a,(f) =0 et

ba(f) = / " tsin(nt)dt = 2 / " psin(nt)dt = 2=t 2 / T eos(nd) A=

™ (e n ™ n n

—T
Comme f est C'! par morceaux, sa série de Fourier

n+

22 Lsin( nx)’

converge simplement vers la régularisée f de f c’est a dire f(z) pour z €] — 7,7 et 0 en .

Par Parseval on obtient :
2 [T 22 = 4
= t%:—:Ef
T /0 f(#) 3 p n?

Ezemple 33 (Signal Parabolique). Soit g(t) = t? pour t € [—m, [ et 27 - périodique. On a g C! par
morceaux continue paire donc b,(g) = 0, ¢’ = f donc si n # 0 a,(9) = =Lb,(¢) = % On retrouve
la convergence normale vers g attendue. On calcule ayg = %foﬂ t2dt = % La série de g est :

_+4Z " cos nx)

S(g,0) = g(0) = 0 donne $ 00 D coslna) w_z,

n? 12
Par Parseval, on obtient :
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Cosinus hyperbolique

Ezemple 34. Soit f la fonction 2w-périodique paire tel que f(z) = ch(z) si z € [—m, 7[. Elle est
C'-par morceaux continue donc sa série de Fourier converge normalement vers f :

k+1

2 o
S(f): sh(r) shl Z 12 cos(kx).
—1

3.5 Autres exemples

Ezemple 35. La série trigonométrique Y, % est convergente pour ¥ # 2km et continue en

dehors de ces points mais sa somme n’est pas continue par morceau sur IR car sinon par Parseval on
aurait conergence de Z T Ce qui n’est pas le cas par les séries de Bertrand. Ce n’est pas une série
de Fourier.

Utilisation de séries géométriques plutdot que d’intégrales

Ezemple 36. Calculons g(x) = Z;io(—1)1’°°(s2(]27L+J;)1!)“c qui converge nomalement. C’est

0 ei(2p+1)a¢

g(z) = Re Z(—l)pm

p=0

= Re(sin(e™)) = sin(cos(z))ch(sin(z))

Ezemple 37. Développons en série de Fourier f(x) = In(2+ cos(z)). Comme f est C°°, on commence

Arivee ! — _ _sin(@) — iz : / — __z=2mt
par calculer sa dérivée f'(z) = Treos(s): BN posant z = €' on obtient f (x) = D =
;122 : i i : _2-V3
—i= =17 — — — —. Mais =1z donc
Ztdatl =5 MWis +5=7 ( 1-(2—V/3)z

) = —os [ 1 - 1 = (1) sin(nz)
fla)=-2 (1 I+ = >_QZ @+v3r

243 n=1

Par convergence normale on peut intégrer et en calculant la constante :

—n(3) — 21n 1 B = (=1)"cos(nx)
f(z) =In(3) — 21 (1+2+\/§) zg—n(ﬂ\@n.

Faible régularité

Ezemple 38. SOit f(x) = /z pour x € [0, 7| paire 27 périodique. f n’est pas C' par morceau. Le
Th de Dirichlet ne s’applique pas.

bn(f) =0,

2" 2 sin(nm) 2 [Tsin(nt) 1 " sin(u)
_7(/0 \/Zcos(nt)dt—ﬂ\/% - 7r/O ot~ nvir ) \/ﬂdu

nm sin u)d

par IPP (on intégre le prologement par continuité de sin(t)/v/). Donc a,, = O(=2= ) car [ =22

sin(u) ,
Y i Up converge car uy = f(k Ve o du est une série alternée donc la série de Fourier converge
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normalement vers sa somme f. En effet u, = —(—1)¥a;, avec a;, = f(k D %du d’aprés les change-

ments de signes du sinus. De plus par périodicité et changement de variable ay; = f(k Dy |sin(u |du

Vutl
f(],j:l)ﬂ BL\/%”)'du = a4 donc ay est bien décroissante et

</k7r L = r = D = 2VEr (-1 - 1) = 2VER (- (1 o)) ~ 2YT
ap < (kfl)w\/a U = ™ ™= 7 w) = 5% 2 \/E .
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