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Présentation

En physique, on sait que l’énergie cinétique d’une particule ponctuelle de masse m et de vitesse v

est 1
2
mv2. Si au contraire, on a une distribution de masse de densité ρpxq au point x et que la vitesse

d’une particule en x P IR est donnée par le champ de vitesse vpxq, alors l’énergie cinétique est donnée
par une intégrale :

ż

IR

1

2
vpxq2ρpxqdx “

ż 8

´8

1

2
vpxq2ρpxqdx “ xρ, 1

2
v2y.

Ici, on pense à l’intégrale (généralisée pour étendre à IR l’intervalle d’intégration par limite au cha-
pitre 1) comme un produit scalaire (noté x¨, ¨y comme en mécanique quantique.) On veut penser cette
intégrale/somme de produits comme généralisant le produit scalaire de IR3, xpx1, x2, x3q, py1, y2, y3qy “ř3

i“1 xiyi. Pour deux fonctions (pour l’instant continues) f, g telles que l’intégrale fasse sens :
ż 8

´8
fpxqgpxqdx “ xg, fy.

D’autres quantités (extensives) peuvent être calculées ainsi comme intégrale de cette forme, par
exemple la masse totale M , ou le centre de masse de la distribution xm :

M “
ż

IR
ρpxqdx “ xρ, 1y, xm “

ż

IR
xρpxqdx “ xρ, xy.

Le but de ce cours est de présenter différents cadres où la fonction de densité ρ peut être généralisée
pour inclure des masses ponctuelles, en se restreignant à des observables f assez "régulières" dans
les formules xρ, 1y.

Du point de vue mathématique, les fonctions régulières et les "objets singuliers" forment une suite
d’objets de plus en plus généraux qui peuvent être étudiés avec les mêmes outils (calcul intégral,
dualité, limites, transformée de Fourier, ce dernier permettant une description en fréquence dans le
cas non-périodique, chapitre 2)

Le tableau suivant présente leur relation à la physique et les opérations permises. La ligne direc-
trice est que la positivité de la masse permet un traitement plus simple des "distributions de masses"
(mesures en mathématiques) qui contiendront les masses ponctuelles dont nous venons de parler et
les distributions linéaires (ou surfacique ou spatiale en dimension 3, pour modéliser une masse non
seulement concentrée autour d’un point, mais aussi autour d’une ligne ou d’une surface données).
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Math
Fonctions
analytiques

Fonctions
lisses (C8)

Fonctions
continues
(C0)

Fonctions
mesurables

Mesures
positives

Mesures
(signées) Distributions

chapitre 5 4 L1 +S3 1 1 1 4

Physique (outils)

Observables
pour une
distribution
de charges

Observables
d’une dis-
tribution
de masse

Distribution
de masse

Distribution
de charges
avec
charges
positives
et né-
gatives
séparées

Distribution
de charges
générales

Opérations
permises

somme
produit,
dérivée
limites
(uniformes)

somme,
produit,
dérivée,
limites
(uniformes)

somme,
produit,

limites
(uniformes)

somme,
produit,

limites
(simples)

somme,

limites

somme,
somme,

dérivées,
limites

Par ailleurs, on verra aussi une notion de produit de convolution (chapitre 2) et une notion de
produit de certaines fonctions par des distributions (non metionnée plus haut). Toutes les opérations
algébriques (somme et produit) sont possibles du côté des observables, alors que les objets singuliers
(mesures,distributions) n’ont pas de produit (objets fondamentalement linéaires comme le terme ρpxq
dans toutes les intégrales plus haut). Dans le domaine des distributios de masse (donc positives) et
des observables continues associées, les dérivations ne sont pas possibles, sauf en voyant les objets
comme des objets plus singuliers, les distributions. Vu l’importance de ces outils pour résoudre des
équations aux dérivées partielles, c’est ce qui nous poussera à l’étude de ce cadre le plus large des
distributions (de charges) au chapitre 4. On a aussi le tableau des produits scalaires xT, gy possibles
entre un T (objet singulier) et une observale g (objet régulier) :

g (fonction régulière)
Fonctions
analytiques

Ă Fonctions
lisses (C8)

Ă
Fonctions
continues
(inté-
grables)

Ă
Fonctions
mesurables
(inté-
grables)

T (objet singulier) (Hyperdistributions)Ą DistributionsĄ Mesures Mesures
xT, gy P lC (nombre) (Hors programme) (par définition) (par définition) (par intégration)
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Chapitre 1

Intégration générale : intégrales

impropres,intégrale de Lebesgue,intégrale à

paramètres

1 Rappels sur les primitives et les intégrales sur un segment

(ou intégrale définie)

Soit I un intervalle de IR

Définition 1. Une primitive pour une fonction f : I Ă IR Ñ IR sur I est une fonction dérivable
F : I Ñ IR t.q. la dérivée F’ de F satisfait pour tout x P I F 1pxq “ fpxq.

Rappel, si F est une primitive et c est une constante F ` c est encore une primitive.
L’intégrale d’une fonction continue (ou continue par morceau) a été définie en TMB par limite

de sommes de Riemann. Mais dans la pratique, on utilise des primitives connues et on utilise le
Théorème fondamental du calcul :

Théorème 1.1. (Théorème fondamental du calcul) Soit f : I “ ra, bs Ñ IR une fonction continue
sur un intervalle fermé et borné I (aussi appelé segment). Soit F une primitive de f , alors :

ż b

a

fpxqdx “ F pbq ´ F paq

Exercice 1. (type TMB à réviser si non maitrisé) Calculer les primitives suivantes :

1{
ż
x3dx, 2{

ż
sin x cosxdx, 3{

ż
lnpxq
x

dx, 4{
ż
x sinpxqdx, 5{

ż
x cospxqdx, 6{

ż
xexdx

1. C’est une primitive usuelle
ş
xndx “ xn`1

n`1
`c (on oublie souvent le c pour désigner une primitive

plutôt que toutes les primitives).

2. On utilise une dérivée d’un produit upxq “ sinpxq, u1pxq “ cospxq la dérivée de pupxqq2
2

est
upxqu1pxq donc ż

sin x cosxdx “ pupxqq2
2

“ sin2pxq
2
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3. Même méthode avec upxq “ lnpxq, u1pxq “ 1{x donc une primitive sur s0,`8r est

ż
lnpxq
x

dx “ ln2pxq
2

4.
ş
x sinpxqdx On fait une intégration par partie : upxq “ x, v1pxq “ sinpxq, soit vpxq “

´ cospxq, u1pxq “ 1 :

ż
v1pxqupxqdx “ upxqvpxq ´

ż
vpxqu1pxqdx “ ´x cospxq `

ż
cospxqdx “ ´x cospxq ` sinpxq

5. De même on obtient : ż
x cospxqdx “ x sinpxq ` cospxq,

ż
xexdx “ xex ´ ex.

Remarque 1.1. Soient I “ ra, bs un segment de IR, f une fonction I Ñ IR. Si f est à valeurs positives,
l’intégrale de f sur le segment I est l’aire du domaine

D “ tpx, yq P I ˆ IR : 0 ď y ď fpxqu.

autrement dit
şb
a
fpxqdx “ AirepDq. Si f est à valeurs réelles, l’intégrale de f sur le segment I la

différence de l’aire des domaines

D` “ tpx, yq P I ˆ IR : 0 ď y ď fpxqu.

D´ “ tpx, yq P I ˆ IR : fpxq ď y ď 0u.
soit

şb
a
fpxqdx “ AirepD`q ´ AirepD´q. C’est l’aire algébrique située entre l’axe Ox et le graphe

de f . L’aire géométrique est la quantité :

ż b

a

|fpxq|dx “ AirepD`q ` AirepD´q.

2 Relations de comparaisons

Une notion importante pour savoir si des intégrales sont définies sera la vitesse de convergence
ou divergence des fonctions en un point. Il est alors utile de comparer des fonctions de bases à
des fonctions de références. C’est le but des relations de comparaisons et développement limité
(développement de Taylor).

2.1 Comparaison en `8
Définition 2. Soient f, g : IR Ñ IR deux fonctions

1. Domination. La fonction f est dite dominée en `8 par la fonction g et on note fpxq “xÑ`8
Opgpxqq ou simplement f “ O`8pgq s’il existe des réels positifs M,C tel que, pour |x| ě M :

|fpxq| ď M |gpxq|.
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2. Négligeabilité. La fonction f est dite est dite négligeable en `8 devant la fonction g et on
note fpxq “xÑ`8 opgpxqq ou simplement f “ o`8pgq s’il existe une fonction ǫ : IR Ñ IR et un
réel M ą 0 et que, au moins pour x assez grand x ě M ,

fpxq “ ǫpxqgpxq et lim
xÑ8

ǫpxq “ 0..

3. Equivalence. La fonction f est dite est dite est dite équivalente en `8 à la fonction g et on
note fpxq „xÑ8 gpxq ou simplement f „`8 g s’il existe une fonction ǫ : IR Ñ IR et un réel
M ą 0 et que, au moins pour x assez grand x ě M ,

fpxq “ p1 ` ǫpxqqgpxq et lim
xÑ8

ǫpxq “ 0.

Les notations o, O sont les notations de Landau. Ces notions ont un intérêt lorsque, pour x grand,
la fonction g ne s’annule pas.

Proposition 1.2. fpxq „xÑ`8 gpxq si et seulement si fpxq ´ gpxq “xÑ`8 opgpxqq

Remarque 1.2. Si λ ‰ 0 une constante alors fpxq „xÑ8 λ veux dire qu’on a la limite fpxq ÑxÑ8 λ.

ATTENTION : AUCUNE FONCTION INTÉRESSANTE N’EST ÉQUIVALENTE À 0 ! ! ! fpxq „xÑ8
0 veut dire fpxq “ p1 ` ǫpxqq0 pour x assez grand, donc f est identiquement nulle pour x grand. Si
vous trouvez cette réponse en exercice, votre réponse est probablement fausse !

Proposition 1.3. On suppose que DM, @x ě M, gpxq ‰ 0.

1. fpxq “xÑ`8 Opgpxqq ðñ f{g est bornée sur rN,`8r pour un certain N ě M .

2. fpxq “xÑ`8 pgpxqq ðñ limxÑ`8 fpxq{gpxq “ 0.

3. fpxq „xÑ`8 pgpxqq ðñ limxÑ`8 fpxq{gpxq “ 1

Exemple 1.1. (révision de terminale/TMB sur les limites)

1. xα “xÑ`8 opxβq si et seulement si α ă β.
En effet xα{xβ “ 1{xβ´α et cela tend vers 0 en `8 si et seulement si β ´ α ą 0.

2. xα “xÑ`8 opeβxq pour α P IR, β ą 0

En effet xα{eβx “ xαe´βx et cela tend vers 0 en `8 pour β ą 0.

3. e´βx “xÑ`8 opxαq pour α P IR, β ą 0

En effet e´βx{xα “ x´αe´βx et cela tend vers 0 en `8 pour β ą 0.

4. si P pxq “ řn
k“0 akx

k polynôme avec an différent de 0 alors P pxq „xÑ8 anx
n car P pxq{xn “řn

k“0 akx
k´n “xÑ8 ak ` opxq.

Un Polynôme est équivalent en `8 à son terme de plus haut degré !

Les relations de bases suivantes doivent être comprises et utilisées librement.

Proposition 1.4. Soient f, g, h, k des fonctions.

1. fpxq “xÑ`8 opgpxqq ñ f “xÑ`8 Opgpxqq.
2. fpxq „xÑ`8 opgpxqq ñ f “xÑ`8 Opgpxqq.
3. fpxq “xÑ`8 Ophpxqq et gpxq “xÑ`8 Ophpxqq ñ fpxq ` gpxq “xÑ`8 Ophpxqq.
4. fpxq “xÑ`8 Ophpxqq et gpxq “xÑ`8 Opkpxqq ñ fpxqgpxq “xÑ`8 Ophpxqkpxqq.
5. fpxq “xÑ`8 ophpxqq et gpxq “xÑ`8 ophpxqq ñ fpxq ` gpxq “xÑ`8 ophpxqq.
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6. fpxq “xÑ`8 ophpxqq et gpxq “xÑ`8 Opkpxqq ñ fpxqgpxq “xÑ`8 ophpxqkpxqq.
7. fpxq „xÑ`8 hpxq et gpxq „xÑ`8 kpxq ñ fpxqgpxq „xÑ`8 hpxqkpxq.
8. fpxq “xÑ`8 Opgpxqq et gpxq “xÑ`8 Ophpxqq ñ fpxq “xÑ`8 Ophpxqq.
9. fpxq “xÑ`8 opgpxqq et gpxq “xÑ`8 Ophpxqq ñ fpxq “xÑ`8 ophpxqq.

10. fpxq “xÑ`8 Opgpxqq et gpxq “xÑ`8 ophpxqq ñ fpxq “xÑ`8 ophpxqq.

Remarque 1.3. ATTENTION : PAS de SOMMES d’ÉQUIVALENTS ! ! !
Si fpxq “ x`x3, gpxq “ x´x3, alors fpxq „xÑ8 x3, gpxq „xÑ8 ´x3 mais fpxq`gpxq “ 2x xÑ8

0. C’est la source principale d’erreur qui produit des équivalents à 0.

Démonstration. (vu seulement partiellement en cours) Avant de commencer la preuve, remarquons
que gpxq “xÑ`8 Opkpxqq si et seulement si, pour x assez grand, gpxq “ Mpxqkpxq avec M une
fonction bornée. En effet, si kpxq “ 0, |gpxq| ď M |kpxq| donc gpxq “ 0 et on peut poser Mpxq “ 0,
et si kpxq ‰ 0 on pose Mpxq “ gpxq{kpxq, dans tous les cas |Mpxq| ď M pour x assez grand donc
elle est bornée. La réciproque est évidente. Dans cette preuve toutes les limites sont en `8

1. Si fpxq “xÑ`8 opgpxqq alors fpxq “ ǫpxqgpxq et ǫpxq ÑxÑ`8 0, donc ǫpxq est bornée par M

et |fpxq| “ |ǫpxq||gpxq| ď M |gpxq| et fpxq “ Opgpxqq.
2. Si fpxq „xÑ`8 opgpxqq alors alors fpxq “ upxqgpxq et upxq ÑxÑ`8 1, donc ǫpxq est bornée

par M et |fpxq| “ |ǫpxq||gpxq| ď M |gpxq| et fpxq “ Opgpxqq.
3. Si fpxq “xÑ`8 Ophpxqq et gpxq “xÑ`8 Ophpxqq, on a pour x grand |fpxq| ď M |hpxq| et

|gpxq| ď N |hpxq| donc |fpxq ` gpxq| ď |fpxq| ` |gpxq| ď pM ` Nq|hpxq| donc fpxq ` gpxq “
Ophpxqq.

4. Si fpxq “xÑ`8 Ophpxqq et gpxq “xÑ`8 Opkpxqq, on a pour x grand |fpxq| ď M |hpxq|
et |gpxq| ď N |kpxq| donc |fpxqgpxq| ď |fpxq||gpxq| ď MN |hpxq||kpxq| donc fpxqgpxq “
Ophpxqkpxqq.

5. Si fpxq “xÑ`8 ophpxqq et gpxq “xÑ`8 ophpxqq alors pour x grand fpxq “ ǫpxqhpxq et fpxq “
ηpxqhpxq avec lim ǫpxq “ lim ηpxq “ 0 donc fpxq ` gpxq “ pǫpxq ` ηpxqqhpxq et comme
limpǫpxq ` ηpxqq “ 0, fpxq ` gpxq “ ophpxqq.

6. fpxq “xÑ`8 ophpxqq et gpxq “xÑ`8 Opkpxqq On a fpxq “ ǫpxqhpxq et (par la remarque
du début de la preuve) gpxq “ Mnkpxq avec lim ǫpxq “ 0 et |Mn| ď M , donc fpxqgpxq “
ǫpxqMnhpxqkpxq et |ǫpxqMn| ď |ǫpxq|M Ñ 0 donc fpxqgpxq “ ophpxqkpxqq.

7. fpxq „xÑ`8 hpxq et gpxq „xÑ`8 kpxq. On a fpxq “ upxqhpxq et gpxq “ vpxqkpxq avec
upxq Ñ 1, vpxq Ñ 1 donc fpxqgpxq “ upxqhpxqvpxqkpxq et upxqvpxq Ñ 1 donc fpxqgpxq “xÑ`8
ophpxqkpxqq.

8. fpxq “xÑ`8 Opgpxqq et gpxq “xÑ`8 Ophpxqq on a pour x grand |fpxq| ď M |gpxq| et |gpxq| ď
N |hpxq| donc |fpxq| ď MN |hpxq| et donc fpxq “ Ophpxqq.

9. fpxq “xÑ`8 opgpxqq et gpxq “xÑ`8 Ophpxqq On a fpxq “ ǫpxqgpxq et (par la remarque du
début de la preuve) gpxq “ Mpxqhpxq avec lim ǫpxq “ 0 et |Mpxq| ď M fpxq “ ǫpxqMpxqhpxq
et |ǫpxqMpxq| ď |ǫpxq|M Ñ 0 donc fpxq “ ophpxqq. Le dernier cas est similaire.
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2.2 Comparaison en a P IR et comparaison générale

Nous rappelons ensuite les comparaisons de fonctions en a P IR pour déduire des développements
de Taylor usuels (cf L1) les équivalents usuels.

Définition 3. Soit D Ă IR, avec soit D “sa, bs, soit D “ rb, ar, soit D “ rA,`8r et alors a “ `8,
soit D “s ´ 8, As et alors a “ ´8, f, g : D Ñ IR , deux fonctions.

1. Domination. La fonction f est dite dominée par la fonction g au voisinage de a et on note
fpxq “xÑa Opgq s’il existe une fonction u : D Ñ IR, bornée (au voisinage de a), telle que
f “ gu.

2. Négligeabilité. La fonction f est dite négligeable devant la fonction g au voisinage de a et on
note fpxq “xÑa opgpxqq s’il existe une fonction u : D Ñ IR telle que limxÑa upxq “ 0 et telle
que f “ gu.

3. Equivalence. La fonction f est dite équivalente à la fonction g au voisinage de a et on note
fpxq „xÑa gpxq s’il existe une fonction u : D Ñ IR telle que limxÑa upxq “ 1 et telle que
f “ gu. Ceci équivaut à fpxq ´ gpxq “xÑa opgpxqq.

Exemple 1.2. (révision de terminale/TMB sur les limites, à comparer à 1.1)

1. xα “xÑ0 opxβq si et seulement si α ą β.
En effet xα{xβ “ xα´β et cela tend vers 0 en 0 si et seulement si α ´ β ą 0.

2. si P pxq “ řn
k“l akx

k polynôme avec al différent de 0 alors P pxq „xÑ0 alx
l car P pxq{xl “řn

k“l akx
k´l “xÑ al ` opxq.

Un Polynôme est équivalent en 0 à son terme de plus petit degré !

On a les mêmes propriétés 1.2, 1.3,1.4 que pour les relations de comparaisons en `8, en rempla-
çant `8 par a . On obtient des équivalents en utilisant les développements limités vus en TMB 1.

Proposition 1.5 (Equivalents usuels en x Ñ 0).

ex ´ 1 „xÑ0 x, lnp1 ` xq „xÑ0 x,

sinpxq „xÑ0 x, tanpxq „xÑ0 x,

cospxq ´ 1 „xÑ0 ´x2

2
,

1

1 ´ x
´ 1 „xÑ0 x,

p1 ` xqα ´ 1 „xÑ0 αx, pα P IRq.
f dérivable en a avec f 1paq ‰ 0 : fpxq ´ fpaq „xÑa f

1paqpx ´ aq.

Exemple 1.3. (Développements limités)
Une relation fpxq “xÑa P pxq ` oppx ´ aqnqq où P est un polynôme (de degré n s’appelle un

développement limité (DL) en a. Vous avez vu le cas n “ 2 du développement de Taylor qui a cette
forme en TMB (revoir la p 38 déjà citée). Les sommes et compositions de DL (permises par les
résultats sur les o) sont un substitut des sommes d’équivalents.

1. http://math.univ-lyon1.fr/~frabetti/TMB/TMB-livret-2018.pdf p 38
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Proposition 1.6 (DL usuels en x Ñ 0).

1

1 ´ x
“xÑ0 1 ` x ` x2 ` x3 ` opx3q, 1

1 ` x
“xÑ0 1 ´ x ` x2 ´ x3 ` opx3q

ex “xÑ0 1 ` x ` x2

2
` x3

3!
` opx3q, lnp1 ` xq “xÑ0 x ´ x2

2
` x3

3
` opx3q,

sinpxq “xÑ0 x ´ x3

3!
` opx3q, cospxq “xÑ0 1 ´ x2

2
` x4

4!
` opx4q,

p1 ` xqα “xÑ0 1 ` αx ` αpα ´ 1q
2

x2 ` opx2q, pα P IRq.

Exercice 2. Trouver un équivalent en x Ñ 0 de

fpxq “ 1

1 ´ x
´ 1

1 ´ x2
´ sinpxq

En déduire la limite limxÑ0
fpxq
x2 .

Proposition 1.7. (Composition des équivalents à droite) Si fpxq P D et limxÑb hpxq “ a et soient
f, g : D Ñ IR alors

1. Si fpxq “xÑa Opgpxqq alors fphpxqq “xÑb Opgphpxqqq.
2. Si fpxq “xÑa opgpxqq alors fphpxqq “xÑb opgphpxqqq.
3. Si fpxq „xÑa gpxq alors fphpxqq „xÑb gphpxqq.

Exercice 3. Calculer la limite limxÑ`8p1 ` 1
x

qx.

3 Intégrales impropres

Définition 4. Pour une fonction f continue sur un intervalle I qui n’inclut pas toutes ses bornes ou
qui n’est pas borné, on définit l’intégrale impropre de la manière suivante :

1. Dans le cas I “ ra, br avec a ă b, b P IR Y t`8u
ż b

a

fpxqdx “ lim
cÕb

ż c

a

fpxqdx

2. Dans le cas I “sa, bs avec a ă b, a P IR Y t´8u
ż b

a

fpxqdx “ lim
cŒa

ż b

c

fpxqdx

3. Dans le cas I “sa, br avec a ă b, a P IR Y t´8u, b P IR Y t`8u on prend a ă c ă b et on pose

ż b

a

fpxqdx “
ż c

a

fpxqdx `
ż b

c

fpxqdx.

Dans tous ces cas, on dit que l’intégrale est convergente si la limite existe et est finie.
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Dans tous les cas, on s’occupera surtout du cas I “ ra, br puisque le cas I “sa, bs est similaire en
remplaçant f par x ÞÑ fp´xq

Le cas le plus important est le cas suivant (car on va disposer de théorèmes de comparaison avec
des fonctions positives de références) :

Définition 5. Pour une fonction f continue sur un intervalle I (comme dans la définition précé-
dente) est dite intégrable sur I si

şb
a

|fpxq|dx converge. Dans ce cas on dit aussi que
şb
a
fpxqdx est

absolument convergente.

Exercice 4. Convergence et valeur de ż 1

0

1?
x
dx.

La limite infinie est en 0. Donc Soit t ą 0 on Calcule
ş1
t

1?
x
dx “ r2?

xs1t “ 2 ´ 2
?
t. La limite en

t Ñ 0 est finie donc l’intégrale converge et vaut 2.

3.1 Exemples de référence (à connaître TRES BIEN)

1.
ş8
0
e´xdx converge et vaut 1. En effet,

şA
0
e´xdx “ 1 ´ e´A ÑAÑ8 1.

Plus généralement,
ş8
0
e´axdx converge ssi a > 0, et vaut alors 1/a.

2.
ş8
1

1
tα
dt converge si et seulement si α ą 1 et vaut

ż 8

1

1

tα
dt “ 1

α ´ 1
, α ą 1,

ż 8

1

1

tα
dt “ `8, α ď 1.

En effet, si α ‰ 0,
şA
1

1
tα
dt “ A´α`1´1

´α`1
et pour α ą 1, A´α`1 ÑAÑ`8 0, tandis que pour α ă 1

A´α`1 ÑAÑ`8 `8
Si α “ 1,

şA
1

1
t
dt “ lnpAq ÑAÑ`8 `8

3.
ş1
0

1
tα
dt converge si et seulement si α ă 1 et vaut

ż 1

0

1

tα
dt “ 1

1 ´ α
, α ă 1

ż 1

0

1

tα
dt “ `8, α ě 1

.
En effet si α ‰ 0,

ş1
a

1
tα
dt “ 1´a´α`1

´α`1
et pour α ą 1, a´α`1 ÑaÑ0 `8, tandis que pour α ă 1

a´α`1 ÑaÑ0 0

Si α “ 1,
ş1
a

1
t
dx “ | lnpaq| ÑaÑ8 8.

4.
ş8
0

1
tα
dt “ `8 diverge toujours pour tout α P IR(en combinant les 2 points précédents).

5.
ş`8
e

1
t lnptqdt diverge.

En effet
şA
e

1
t lnptqdt “ rlnplnptqqsAe “ lnplnpAqq ´ lnp1q

6.
ş8
e

1
t lnptqβ dt converge si et seulement si β ą 1 et vaut 1

β´1
(exo : cf TD).
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3.2 Théorèmes de comparaison

Le contexte est le suivant : on se donne une fonction continue f : I “ ra, brÑ IR et on étudie la
nature de l’intégrale impropre

şb
a
fpxqdx

La méthode la plus simple consiste à chercher une fonction convenable continue et positive g :

I “ ra, brÑ r0,8r et de comparer f à g. Les trois résultats de base à utiliser sont les suivants (avec
C>0 une constante).

Théorème 1.8. Théorème de comparaison (I).

1. Si |fpxq| ď Cgpxq, @x P ra, br, et si
şb
a
gpxqdx converge, alors

şb
a
fpxqdx converge (absolument).

2. Si fpxq ě Cgpxq, @x P ra, br et si
şb
a
gpxqdx “ `8 alors

şb
a
fpxqdx “ `8.

Théorème 1.9. Théorème de comparaison (II). Si fpxq „xÕb gpxq, alors

1. Si
şb
a
gpxqdx converge alors

şb
a
fpxqdx converge.

2. Si
şb
a
gpxqdx “ `8 alors

şb
a
fpxqdx “ `8.

Exercice 5. Étudier la nature des intégrales suivantes :

1{
ż 8

1

1 ´ sin x

x2
dx, 2{

ż 8

1

sinp1{xq
x

dx, 3{
ż 8

1

ln2pxq?
x

dx

3.3 Une Méthode pour le cas non-intégrable : intégration par partie

Quand une intégrale fait intervenir fpxq “ sinpxq, cospxq, eix ou bien d’autres fonctions "osci-
lantes" bornées ayant une primitive bornée, il peut être utile d’utiliser une intégration par partie (ou
plusieurs) pour se ramener à une intégrale absolument convergente. Donnons un cas typique :

Exercice 6. ( à faire, cf TD) Montrer la convergence de

ż `8

0

sinpxq
x

dx

Exercice 7. Montrer la convergence de ż 8

0

sinpx2qdx.

4 Mesures, intégrale de Lebesgue et théorèmes limites pour

l’intégrale

4.1 Mesures : motivation, définition, exemples

Motivation : En physique, on modélise à la fois des répartitions de masses continues (ayant une
densité de masse donnée par une fonction par exemple continue) et des distributions discrètes :
les points matériels. On voudrait pouvoir voir les points matériels comme des généralisations des
fonctions de densité de masse, où la masse se concentre en un point.

La théorie des distributions fera cela plus généralement pour les distributions de charges, mais la
notion de mesure, plus simple, permet de traiter le cas des masses positives. Comme elle s’inspire de la
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notion d’intégration, elle est plus simple et nous donnera la plupart de nos exemples de distributions,
donc on commence par traiter ce cas dès maintenant.

L’idée est donc de généraliser la notion d’intégrale. Étant donné une fonction continue (qui repré-
sente une grandeur observable), l’intégrale donne un nombre (une observation), qui représente une
moyenne de la fonction (du moins une fois l’intégrale divisée par la longueur de l’intervalle d’intégra-
tion). Elle a différentes propriétés importantes : elle est linéaire, elle préserve les inégalités. De plus,
elle permet certains passages aux limites par le lemme suivant (vu en MATH 3) :

Lemme 1.10. Soient fn, f des fonctions continues sur [a,b] telles que fn converge uniformément

vers f alors
şb
a
fnpxqdx Ñ

şb
a
fpxqdx.

On appelle C0
c pIRnq l’ensemble des fonctions continues dites à support compact (c’est-à-dire nulles

en dehors d’un bornée r´M,Msn).
Définition 6. Une mesure µ sur IRn est une application linéaire µ : C0

c pIRnq Ñ IR continue au sens
suivant : si pfmqmě0, f P C0

c pIRnq sont nulles en dehors du même r´M,Msn et ||fm ´ f ||8 Ñ 0 alors
µpfmq ÑmÑ`8 µpfq.

On note alors

µpfq “
ż

IRn
fpxqdµpxq “

ż

IRn
fpxqµpdxq “

ż
fdµ.

Une mesure est dite positive si µpfq ě 0 dès que f ě 0. Une mesure est dite de masse finie si

|µ|pIRnq :“ suptµpfq : ´1 ď f ď 1u ă 8.

Si µ positive de masse finie on note “la masse totale" |µ|pIRnq “ µpIRnq “ suptµpfq : 0 ď f ď 1u (on
aura |µ|pIRnq “

ş
IRn 1dµ).

Dans la suite, on se restreint surtout au cas n “ 1 (parfois n “ 2). Notre notion de mesure
(définition de Bourbaki) est parfois appelée «mesure signée de Radon» sur IRn.

Exemples

Exemple 1.1. (Mesure de Lebesgue) Si f est continue à support ra, bs, on pose λpfq “
şb
a
fpxqdx.

Le lemme 1.10 implique que c’est une mesure, appelée mesure de Lebesgue. Elle est positive car
l’intégrale d’une fonction positive est positive. Elle n’est PAS de masse finie.

Exemple 1.2. (Mesure à densité continue) Soit g une fonction continue sur IR. Si f est continue à
support ra, bs, on pose Tgpfq “

şb
a
fpxqgpxqdx. Le lemme 1.10 implique que c’est une mesure appelée

mesure de densité g (par rapport à la mesure de Lebesgue). Elle est positive si g est une fonction
positive. Elle permet de représenter une distribution de masse de densité gpxq en x.

Exemple 1.3. (Masse de Dirac en a) Soit a P IR et f une fonction continue, on pose δapfq “ fpaq. Il
est simple de voir que c’est une mesure positive, appelée mesure de Dirac.

Exemple 1.4. (Distribution surfacique sur le cercle) Soit r P IR˚
` et f une fonction continue sur IR2,

on pose

Srpfq “ 1

2π

ż 2π

0

fpr cosptq, r sinptqqdt.

Il est simple de voir que c’est une mesure positive, appelée mesure uniforme sur le cercle de rayon r.

Linéarité Si µ, ν sont des mesures : c µ ` d ν est encore une mesure, donc l’intégrale est linéaire
en la mesure (par définition) :

ż

IRn
fpxqpcµ ` dνqpdxq “ c

ż

IRn
fpxqµpdxq ` d

ż

IRn
fpxqνpdxq.
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Mesures de Dirac comme limites

Définition 7. (convergence des mesures) Une suite de mesures µn converge (vaguement) vers une
mesure µ si pour toute fonction continue à support compact µnpfq Ñ µpfq.

Remarque 1.4. Par exemple, δnpfq “ fpnq Ñ 0 pour tout n à support compact donc δn ÑnÑ8 0 ce qui
autorise une perte de masse à l’infini. On utilise parfois (mais pas dans ce cours) pour les mesures finies
une convergence plus forte (dite étroite) qui implique µmpIRnq Ñ µpIRnq (convergence/conservation
de la masse).

Exemple 1.5. (Masse de Dirac approchée par une fonction en forme de bosse et intuition physique)
Soit ρ une fonction supportée sur r´1, 1s positive avec

ş1
´1

ρpxqdx “ 1 (par exemple ρpxq “ 1 ` x si
x ă 0, ρpxq “ 1´ x si x ą 0). Soit ρnpxq “ nρpnxq est à support r´1{n, 1{ns. Sur un dessin (cf cours
d’amphi), on voit que ce changement d’échelle revient à regarder une bosse de même masse 1 mais
"vue de loin". A la limite n Ñ 8, on va regarder de si loin que l’on ne verra plus qu’une "masse
ponctuelle".

Formellement, on a la limite de mesures

lim
nÑ8

Tρn “ δ0.

En effet, on a Tρnpfq “
ş1{n

´1{n fpxqρnpxqdx est proche de
ş1{n

´1{n fp0qρnpxqdx “ fp0q par continuité de

f et vu le choix
ş1{n

´1{n ρnpxqdx “
ş1

´1
ρpxqdx “ 1 par changement de variable.

Remarque 1.5. On remarque que ρnpxq Ñ 0 si x ‰ 0 et ρnp0q “ n Ñ 8. Mais la limite simple
g “ 81t0u a une intégrale nulle

ş
gpxqfpxqdx (au sens de la section suivante). La limite simple ne suffit

pas à comprendre la “fonction généralisée" qu’est la mesure de Dirac. L’intégrale
ş
fpxqδpdxq “ fp0q

est pourtant souvent notée
ş
fpxqδpxqdx en PHYSIQUE (PAS dans ce cours de math).

4.2 Intégrale de Lebesgue (facultatif)

Dans cette section on suppose que µ est une mesure positive. Pour avoir des théorèmes limites
plus simples, on étend l’intégrale

ş
fpxqµpdxq à des f non continues. C’est une extension compliquée

au delà du niveau de ce cours. Deux conditions sont nécesaires sur f . On dit que f est mesurable (ou
borélienne) si elle est limite simple de fonctions continues : c’est à dire il existe fn suite de fonctions
continues telle que pour tout x, limnÑ8 fnpxq “ fpxq.

Dans ce cas, on peut donner sens à
ş
IRn |fpxq|dx (en utilisant des théorèmes limites de la section

suivante).

Définition 8. Une fonction mesurable f est dite intégrable si
ş
IRn |fpxq|µpdxq ă 8. On note

L1pIRn, dµq l’espace des fonctions intégrables. On peut alors définir
ż
fpxqµpdxq.

Dans le cas µ “ λ la mesure de Lebesgue, on note
ş
fpxqλpdxq “

ş
fpxqdx car la valeur étend le

cas où f est continue par morceau intégrable (au sens de la section 1).
Les propriétés principales sont les suivantes :

Proposition 1.11. Soit f, g P L1pIRn, µq, avec µ mesure positive
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1. pour c, d P IR, cf ` dg P L1pIRn, µq et l’intégrale est linéaire :
ż

pcf ` dgqpxqdµpxq “ c

ż
fpxqdµpxq ` d

ż
gpxqdµpxq.

2. f ď g ñ
ş
fdµ ď

ş
gdµ . En particulier, f ě 0 ñ

ş
fdµ ě 0.

3. |h| ď |f | et h mesurable implique h P L1pIRn, µq.
4. En particulier si h mesurable bornée alors hf P L1pIRn, µq.
5. |

ş
hdµ| ď

ş
|h|dµ.

Dans la suite, on considère que toutes les fonctions rencontrées sont mesurables sans
justification.

Définition 9. Une fonction mesurable g sur IR est dite localement intégrable par rapport à µ si
g1ra, bs P L1pIR, µq pour tout ra, bs Ă IRn. On note L1

locpIR, µq leur ensemble.
On dit que g est localement intégrable si µ “ λ la mesure de Lebesgue et on note g P L1

locpIRq.

Exemple 1.6. (produit d’une mesure par une fonction) Soit g P L1
locpIR, µq Si f est continue sur ra, bs

(donc bornée) fg est intégrable sur ra, bs, et on pose pgµqpfq “
şb
a
fpxqgpxqµpdxq. Il est facile de voir

que c’est une mesure gµ produit de g avec µ.
Si g, µ sont positives, gµ est positive et si g P L1pIR, µq, gµ est de masse finie.

L’indicatrice de I est la fonction 1I qui vaut 1Ipxq “ 1 si x P I et 1Ipxq “ 0 si x R I.
Soit I un intervalle de IR. Par définition, on note

ż

I

fdµ “
ż

IR
1Ifdµ.

Dans la suite, µ une mesure positive sur IR.

5 Intégrales dépendant d’un paramètre

Dans cette partie E est un espace vectoriel de dimension finie (disons E “ IR, IR2, IR3).
Soit I un intervalle de IR (ou un ouvert de IR2, R3). Soit finalement A Ă E une partie de E et µ

une mesure positive sur I (restriction d’une mesure sur IR, IR2, IR3).

Définition 10. Soit f : A ˆ I Ñ lC. On suppose que pour tout x P A, t ÞÑ fpx, tq est intégrable
(dans L1pI, µq). Dans ce cas, on peut poser :

F pxq “
ş
I
fpx, tqµpdtq. On définit ainsi une intégrale dépendant d’un paramètre la fonction F :

A Ñ G.

Exemple 1.4. Soit F : IR Ñ IR. F pxq “
ş1
0

dt
1`x2t2

Dans ce cas on peut calculer en changeant de variable pour x ‰ 0 (F p0q “ 1 est évident) :

F pxq “ 1

x

ż 1

0

dpxtq
1 ` x2t2

“ Arctanpxq
x

.

L’étude des intégrales dépendant d’un paramètre est surtout utile quand on ne peut pas calculer
l’intégrale (cas de la convolution, les transformées de Fourier ou Laplace plus tard). En fait, On peut
voir Arctan comme une fonction définie en utilisant une intégrale dépendant d’un paramètre (si on
ne connaît pas la fonction tangente pour la définir comme son inverse).
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Théorème 1.12. (Théorème de continuité avec hypothèse de domination)
Soit f : A ˆ I Ñ lC.
On suppose :

1. Pour tout x P A, t ÞÑ fpx, tq, est mesurable (par exemple continue par morceau) sur I.

2. Pour tout t P I,x ÞÑ fpx, tq est continue en x0 P A.

3. (Hypothèse de domination) Il existe une fonction intégrable g : I Ñ IR` telle que

@t P I, @x P A, |fpx, tq| ď gptq.

Alors la fonction x ÞÑ F pxq “
ş
I
fpx, tqdt est continue en x0.

On remarquera que dans l’hypothèse de domination, la fonction g ne dépend pas de x.On peut
remplacer 1,2 par "f continue sur A ˆ I".

Exemple 1.5. Soit f : IR Ñ lC intégrable sur IR. Sa transformée de Fourier est définie par :

f̂ppq “
ż

IR
fpxqe´ipxdx.

Elle est continue sur IR en utilisant une domination par |f |. (plus de détails aux chapitres suivants.)

Exercice 8. On verra plus tard le calcul de cas non intégrable, comme fpxq “ sinpxq
x

, alors on peut
calculer (comme intégrale impropre pour p ‰ ˘1)

f̂ppq “
ż

IR
fpxqe´ipxdx “ π1r´1,1sppq,

qui n’est clairement pas continue. L’hypothèse de domination est donc nécessaire.

Théorème 1.13. (Théorème de dérivation successive) Soit f :sa, brˆI Ñ IR avec f une fonction de
classe Ck (k P IN ˆ t8u, c’est à dire f est k fois dérivable avec toutes ses dérivées continues).

On suppose qu’il existe φ0, φ1, ..., φk intégrables sur I telles que pour p “ 0, ..., k :

@x P U@t P I

ˇ̌
ˇ̌Bpf

Bxp
px, tq

ˇ̌
ˇ̌ ď φpptq.

Alors la fonction x ÞÑ F pxq “
ş
Ω
fpx, tqdµptq est de classe Ck sur U et pour p ď k :

BpF

Bxp
pxq “

ż

Ω

Bpf

Bxp
px, tqdµptq.

(« la dérivée p-ème de l’intégrale par rapport au paramètre est l’intégrale de la dérivée p-ème par
rapport au paramètre »)

Exercice 9. On pose F pxq “
ş8
0
e´t2 cosptxqdt.

1. Montrer que F est définie sur IR.
Correction : En effet |e´t2 cosptxq| ď e´t2{2 ď gptq “ e1{2´t car t2{2 ě t ´ 1{2 pour t ě 0 ;
Comme g est intégrable

ş8
0
gptqdt “ e1{2, on déduit que fpt, xq “ e´t2 cosptxq est intégrable en

t.
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2. Montrer que F est continûment dérivable. Donner une expression de F 1pxq.
Correction : f est C1 et dominée par g, il faut dominer sa dérivée partielle B

Bxfpt, xq “
´te´t2 sinptxq Or te´t2{2 est bornée par C(continue et tend vers 0 en ˘8 ou max atteint
pour e´t2{2p1 ´ t2q “ 0 en t “ 1 (min atteint en ´1, donc bornée par e´1{2 “ C)
donc on a la domination

ˇ̌ B
Bxfpt, xq

ˇ̌
“ |te´t2 sinptxq| ď Ce´t2{2 ď Cgptq

Par le théorème de dérivation F est C1 et :

F 1pxq “ ´
ż 8

0

te´t2 sinptxqdt.

3. Montrer que pour tout x P IR, on a F 1pxq ` x
2
F pxq “ 0

Correction : on intègre par partie uptq “ e´t2 , u1ptq “ ´2te´t2 vptq “ sinptxq v1ptq “ x cosptxq :

F 1pxq “ 1

2

ż 8

0

u1ptqvptqdt “ 1

2
re´t2 sinptxqs8

0 ´ 1

2

ż 8

0

uptqv1ptqdt “ 0 ´ x

2
F pxq.

4. En déduire que la fonction Gpxq “ e
x2

4 F pxq est constante. C’est le cas car G1pxq “ e
x2

4 pF 1pxq`
x
2
F pxqq “ 0

5. Conclure que F pxq “
?
π

2
e´x2

4 pour x P IR.
En effet, on évalue en passant en polaire puis u “ r2

Gp0q2 “ F p0q2 “
ż 8

0

ż 8

0

e´t2´s2dtds “
ż 8

0

dr

ż π{2

0

dθe´r2r “ π

4

ż 8

0

due´u “ π

4
.

6 Compléments (non vus en cours)

6.1 Théorème de Fubini

Au lieu d’intervertir intégrale et dérivée, on intervertit intégrale et intégrale. Ici I, J sont des
intervalles de IR et µ, ν des mesures positives sur I, J respectivement.

Théorème 1.14. (Théorème de Fubini) Soit f : I ˆ J Ñ lC une fonction mesurable

1. (Fubini-Tonneli) si f ě 0 alors on a égalité des nombres dans r0,`8s :

ż

J

dνpyq
ż

I

dµpxqfpx, yq “
ż

I

dµpxq
ż

J

dνpyqfpx, yq

2. (Fubini) Si
ş
J
dνpyq

ş
I
dµpxq|fpx, yq| ă 8 alors

ż

J

dνpyq
ż

I

dµpxqfpx, yq “
ż

I

dµpxq
ż

J

dνpyqfpx, yq.

6.2 Théorème de convergence dominée

Le résultat suivant est le fondement de l’étude des intégrales à paramètres.
On se restreint au cas de IR mais le cas IRn est similaire.
L’indicatrice de I est la fonction 1I qui vaut 1Ipxq “ 1 si x P I et 1Ipxq “ 0 si x R I.
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Soit I un intervalle de IR. Par définition, on note
ż

I

fdµ “
ż

IR
1Ifdµ.

µ une mesure positive sur IR.
On rappelle que fn converge simplement vers f sur I si pour tout x P I : limnÑ8 fnpxq “ fpxq.

Pour les fonctions complexes, l’intégrabilité veut dire intégrabilité des parties réelles et imaginaires
et : ż

fdµ “
ż
Repfqdµ ` i

ż
Impfqdµ.

Le résultat suivant est le théorème de convergence le plus important :

Théorème 1.15. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue TCD) Soit fn : I Ñ lC une suite de
fonctions intégrables qui converge simplement vers une fonction f On suppose qu’il existe g : I Ñ IR`
intégrable (soit

ş
I
gpxqdµpxq ă `8) telle que :

@t P I|fnptq| ď gptq (Condition de domination),

alors f est intégrable et :

ż

I

fdµ “ lim
nÑ8

ż

I

fndµ.

Exemple 1.7. Soit fn “ 1rn,n`1s de sorte que
ş
IR fnpxqdx “ 1 On a fnpxq Ñ 0 “ fpxq mais

ż

IR
fpxqdx “ 0 ă lim

nÑ8

ż

IR
fnpxqdx “ 1.

gpxq “ supn fnpxq “ 1r0,`8r est une domination non intégrable
ş
gpxqdx “ `8. Le théorème ne

s’applique PAS.

On n’utilisera pas directement ce théorème mais ces conséquences de la section suivante. Il permet
de donner la preuve du théorème de continuité des intégrales à paramètres.

Preuve du théorème 1.12. L’hypothèse de domination garantit que t ÞÑ fpx, tq est intégrable. Soit
xn P A tel que xn Ñ x0. Par continuité de x ÞÑ fpx, tq, pour chaque t, fpxn, tq Ñ fpx0, tq. On peut
donc appliquer le théorème de convergence dominée pour conclure limnÑ8

ş
I
fpxn, tqdt “

ş
I
fpx0, tqdt.

6.3 Un meilleur Résultat de dérivabilité des intégrales à paramètres

Théorème 1.16. (Théorème de dérivabilité avec hypothèse de domination) Soit f : U ˆ I Ñ lC avec
U “sa, brĂ IR un intervalle ouvert.

On suppose :

1. Pour tout x P U , t ÞÑ fpx, tq, est intégrable sur I.

2. Pour tout t P I, la fonction x ÞÑ fpx, tq admet une dérivée sur U et t ÞÑ Bf
Bxpx, tq est mesurable.

3. (Hypothèse de domination) Il existe une fonction intégrable g : I Ñ IR` (i.e.
ş
I
gptqµpdtq ă 8)

telle que

@t P I, @x P U,

ˇ̌
ˇ̌ Bf
Bxi

px, tq
ˇ̌
ˇ̌ ď gptq.
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Alors la fonction x ÞÑ F pxq “
ş
I
fpx, tqµpdtq admet une i-ème dérivée partielle sur U et :

BF
Bx pxq “

ż

I

Bf
Bxpx, tqµpdtq.

Démonstration. (admise en cours) On fixe x0 et montre la dérivabilité en x0. On pose

hpx, tq “ fpx, tq ´ fpx0, tq
x ´ x0

, si x ‰ x0 et hpx0, tq “ Bf
Bxpx, tq.

Pour x ‰ x0,
F pxq ´ F px0q

x ´ x0

“
ż

I

hpx, tqdt.

Il suffit donc de prouver que x ÞÑ
ş
I
hpx, tqdt est continue en x0. Par hypothèse, t ÞÑ hpx, tq est

continue par morceau et x ÞÑ hpx, tq est continue. Enfin l’inégalité des accroissements finies donne,

pour x ‰ x0 : |hpx, tq| ď supuPrx0,xs

ˇ̌
ˇ Bf

Bxi
pu, tq

ˇ̌
ˇ ď gptq. La même inégalité étant évidente en x0, on a la

condition de domination et le théorème de continuité conclut.
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Chapitre 2

Transformée de Laplace

Définition 11. Pour une fonction f : IR` Ñ lC (ou bien une fonction sur IR telle que fpxq “ 0 si
x ă 0. On pose, pour s P IR

Lrf spsq “
ż `8

0

fptqe´stdt

(pourvu que l’intégrale existe). Une fonction f : IR` Ñ lC est dite de type exponentiel avec
paramètre a P IR, s’il existe C >0 tel que pour tout t P IR`, |fptq| ď Ceat. Si f est de type exponentiel
avec paramètre a, alors Lrf spsq existe pour s ą a .

1 Formules calculatoires

Théorème 2.1 (Propriétés de bases de la transformée de Laplace). Si f, g P L1pIRq :

1. (linéarité) Lrf ` gs “ Lrf s ` Lrgs et Lrcf s “ cLrf s pour c P lC.

2. (retard fréquentiel) Si a P IR, Lreatf sppq “ Lrf sps ´ aq.
3. (Produit par t) Si f est de type exponentiel a, alors pour s ą a :

Lrtfptqspsq “ ´pLrf sq1psq.

4. (Dérivée) Si f, f 1 sont de type exponentiel a alors pour s ą a,

Lrf 1spsq “ sLrf spsq ´ fp0q.

5. (Convolution)Si f, g positives ou de type exponentiel, en posant pf ˚ gqptq “
şt
0
fpt ´ sqgpsqds,

on a : Lrf ˚ gspsq “ Lrf spsqLrgspsq

Dans le dernier point, on considère f, g comme nulle pour x ă 0 de sorte qu’avec la définition du
chapitre suivant de la convolution :

pf ˚ gqptq “
ż 8

´8
fpsqgpt ´ sqds “

ż t

0

fpsqgpt ´ sqds “
ż t

0

fpt ´ sqgpsqds.

On verra au chapitre suivant la convolution de fonctions plus générales.

Démonstration. 1/ évident par linéarité de l’intégrale.
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2/

Lreatf spsq “
ż `8

0

eatfptqe´stdt “
ż `8

0

fptqe´ps´aqt “ Lrf sps ´ aq

3/

Lrf spsq “
ż `8

0

fptqte´stdt

Or B
Bspfptqe´stq “ ´fptqte´st. Si f est de type exponentiel avec |fptq| ď Ceat, alors |tfptq| ď

Cepa`ǫqtte´ǫt et te´ǫt ď D vu sa limite nulle donc tf est de type exponentiel a ` ǫ pour tout ǫ ą 0.
On a donc la domination pour s ą a` ǫ :

ˇ̌ B
Bs pfptqe´stq

ˇ̌
ď CDepa`ǫ´sqt par une fonction intégrable

(vu le choix de s), donc par théorème de dérivation avec condition de domination :

pLrf sq1psq “ ´Lrtfptqspsq.
Pour s ą a ` ǫ. Mais comme ǫ ą 0 est arbitraire, on a cela pour s ą a.

4/ On fait une intégration par partie u “ f, u1 “ f 1, v1ptq “ se´st, vptq “ ´e´st :

sLrf spsq “
ż `8

0

fptqse´stdt “ r´fptqe´sts`8
0 `

ż `8

0

f 1ptqe´stdt

Or pour s ą a, vu |fptqe´st| ď Cepa´sqt ÑtÑ8 0, on trouve le résultat :

sLrf spsq “ fp0qe´s0 `
ż `8

0

f 1ptqe´stdt “ fp0q ` Lrf 1spsq.

5/On calcule (en intervertissant les intégrales par le théorème de Fubini-Tonelli 1.14 dans le cas
positif, la justification du cas intégrable se fait en utilisant le cas positif et le théorème de Fubini
(hors programme))

Lrf ˚ gspsq “
ż `8

0

ż t

0

fpt ´ uqgpuqdue´spt´uqe´sudt “
ż `8

0

du

ż `8

0

dt1tuďtufpt ´ uqe´spt´uqgpuqe´su

“
ż `8

0

du

ż `8

u

dtfpt ´ uqe´spt´uqgpuqe´su “ Lrf spsqLrgspsq.

2 Exemples de référence

Exemple 2.1. On a

Lrtnspsq “ n!

sn`1
.

En effet, pour n “ 0,
ş`8
0

e´stdt “ 1
s

(cf. chapitre 1 section 3.1). Puis par le Théorème 2.1.(3), et
par récurrence :

Lrtnspsq “ ´Lrtn´1s1psq “ ´ppn ´ 1q!
sn

q1 “ ` n!

sn`1

Exemple 2.2. En général, la plupart des exemples sont des sommes de séries fptq “ ř8
n“0

tn

n!
an et la

transformée de Laplace (pourvu qu’elle fasse sens, par exemple si f est de type exponentiel) est (au
moins pour s grand) Lrf spsq “ ř8

n“0 an
1

sn`1
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Exercice 10.

Lreattnspsq “ n!

ps ´ aqn`1
.

Exercice 11.

Lreat cospωtqspsq “ ps ´ aq
ps ´ aq2 ` ω2

.

Exercice 12.
Lreat sinpωtqspsq “ ω

ps ´ aq2 ` ω2
.

3 Inversion de la transformation de Laplace pour les fractions

rationnelles

La formule d’inversion de la transformation de Laplace est trop compliquée pour ce cours (et ne
pourrait se formuler qu’au dernier chapitre). En pratique, cette inversion se fait a l’aide des tables
d’exemples : on connaît les transformées de Laplace de certaines fonctions et on essaie de se ramener
à ces cas à l’aide des propriétés algébriques.

Exercice 13. Soit Y psq “ b
ps´aqn , trouver f telle que Lrf s “ Y.

On identifie dans l’exemple 10 fptq “ btn´1eat

pn´1q! (pour t ě 0).

De plus, si Y psq est une fonction rationnelle, Y psq “ ppsq
qpsq pour deux polynômes p et q, avec le

degré de q qui est strictement plus grand que le degré de p , on peut décomposer Y(s) en éléments
simples : Le théorème fondamental de l’algèbre nous dit qu’il existe (des racines complexes de q)
s1, ¨ ¨ ¨ sk tel que qpsq “ aps ´ s1qm1 ¨ ¨ ¨ ps ´ skqmk . . Il en suit qu’on peut décomposer Y psq ainsi

Y psq “
kÿ

i“1

miÿ

j“1

ai,j

ps ´ siqj
.

On peut trouver aij par une formule. En effet :

Y psqps ´ siqmi “
miÿ

j“1

ai,jps ´ siqmi´j ` P psq

avec P psiq “ 0 ainsi que les mi ´ 1 premières dérivées de P P pkqpsiq “ 0 pour k ă mi. Donc pour
1 ă j ď mi

ai,j “ 1

pmi ´ jq!

„
dpmi´jq

dspmi´jq pY psqps ´ siqmiq


s“si

.

On trouve f telle que Lrf s “ Y par linéarité. On prend f “ řk

i“1

řmi

j“1 ai,jfi,j avec Lrfi,jspsq “
1

ps´siqj .

Méthode réelle pour trouver f avec Lrf s “ Y pour Y fraction rationnelle

Si Y psq est une fonction rationnelle, Y psq “ ppsq
qpsq avec p, q des polynômes à coefficients réels

(toujours avec le degré de q qui est plus grand que le degré de p). Si s0 “ a ` ib est racine complexe
de q alors c’est aussi le cas du conjugué s0 “ a ´ ib (et ps ´ pa ` ibqqps ´ pa ´ ibqq “ ps ´ aq2 ` b2).
Donc si s1, ¨ ¨ ¨ sl sont les racines réelles de q, on a des nombres a1, b1, ¨ ¨ ¨ aλ, bλ réels tels que

qpsq “ aps ´ s1qm1 ¨ ¨ ¨ ps ´ slqmlpps ´ a1q2 ` b21qn1 ¨ ¨ ¨ pps ´ aλq2 ` b2λqnλ.
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On peut montrer qu’on peut décomposer Y psq ainsi

Y psq “
lÿ

i“1

miÿ

j“1

ai,j

ps ´ siqj
`

λÿ

i“1

niÿ

j“1

ci,j ` sdi,j

ppps ´ aiq2 ` b2i qqj .

Les coefficients ai,j , bi,j, ci,j sont uniquement déterminés. Mais il n’y a pas de formule générale
pour trouver bi,j , ci,j, mais on peut utiliser la parité, des limites pour trouver ces coefficients.

Exercice 14. Soit Y psq “ 1
sps2`1q2 , trouver f telle que Lrf s “ Y.

4 Théorème de la valeur initiale et de la valeur finale

Théorème 2.2. Soit f une fonction de type exponentiel 0 et si les limites existent :

lim
pÑ`8

pLrf sppq “ lim
tÑ0`

fptq, pvaleur initialeq

lim
pÑ0`

pLrf sppq “ lim
tÑ`8

fptq pvaleur finaleq

5 Application à la résolution d’EDO

On traite 2 exemples. On se reportera au résumé du cours de l’an dernier pour une solution géné-
rale : http://math.univ-lyon1.fr/homes-www/~kellendonk/Arbeiten/Math4-2018-cours-resume.pdf

Exemple 2.3. On cherche à résoudre

af 1ptq ` bfptq “ gptq, t ą 0, fp0q “ c.

Soit Y psq “ Lrf spsq. On a vu que Lrf 1spsq “ sLrf spsq ´ fp0q. Donc en appliquant l’équation on
veut que

Lrgspsq “ aLrf 1spsq ` bLrf spsq “ pas ` bqLrf spsq ´ afp0q.
Donc on trouve :

Lrf spsq “ Lrgspsq ` afp0q
as ` b

.

L’inversion de la transformée de Laplace donne f .

Exercice 15. Résoudre l’équation :

f 1ptq ` 1

τ
fptq “ Hptq, t ą 0, fp0q “ 0.

avec H “ 1r0,`8r la fonction de Heaviside.
L’exemple donne

Lrf spsq “ τLrHspsq ` τf0

τs ` 1
.

On rappelle que LrHspsq “ s´1 donc Lrf spsq “ τ
τs2`s

“ τp1
s
´ 1

s`1{τ . Donc fptq “ τp1´e´t{τ q, t ě 0,

comme il est bien connu.
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Exemple 2.4. On cherche à résoudre

af 2ptq ` bf 1ptq ` cfptq “ gptq, t ą 0, fp0q “ d, f 1p0q “ e.

Soit Y psq “ Lrf spsq. On a vu que Lrf 1spsq “ sLrf spsq ´ fp0q et en itérant :

Lrf 2spsq “ sLrf 1spsq ´ f 1p0q “ s2Lrf spsq ´ f 1p0q ´ sfp0q

Donc en appliquant l’équation on veut que

Lrgspsq “ aLrf 2spsq ` bLrf 1spsq ` cLrf spsq “ pas2 ` bs ` cqLrf spsq ´ af 1p0q ´ asfp0q ´ bfp0q.

Donc on trouve :

Lrf spsq “ Lrgspsq ` pas ` bqfp0q ` af 1p0q
as2 ` bs ` c

.

L’inversion de la transformée de Laplace donne f .
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Chapitre 3

Convolution et Transformée de Fourier

1 Motivation et définitions

Au S3 vous avez vu la notion de Série de Fourier. Par exemple pour une fonction C1 2π-périodique,
vous avez obtenu une décomposition en série de Fourier (complexe) :

fpxq “
ÿ

nPZZ
cnpfqeinx.

avec les coefficients de Fourier cnpfq, obtenus par des intégrales :

cnpfq “ 1

2π

ż 2π

0

e´inxfpxqdx.

Cela vous a permis de résoudre des équations différentielles partielles (comme l’équation de la
chaleur, l’équation de Laplace, l’équation des ondes) dans le cas périodique ou sur des intervalles
r0, Ls (en étendant par périodicité).

Si on veut résoudre ce type d’équations sans périodicité, on a besoin de fonctions de base (les
ondes planes) de périodes différentes. Pas seulement einx de fréquence n mais aussi eipx pour p réel (
onde plane d’impulsion ou fréquence p). Dans ce cas, on va analyser la fonction en fréquence (variable
p), mais au lieu d’obtenir une suite, on va obtenir une fonction (de p) : la transformée de Fourier
(une fonction définie par une intégrale dépendant d’un paramètre p, la fréquence). La reconstruction
de la fonction de départ sera donnée par la formule d’inversion de Fourier, qui fera intervenir une
intégrale au lieu d’une somme.

Pour comprendre la transformée de Fourier d’un produit, on introduit une notion de produit de
convolution (similaire à l’obtention des coefficients de Fourier d’un produit de fonctions).

1.1 Definitions dans le cas intégrable

On rappelle que L1pIRq “ L1pIR, λq est l’espace des fonctions intégrables, c’est à dire f P L1pIRq
si f est mesurable et si

||f ||1 :“
ż 8

´8
|fpxq|dx ă `8.

Pour f P L1pIRq, on a déjà expliqué qu’on peut définir la transformée de Fourier :

f̂ppq “
ż

IR
e´ipxfpxqdx.
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On note aussi Fpfq “ f̂ . On veut aussi définir (pourvu que l’intégrale existe) :

pf ˚ gqpxq “
ż

IR
fpx ´ yqgpyqdy.

C’est le cas si f, g P L1pIRq, d’après le théorème suivant, qui rassemble les deux cas les plus
simples :

Théorème 3.1 (définissant la Convolution). 1. Soient f P L1pIRq, g P L1pIRq. Pour (presque)
tout x P IR, y ÞÑ fpx ´ yqgpyq est dans L1pIRq. La convolution de f et g est la fonction f ˚ g
définie par :

pf ˚ gqpxq “
ż

IR
fpx ´ yqgpyqdy “

ż

IR
fpyqgpx ´ yqdy.

Alors f ˚ g P L1pIRq.
2. Soient f P L1pIRq et g (mesurable) bornée par C ą 0, alors pour tout x P IR, y ÞÑ fpx´yqgpyq

est dans L1pIRq. La convolution de f et g est la fonction f ˚ g définie par : pf ˚ gqpxq “ş
IR fpx ´ yqgpyqdy “

ş
IR fpyqgpx ´ yqdy. Alors f ˚ g est bornée par C||f ||1.

Théorème 3.2 (Propriétés de bases de la convolution). Si f, g, h P L1pIRq :

1. pf ˚ gq “ pg ˚ fq, pf ˚ gq ˚ h “ f ˚ pg ˚ hq
2. (linearité) f ˚ pg ` hq “ f ˚ g ` f ˚ h, f ˚ pcgq “ cpf ˚ gq, c P lC

3. Si f est C1 (avec f, f 1 bornées, par exemple c’est le cas si f est nulle en dehors d’un borné)
alors f ˚ g est C1 et pf ˚ gq1 “ f 1 ˚ g.

4. zf ˚ gppq “ f̂ppqĝppq
5. xfgppq “ 1

2π
pf̂ ˚ ĝqppq

3 et 4 sont les calculs clefs motivant la définition de la convolution.

Démonstration. 1/ Cela vient de 3 et des propriétés pour le produit, une fois vu le théorème d’in-
version de Fourier.

2/ cela vient de la linéarité de l’intégrale.
3/Cela vient de l’étude de l’intégrale à paramètre hpx, yq “ fpx ´ yqgpyq :

ż

IR
fpx ´ yqgpyqdy “

ż

IR
hpx, yqdy

On a domination en utilisant C borne pour f, f 1, |hpx, yq| ď Cgpyq, | B
Bxhpx, yq| “ |f 1px´yqgpyq| ď

Cgpyq donc on peut intervertir intégrale et dérivée.
4/ On calcule (en intervertissant les intégrales par une version du théorème de Fubini, puis en

posant z “ x ´ y)
ż

IR
pf ˚ gqpxqe´ipxdx “

ż

IR
dxe´ipx

ż

IR
dyfpx ´ yqgpyq

“
ż

IR
dx

ż

IR
dye´ippx´yqfpx ´ yqgpyqe´ipy

“
ż

IR
dy

ż

IR
dxe´ippx´yqfpx ´ yqgpyqe´ipy

“
ż

IR
dygpyqe´ipy

ż

IR
dze´ipzfpzq “ f̂ppqĝppq
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5/ se déduira du théorème d’inversion de Fourier.

Exemple 3.1. Si fpxq “ 1?
π
e´x2

(fonction gaussienne) alors on a calculé sa transformée de Fourier à
l’exercice 9. En effet, grâce à la parité et au changement de variable y “ ´x (à la troisième égalité,
on fait la demi-somme des deux précédentes puisque cosppxq “ e´ipx`eipx

2
) :

f̂ppq “
ż `8

´8

1?
π
e´x2

e´ipxdx “
ż `8

´8

1?
π
e´y2eipydy “

ż `8

´8

1?
π
e´x2

cosppxqdx “ 2

ż `8

0

1?
π
e´x2

cosppxqdx.

Donc, on a obtenu à l’exercice 9 :

f̂ppq “ e´p2{4.

C’est un fait remarquable qu’on obtienne encore une exponentielle similaire. On verra plus loin
par changement de variable que si gpxq “ 1?

2π
e´x2{2 alors ĝpxq “ e´x2{2 de sorte qu’on obtient un

vecteur propre de la transformée de Fourier.

1.2 Definition dans le cas mesure

Si µ est une mesure de masse finie, alors les fonctions bornées sont intégrables et on peut définir :

µ̂ppq “
ż

IR
e´ipxdµpxq.

On veut aussi définir (pourvu que l’intégrale existe, par exemple si f mesurable bornée) :

pf ˚ µqpxq ” pµ ˚ fqpxq “
ż

IR
fpx ´ yqdµpyq.

On étudiera plus ces définitions dans le cadre des distributions aux chapitre 4, mais on peut
traiter le cas des mesures de Dirac :

Exercice 16. Calculer δ̂a.
C’est simple δ̂appq “ e´ipa. En particulier δ̂0 “ 1 est la fonction constante.

Exercice 17. Calculons

pf ˚ δaqpxq “
ż

IR
fpx ´ yqdδapyq “ fpx ´ aq.

En particulier f ˚ δ0 “ f.

2 Exemples de régularisations par convolution

Soit ρpxq une fonction C1 par morceau, positive et nulle en dehors d’un ensemble borné. On
considère pour ǫ ą 0 le changement d’échelle :

ρǫpxq “ 1

ǫ
ρpx

ǫ
q.

Noter que si ρ est nulle en dehors de ra, bs, alors ρǫ est nulle en dehors de raǫ, bǫs.
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On a déjà rencontré la fonction ρ1{n pour approcher la mesure de Dirac en 0. Vu que toute fonction
f “ f ˚ δ0, on va pouvoir approcher f par des convolutions ρǫ.

On utilise l’idée suivante pour “lisser" un signal (le régulariser) :
Idée d’approximation de f : Typiquement, on suppose

ş
IR ρpxqdx “ 1 et f intégrable. Alors

dans un sens à préciser, on a f ˚ρǫ ÑǫÑ0 f , pf ˚ρǫq˚ρǫ ÑǫÑ0 f et ces fonctions sont des approximations
de plus en plus lisses :

1. f ˚ ρǫ est continue, et si f est continue alors f ˚ ρǫ est C1 etc.

2. pf ˚ ρǫq ˚ ρǫ est C1, et si f est continue alors pf ˚ ρǫq ˚ ρǫ est C2 etc.

Pour préciser, un peu

Proposition 3.3. Si f est continue et ρ continue par morceau, positive et nulle en dehors d’un
ensemble borné avec

ş
IR ρpxqdx “ 1, f ˚ ρǫ converge vers f uniformément sur tout compact.

Proposition 3.4. Si f est dans L1pIRq et ρ continue par morceau, positive et nulle en dehors d’un
ensemble borné avec

ş
IR ρpxqdx “ 1, alors :

||f ˚ ρǫ ´ f ||1 “
ż

IR
|f ˚ ρǫpxq ´ fpxq|dx ÑǫÑ0 0

Proposition 3.5. Si f est dans L1
locpIRq et ρ continue par morceau, positive et nulle en dehors d’un

ensemble borné avec
ş
IR ρpxqdx “ 1, alors f ˚ ρǫ est continue.

Démonstration. On utilise le TCD si xn Ñ x, f ˚ ρǫpxnq “
ş
R
fpyqρǫpxn ´ yqdy. Si ρ est 0 en dehors

de r´C,Cs, ρǫ est 0 en dehors de r´Cǫ, Cǫs, donc ρǫpxn ´ yq est bornée par D et 0 en dehors de
rxn ´ Cǫ, xn ` Cǫs Ă r´A,As vu que xn est convergente donc bornée.

Pour tout y, on a la convergence simple fpyqρǫpxn ´ yq Ñ fpyqρǫpx ´ yq, et on a la domina-
tion : |fpyqρǫpxn ´ yq| ď D|fpyq1r´A,Aspyq| ce qui donne une domination intégrable, vu f localement
intégrable. Donc par TCD :

f ˚ ρǫpxnq “
ż

R

fpyqρǫpxn ´ yqdy Ñ
ż

R

fpyqρǫpxn ´ yqdy “ f ˚ ρǫpxq.

On verra le résultat suivant au chapitre 4, avec un moyen de calculer la dérivée de la convolution
(en utilisant une dérivée de ρǫ au sens des distributions).

Proposition 3.6. Si f est continue et ρ C1 par morceau, positive et nulle en dehors d’un ensemble
borné avec

ş
IR ρpxqdx “ 1, alors f ˚ ρǫ est C1.

2.1 Exemples détaillés

Exercice 18. Soit fptq “ |t| et

ρptq “

$
&
%

0, si t ă ´1

1{2, si ´ 1 ď t ď 1

0, si t ą 1

Calculer f ˚ ρǫ et examiner graphiquement ce qui se passe quand ǫ Ñ 0.

f ˚ ρǫptq “
ż 8

´8
fpt ´ yqρǫpyqdy “ 1

2ǫ

ż ǫ

´ǫ

|t ´ y|dy

On distingue des cas :

26



— si t ă ´ǫ, on a t ă y dans l’intégrale donc |t ´ y| “ y ´ t et :

f ˚ ρǫptq “ 1

2ǫ

ż ǫ

´ǫ

py ´ tqdy “ rpy ´ tq2
4ǫ

sǫ´ǫ “ pǫ ´ tq2 ´ pǫ ` tq2
4ǫ

“ ´t

— si t ą ǫ, on a t ă y dans l’intégrale donc |t ´ y| “ t ´ y et :

f ˚ ρǫptq “ 1

2ǫ

ż ǫ

´ǫ

pt ´ yqdy “ r´pt ´ yq2
4ǫ

sǫ´ǫ “ ´pǫ ´ tq2 ` pǫ ` tq2
4ǫ

“ t

— si ǫ ě t ě ´ǫ, on doit couper l’intégrale en 2 selon t ă y et y ą t donc :

f˚ρǫptq “ 1

2ǫ

ż t

´ǫ

pt´yqdy` 1

2ǫ

ż ǫ

t

py´tqdy “ r´pt ´ yq2
4ǫ

st´ǫ`rpy ´ tq2
4ǫ

sǫt “ pǫ ´ tq2 ` pǫ ` tq2
4ǫ

“ ǫ2 ` t2

2ǫ
.

En dérivant, on peut voir que la fonction est C1. On voit graphiquement qu’on a une limite simple
(et en fait uniforme).

Exercice 19. (pour la maison) Soit Hptq “ 1r0,`8rptq la fonction de Heaviside et la même fonction ρ :

ρptq “

$
&
%

0, si t ă ´1

1{2, si ´ 1 ď t ď 1

0, si t ą 1

Calculer H ˚ ρǫ et pH ˚ ρǫq ˚ ρǫ et examiner graphiquement ce qui se passe quand ǫ Ñ 0.
Vérifier que H ˚ ρǫ est continue et pH ˚ ρǫq ˚ ρǫ a une dérivée continue.

3 Propriétés et Inversion de la transformée de Fourier

Avant de voir les relations à la dérivée, voyons un calcul explicite pour une fonction nulle en
dehors d’un borné pour voir que dans ce cas, la transformée de Fourier est très régulière même si ρ
n’est pas continue) :

ρptq “

$
&
%

0, si t ă ´1

1{2, si ´ 1 ď t ď 1

0, si t ą 1

ρ̂ppq “ 1

2

ż 1

´1

e´ipxdx “ eip ´ e´ip

2ip
“ sinppq

p

si p ‰ 0 et ρ̂p0q “ 1. On peut voire que cette fonction est lisse (et au chapitre 5 on verra qu’elle est
même analytique, c’est à dire somme d’une série entière, comme vu en Math 3).

3.1 Rappels sur les nombres complexes

On rappelle qu’un nombre complexe s’écrit

z “ x ` iy “ reiθ, x, y P IR, r ě 0, θ P r0, 2πr.

On a les formules pour le conjugué et l’inverse :

z “ x ´ iy “ re´iθ,
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z´1 “ x ´ iy

x2 ` y2
“ 1

r
e´iθ.

On rappelle le produit (caractérisé par i2 “ ´1) :

px ` iyqpx1 ` iy1q “ pxx1 ´ yy1q ` ipxy1 ` yx1q,

reiθr1eiθ
1 “ rr1eipθ`θ1q.

On a souvent besoin des formules d’Euler. (à réviser cf. TMB)

eiθ “ cospθq ` i sinpθq,

cospxq “ eix ` e´ix

2
,

sinpxq “ eix ´ e´ix

2i
.

3.2 Formules calculatoires

Théorème 3.7 (Propriétés de bases de la transformée de Fourier). Si f, g P L1pIRq :

1. (linéarité) la transformée de Fourier p̈ est linéaire : zf ` g “ f̂ ` ĝ, xcf “ cf̂ pour c P lC.

2. (conjuguée) pfppq “ f̂p´pq
3. (Dérivée) Si f C1 ; f, f 1 P L1pIRq alors,

pf 1ppq “ ipf̂ppq.

4. (Produit par x) Si f, xf P L1pIRq alors f̂ est dérivable et

xxfppq “ ipf̂q1ppq.

5. (Translation) Si gpxq “ fpx ` aq alors ĝppq “ eipaf̂ppq.
6. (Changement d’échelle) Si gpxq “ fpsxq, pour s ‰ 0 alors ĝppq “ 1

s
f̂pp

s
q. En particulier

pρǫppq “ pρpǫpq
7. (Produit) xfg “ 1

2π
f̂ ˚ ĝ

Idées de preuves. 1/ par linéarité de l’intégrale
2/

pfppq “
ż

IR
e´ipxfpxqdx “

ż

IR
eipxfpxqdx “ f̂p´pq.

3/ Cela vient du point suivant et de l’inversion de Fourier ou bien en intégrant par partie v1 “
f 1, upxq “ eipx, u1pxq “ ´ipupxq :

pf 1ppq “
ż

IR
e´ipxf 1pxqdx “ re´ipxfpxqs8

´8 ´
ż

IR
p´ipqeipxfpxqdx “ ipf̂ppq.

On a utilisé limxÑ˘8 fpxq “ 0 vu que f, f 1 intégrable. En effet si xn Ñ 8 une suite croissante
pfpxnq ´ fpx0qq “ řn´1

k“1pfpxkq ´ fpxk´1qq et cette série converge car elle converge absolument

8ÿ

k“1

|fpxkq ´ fpxk´1q| ď
8ÿ

k“1

ż xk

xk´1

|f 1ptq|dt “
ż 8

x0

|f 1ptq|dt ă 8
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Donc, fpxnq converge vers un nombre disons λ. Ceci force fpxq Ñ λ mais si λ ‰ 0 on aurait
|fptq| ą |λ|{2 pour t grand. Donc

şb
a

|fptq|dt ě |λ|pb ´ aq ÑbÑ8 8, contredisant l’intégrabilité de f .
4/ Dérivation avec condition de domination.
5/ Changement var y “ x ` a :

ĝppq “
ż

IR
e´ipxfpx ` aqdx “

ż

IR
e´ippy´aqfpyqdy “ eipaf̂ppq

6/Changement de variable y “ sx :

ĝppq “
ż

IR
e´ipxfpsxqdx “

ż

IR
e´ippy{sqfpyqdy{s “ 1

s
f̂pp

s
q.

7/ déjà vu plus haut au théorème 3.2.

Exemple 3.2. (Retour sur les transformées de Fourier des gaussiennes) Si gσpxq “ 1?
2πσ2

e´ x2

2σ2 alors

on a gσpxq “ 1
σ
g1px

σ
q donc pgσppq “ pg1pσpq. Comme on a calculé à l’exemple 3.1 que zg1{

?
2ppq “

pg1pp{
?
2q “ e´p2{4, on en déduit pg1ppq “ e´p2{2 puis

pgσppq “ zg1{
?
2p σ?

2
pq “ e´ p2σ2

2 .

3.3 Comportement asymptotique

Théorème 3.8. (Lemme de Riemann-Lebesgue) Si f P L1pIRq alors f̂ est continue et

lim
pÑ˘8

f̂ppq “ 0.

Idée de Démonstration. On a déjà vu à l’exemple 8 que f̂ est continue (comme application du théo-
rème de continuité des intégrales dépendant d’un paramètre).

Si f est C1, avec f 1 intégrable bornée : |f̂ppq| “ | pf 1ppq|
|p| ď C

|p| Ñ 0. Sinon, on peut approcher f par

convolution par gn (avec ||f ´ gn||1 Ñ 0) de ce type et remarquer |f̂ppq| ď ||f ´ gn||1 ` |ĝnppq|.
Pour obtenir |f̂ppq| ď ǫ, on fixe n tel que ||f´gn||1 ď ǫ{2, puis le n étant fixé, on utilise |ĝnppq| Ñ 0.

3.4 Théorème d’inversion

Si on ne sait pas seulement que f̂ converge vers 0 mais qu’on a aussi une propriété d’intégrabilité,
on obtient :

Théorème 3.9 (Théorème d’injectivité de la transformation de Fourier). Deux fonctions continues
intégrables f, g telles que

f̂ptq “ ĝptq@t P IR

sont égales f “ g (si f, g sont seulement intégrables alors f “ g "presque partout")
De plus, si f continue intégrable avec f̂ P L1pIRq, alors on a la formule :

fpxq “ 1

2π

ż

IR
f̂ptqeitxdt.

Exercice 20. Calculer la transformée de Fourier de fpxq “ e´|x|. En déduire la transformée de Fourier
de gpxq “ 1

1`x2 .

29



3.5 Théorème de Plancherel

On va maintenant expliquer l’analogue du théorème de Plancherel pour les séries de Fourier qui
dit que si f est 2πpériodique, avec f 2 intégrable alors :

1

2π

ż 2π

0

|fpxq|2dx “
8ÿ

n“´8
|cnpfq|2.

On note l’ensemble des fonctions de carré sommable :

L2pIq “ tf : I Ñ lC : |f |2 intégrableu.

On rappelle que
L1pIq “ tf : I Ñ lC : |f | intégrableu.

Théorème 3.10. (de Plancherel)Si f P L1pIRq X L2pIRq alors f̂ P L2pIRq et on a l’égalité :

ż `8

´8
|fpxq|2dx “ 1

2π

ż `8

´8
|f̂ppq|2dp.

Pour tout f P L2pIRq, on peut considérer ρ1{n de la section 2 et alors ρ1{n ˚ f P L1pIRq X L2pIRq.
On voit alors que (quitte à extraire une sous-suite pρ1{nl

˚ fq et prendre une moyenne de Césaro)

fn “ 1
k

řk

l“1 ρ1{nl
˚ f converge vers f (dans L2) et on prend alors pour définition de f̂ “ limnÑ8 pfn

(limite dans L2. L’égalité de Plancherel est alors encore vrai pour f P L2pIRq.
Exemple 3.3. Pour fpxq “ 1?

2π
e´x2{2 on a vu que f̂ppq “ e´p2{2 de sorte que dans ce cas le théorème

donne :
1

2π

ż `8

´8
e´x2

dx “ 1

2π

ż `8

´8
e´p2dp.

On peut se souvenir du coefficient 1{2π à partir de cet exemple. Les constantes de normalisations
sont imposées par f̂p1q “ 1 “

ş8
´8

1?
2π
e´x2{2dx.

4 Applications à des résolutions d’EDP linéaires physiques

simples

Considérons un exemple, on veut résoudre l’équation de la chaleur :
" Bu

Bt pt, xq ´ B2u
Bx2 pt, xq “ 0, pour t ě 0, x P IR

up0, xq “ vpxq, pour x P IR

Posons utpxq “ upt, xq Supposons qu’une solution admette une transformée de Fourier en espace
(variable x). Alors putppq va vérifier une équation différentielle. En effet, par dérivation d’une intégrale
à paramètre on peut voir

B
Bt putppq “

xBu
Bt “

yB2u

Bx2
ppq “ pipq2puppq “ ´p2puppq.

Donc en utilisant la condition initiale pu0ppq “ pvppq, on obtient putppq “ e´p2tpvppq.
Or, on a vu à l’exemple 3.2 que si g?

2t “ 1?
4πt

e´x2

4t , alors yg?
2tppq “ e´p2t donc putppq “ yg?

2tppqpvppq.
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Par la formule pour le produit de convolution, on voit que (sous de bonnes conditions sur v, par
exemple intégrable pour définir la convolution), la fonction

ut “ g?
2t ˚ v

a la bonne transformée de Fourier. Par le calcul précédent, on déduit que pBu
Bt ppq “ xB2u

Bx2 ppq. Donc par
le théorème d’inversion, u satisfait donc l’équation.

Exercice 21. Exercice (maison) : Utiliser la transformation de Fourier pour résoudre l’équation des
ondes (ou de la corde vibrante) :

$
&
%

B2u
Bt2 pt, xq ´ B2u

Bx2 pt, xq “ 0, pour t ě 0, x P IR
up0, xq “ 0 pour x P IR
Bu
Bt p0, xq “ vpxq, pour x P IR
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Chapitre 4

Distributions

1 Motivation

Au chapitre 1, on a vu la notion de mesure. Les mesures (positives) correspondent aux distribu-
tions de masses positives. Les mesures générales s’écrivent µ` ´ µ´ comme différences de mesures
positives qui sont localisées sur des ensembles disjoints. Par exemple, la différence des masses de
Dirac δ1 ´ δ0 représente une distribution de charge totale 0, avec charge +1 en 1 et -1 en 0.

En physique on veut souvent considérer des distributions des charges où les charges positives et
négatives sont proches. Reprenons une variante de la limite des masses de Dirac.

Exemple 4.1. (Dipôle approché par une fonction en forme de bosse suivie d’un creux)

ξptq “

$
’’’’&
’’’’%

0, si t ă ´2

2 ` t, si ´ 2 ď t ď ´1

´t, si ´ 1 ď t ď 1

2 ´ t, si 1 ď t ď 2

0, si t ą 2

Soit χnpxq “ n2χpnxq est à support r´2{n, 2{ns. Sur un dessin (cf cours d’amphi), on voit que ce
changement d’échelle revient à regarder une bosse de même charge positive n, suivie d’une bosse de
charge négative n mais les bosses sont "vues de loin". A la limite n Ñ 8, on va regarder de si loin
que l’on ne verra plus qu’un "dipôle".

Si on calcule Tχn
pfq “

ş2{n
´2{n fpxqχnpxqdx.

Si on prend pour α ą 0 fpxq “ xα si x ą 0 et fpxq “ ´xα pour x ă 0, en faisant le changement
de variable y “ nx,

ş2{n
´2{n fpxqχnpxqdx “ 2

ş2{n
0

xαn2χpnxqdx “ 2n1´α
ş2
0
yχpyqdx.

Donc la limite est 0 si α ą 1 (cas où f a dérivée nulle en 0), `8 si α ă 1 (cas où f a dérivée `8
en 0) et une constante pour α “ 1.

On peut voir que si f est dérivable Tχn
pfq Ñ 2

3
f 1p0q. La nécessité d’une dérivée pour l’observation

f montre que Tχn
ne converge pas au sens des mesures. D’où la nécessité d’une notion plus générale

de distributions (qui pourra inclure des dérivées de masses de Dirac, on dira Tχn
Ñ ´2

3
δ1
0 car on peut

voir Tχn
pfq Ñ 2

3
f 1p0q).

On va donc reprendre le principe de la définition des mesures, mais avec des observables (fonctions
test) qui seront dérivables.
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2 Définition et Opérations de base

Pour définir les distributions, comme on veut pouvoir dériver les observables, on remplace juste
les fonctions continues C0

c pIRq par les fonctions lisses à support compact (donc nulles en dehors d’un
r´a, as pour un certain a) DpIRq “ C8

c pIRq. On peut donner un sens à la convergence dans cet espace.
Si pfmqmě0, f P DpIRq, fm Ñ f in DpIRq si fm, f sont nulles en dehors du même r´M,Ms (pour un
M fixe) et ||pfm ´ fqpkq||8 Ñ 0 pour toutes les dérivées d’ordre k.

Remarque 4.1. On sait en particulier que pour tout f P DpIRq, toutes les dérivées f pkq sont bornées
et la plus petite borne est notée ||f pkq||8.

La définition suivante qui formalise l’intuition physique est due à Laurent Schwarz.

Définition 12. Une distribution T sur IR est une application linéaire T : DpIRq Ñ IR continue au
sens suivant : si pfmqmě0, f P DpIRq, et fm Ñ f dans DpIRq alors T pfmq ÑmÑ`8 T pfq.

2.1 exemples

Exemple 4.2. Une mesure µ est une distribution en la restreignant à DpIRq Ă C0
c pIRq.

Exemple 4.3. (Distribution de Dirac) Par exemple, la mesure δa de l’exemple 1.3 est une distribution
δapfq “ fpaq.
Exemple 4.4. (Distribution régulière) Par exemple, si g P L1

locpIRq, la mesure Tg “ pgλq de l’exemple
1.6 est une distribution

Tgpfq “
ż 8

´8
fptqgptqdt.

Exemple 4.5. (Peigne de Dirac) C’est une version T -périodique de la distribution de Dirac. Le peigne
de Dirac ШT est défini pour f P DpIRq à support r´a, as :

ШT pfq “
8ÿ

k“´8
fpkT q “

ÿ

kTPr´a,as
fpkT q “

ÿ

kPr´a{T,a{T s
fpkT q.

On interprétera plus tard ШT “ ř8
k“´8 δkT . C’est une mesure positive de masse infinie.

Les distributions de charges positives sont la même chose que les distributions de masses vues
plus tôt au chapitre 1 :

Proposition 4.1. Une distribution T telle que T pfq ě 0 pour tout f ě 0 de DpIRq est une mesure
positive. (Il existe une mesure positive telle que T pfq “ µpfq)

2.2 Opérations de base

Définition 13. (Opération sur les distributions) Soit une distribution T sur IR.

1. (Multiplication par une fonction lisse). Pour g P C8pIRq, pgT qpfq “ T pgfq pour f P DpIRq.
2. (Dérivation) Pour g P C8pIRq, T 1pfq “ ´T pf 1q pour f P DpIRq.

Exemple 4.6. δ1
apfq “ ´f 1paq et δpkq

a pfq “ p´1qkf pkqpaq. Ce sont des objets de bases que l’on ne peut
pas plus calculer.
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Remarque 4.2. Si T “ Th pour h P DpIRq,

pgThqpfq “ Thpgfq “
ż 8

´8
fptqhptqgptqdt “ Tghpfq.

De même en intégrant par partie :

T 1
hpfq “ ´Thpf 1q “ ´

ż 8

´8
f 1ptqhptqdt “ ´rfhs8

´8 `
ż 8

´8
fptqh1ptqdt “ Th1pfq.

En fait, la définition a été choisie pour cela, et la plupart des définitions d’opération sur les
distributions sont définies ainsi pour coïncider avec les opérations usuelles sur les Th (imposer la
continuité implique alors l’unicité).

Exercice 22. Pour la distribution de Heaviside TH “ T1r0,8r
, calculer H 1.

Proposition 4.2. Pour g P C8pIRq, T une distribution, on a pgT q1 “ g1T ` gT 1.

Démonstration. Vu que pgfq1 “ g1f ` gf 1 pgT q1pfq “ ´T pgf 1q “ ´T ppgfq1q ` T pg1fq “ T 1pgfq `
T pg1fq “ pg1T ` gT 1qpfq.
Exercice 23. Calculer

1. xδa

2. pTxHq1

On rappelle qu’une fonction est C1 par morceau si elle est dérivable en dehors d’un ensemble fini
A “ ta1, a2, ¨ ¨ ¨ , anu, et si f, f 1 admettent des limites en ai (à droite et à gauche). Les limites pour f
sont par exemple :fpa`

i q “ limtÑ0` fpai ` tq, fpa´
i q “ limtÑ0´ fpai ` tq.

On définit par exemple f 1paiq “ f 1pa`
i q pour que f 1 soit continue à droite (mais cela n’importe

pas pour le résultat suivant on aurait pu prendre 0 ou f 1pa´
i q).

Pour calculer les dérivées plus généralement, on a le résultat suivant :

Théorème 4.3. Soit A “ ta1, a2, ¨ ¨ ¨ , anu Ă IR et f : IR Ñ IR une fonction de classe C1 par
morceaux avec des sauts en ai P A. Si on pose ∆fpaiq “ fpa`

i q ´ fpa´
i q. Alors

pTf q1 “ Tf 1 `
nÿ

k“1

∆fpakqδak

Démonstration. Soit g P DpIRq à support sur r´M,Ms (qu’on peut supposer contenir A), on a par
définition et par Chasles :

pTfq1pgq “ ´
ż a1

´M

fptqg1ptqdt ´
n´1ÿ

k“1

ż ai`1

ai

fptqg1ptqdt ´
ż M

an

fptqg1ptqdt

puis on applique une intégration par partie :

pTfq1pgq “ rfptqgptqsa1´M´
n´1ÿ

k“1

rfptqg1ptqsai`1

ai
´rfptqgptqsMan`

ż a1

´M

fptqgptqdt`
n´1ÿ

k“1

ż ai`1

ai

f 1ptqgptqdt`
ż M

an

f 1ptqgptqdt

En rassemblant les termes, on obtient (vu gp´Mq “ gpMq “ 0) :

pTf q1pgq “ Tf 1pgq `
nÿ

k“1

pfpa`
k q ´ fpa´

k qqgpakq “ Tf 1pgq `
nÿ

k“1

∆fpakqδakpgq
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3 Primitive des distributions et solution d’équation différen-

tielle du 1er ordre

Théorème 4.4. Toute distribution T admet une primitive : Il existe une distribution S telle que
S 1 “ T.

Démonstration. En effet si f est une fonction test de DpIRq, F ptq “
şt

´8 fpxqdx est encore une

fonction lisse et si on suppose
ş`8

´8 fpxqdx “ 0 alors on a aussi
şM

´8 fpxqdx “ 0 pour tout M en
dehors du support de f et donc F est à support compact et donc dans DpIRq.

Pour ce type de fonctions, on doit avoir Spfq “ SpF 1q “ ´S 1pF q “ ´T pF q donc la valeur de Spfq
est imposée.

En général pour g P DpIRq, si on prend g0 P DpIRq d’intégrale 1 alors f “ fpgq “ g ´ p
ş
gqg0

vérifie l’hypothèse et on peut définir Spgq “ Spfq “ ´T pF q. On peut vérifier que S est linéaire (vu
fpgq linéaire et la primitive F pgq aussi). Elle est aussi continue (ce que l’on ne détaille pas). Enfin,
calculons S 1phq “ ´Sph1q. Mais

ş
h1 “ 0 donc fph1q “ h1 ´0, donc F “ h. et S 1phq “ `T pF q “ `T phq

pour tout h P DpIRq donc S 1 “ T .

Théorème 4.5. Si S1, S2 sont des primitives de T alors S1 ´ S2 “ Tλ, λ P lC est une constante.

Démonstration. pS1 ´ S2q1 “ 0 Donc il suffit de voir que si S 1 “ 0 S est une constante. En effet en
prenant f0 d’intégrale 1 comme avant

Spfq “ Spf ´ p
ż
fqf0q ` p

ż
fqSpf0q.

De plus f ´ p
ş
fqf0 “ F 1 Donc Spf ´ p

ş
fqf0q “ SpF 1q “ ´S 1pF q “ 0, donc Spfq “ p

ş
fqSpf0q DOnc

si λ “ Spf0q, on a S “ Tλ.

3.1 Résolution de u1 ` au “ T , T distribution, a lisse

Si a, f sont des fonctions lisses, u1 ` au “ f se résout en cherchant la solution de l’équation
homogène v1 ` av “ 0 v1{v “ ´a donc vptq “ vp0qexpp´

şt
0
apsqdsq est une solution. Puis ensuite on

cherche une solution par variation de la constante de la forme u “ gv.
C’est ce que l’on va faire aussi en cherchant une distribution g telle que u “ gv soit solution de

u1 ` au “ T .
En effet, on a pgvq1 “ g1v ` gv1 donc u1 ` au “ g1v ` gpv1 ` avq “ g1v “ T .
Remarquer que 1

v
“ vp0qexpp

şt
0
apsqdsq est lisse, donc on peut multiplier une distribution par

cette fonction.
Il suffit donc de trouver une primitive g de 1

v
T et ensuite u “ vg est solution de u1 ` au “ T .

L’ensemble des solutions est alors donné par u “ vpg ` λq pour une constante λ P IR.

Exercice 24. Résoudre u1 ` u “ δ0.

4 Limites de distributions

La notion de limite de distributions est une convergence simple. Elle est très similaire à la conver-
gence de mesures vue au chapitre 1.
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Définition 14. (Limites de distributions) Une suite de distributions Tn converge vers une distribution
T si pour toute fonction lisse à support compact Tnpfq ÑnÑ8 T pfq.
Remarque 4.3. Si les Tn, T sont des mesures et que Tn Ñ T au sens de la convergence (vague) de
mesure, ils convergent au sens des distributions.

Exemple 4.7. En particulier si on reprend l’exemple 1.5 Soit ρ une fonction supportée sur r´1, 1s
positive avec

ş1
´1

ρpxqdx “ 1 (par exemple ρpxq “ 1 ` x si ´1 ă x ă 0, ρpxq “ 1 ´ x si 1 ą x ą 0).
Soit ρnpxq “ nρpnxq est à support r´1{n, 1{ns. On a la convergence au sens des distributions

lim
nÑ8

Tρn “ δ0.

En fait, on a même un résultat meilleur.

Exemple 4.8. (facultatif)Plus généralement, soit ρ une fonction positive avec
ş8

´8 ρpxqdx “ 1. Soit
ρnpxq “ nρpnxq. On a la convergence au sens des distributions

lim
nÑ8

Tρn “ δ0.

En effet, pour f continue à support r´a, as, un résultat de math dit que f est uniformément
continue, donc si ǫ ą 0, il existe η ą 0 tel que |fpxq ´ fpyq| ă ǫ{2, si |x ´ y| ă η.

On fait avec le changement de variable y “ nx puis on dit que par intégrabilité de ρ, on aş8
M
ρpxqdx,

ş´M

´8 ρpxqdx ď ǫ{8C pour M assez grand avec C “ ||f ||8 :“ sup
xPIR |fpxq|.

Tρnpfq “
ż 8

´8
ρnpxqfpxqdx “

ż 8

´8
ρpyqfpy

n
qdy

Donc

|Tρnpfq´fp0q| ď
ż 8

´8
ρpyq|fpy

n
q´fp0q|dy ď

ż M

´M

ρpyq|fpy
n

q´fp0q|dy`4||f ||8ǫ{8C ď ǫ{2
ż M

´M

ρpyqdy`ǫ{2 ď ǫ.

si |M{n| ă η donc pour n assez grand.

Exemple 4.9. Valeur principale v.p. 1
x
. La fonction gpxq “ 1{x n’est pas intégrable en 0, donc

pas localement intégrable, donc on ne peut pas définir Tf comme précédemment. Par contre, en
choisissant une limite particulière, on peut définir :

pv.p.1
x

q “ lim
ǫÑ0`

Tgp1´1r´ǫ,ǫsq.

Concrètement, cela veut dire que pour f P DpIRq à support r´a, as, on pose :

pv.p.1
x

qpfq “ lim
ǫÑ0

ˆż ´ǫ

´8

fptq
t

dt `
ż `8

ǫ

fptq
t

dt

˙
“ lim

ǫÑ0

ż a

ǫ

fptq ´ fp´tq
t

dt.

Comme fptq´fp´tq
t

ÑtÑ0 2f 1p0q la fonction intégrée est prolongeable par continuité et l’intégrale

impropre
ş`8
0

fptq´fp´tq
t

dt est bien définie et c’est la valeur de la distribution voulue.

Exercice 25. Calculer pTln |x|q1. (on a en dehors de zero 1{x mais on ne peut pas appliquer le théorème
puisque ce n’est pas continu par morceaux. Montrer qu’en fait pTln |x|q1 “ pv.p. 1

x
q.)

Exercice 26. Montrer que limnÑ8 Tsinpnxq “ 0.

Exercice 27. Montrer que pour Tǫpfq “
ş`8

´8
fpxq
x`iǫ

dx on a

lim
ǫÑ0

Tǫ “ v.p.
1

x
´ iπδ0.
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4.1 Absence de produit de 2 distributions

Selon la méthode précédente, pour définir un produit de distributions, on voudrait prendre des
fonctions fn Ñ u, gn Ñ v. On voudrait pouvoir définir uv par une limite fngn Ñ uv. Un théorème
de Laurent Schwartz dit qu’une telle définition n’est pas possible pour toutes les distributions u, v.
Si le produit doit être continu (pour avoir le type de limites ci-dessus), il n’existe pas de produit qui
étende le produit des fonctions continues. Certains produits sont cependant possibles (par exemple
celui d’une fonction lisse avec une distribution, ou le produit de distributions dont les singularités
sont en des points différents Par exemple, on peut définir δaδb “ 0 si a ‰ b).

Voyons juste un exemple.

Exemple 4.10. Soit ρ une fonction supportée sur r´1, 1s positive avec
ş1

´1
ρpxqdx “ 1 (par exemple

ρpxq “ 1 ` x si ´1 ă x ă 0, ρpxq “ 1 ´ x si 1 ą x ą 0). ρnpxq “ nρpnxq comme avant de sorte que
Tρn Ñ δ0. Voyons que Tρ2n

ne converge pas (c’est lié au fait que l’on ne peut pas définir le carré de
δ0). Par changement de variable y “ nx, on a :

Tρ2n
p1q “ n2

ż 1{n

´1{n
ρpnxq2dx “ n

ż 1

´1

ρpxq2dx ÑnÑ`8 `8.

5 Convolution de distributions

Par contre le produit de convolution va pouvoir s’étendre à une large classe de distributions, on
commence par la convolution d’une fonction test avec une distribution.

Comme pour les mesures à la section 1.2, c’est une fonction.
Revoyons la formule pour l’écrire en terme de distribution :

pf ˚ µq “
ż

IR
fpx ´ yqdµpyq “ µpp qfqxq.

avec la fonction qfpsq “ fp´sq et fxpyq “ fpy ´ xq de sorte que p qfqxpyq “ fpx ´ yq . Si f P DpIRq
c’est aussi le cas de fx, qf.

Définition 15. Si f P DpIRq et S P D1pIRq une distribution, on définit la convolution comme la
fonction :

pf ˚ Sqpxq “ Spp qfqxq.

Proposition 4.6. Si f P DpIRq et T P D1pIRq alors pf ˚ T q P DpIRq et

pf ˚ T q1 “ f 1 ˚ T “ f ˚ T 1.

Pour écrire une formule pour deux distributions, on regarde la distribution Tf˚Tg
induite par la

fonction ci-dessus (dans le cas S “ Tg) pour h P DpIRq :

Tf˚Tg
phq “ Tf˚gphq “

ż 8

´8
hpxqpf˚Tgqpxqdx “

ż

IR
hpxq

ż

IR
fpx´yqgpyqdydx “

ż

IR
dy

ż

IR
dthpxqfpx´yqgpyq

en faisant le changement de variable t “ x ´ y, s “ ´y, on obtient (en posant qgpsq “ gp´sq) :

Tf˚Tg
phq “

ż

IR
ds

ż

IR
dthpt ´ sqfptqgp´sq “

ż

IR
ds

ż

IR
dthsptqfptqqgpsq “ TqgpTf phsqq.
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On veut donc reprendre cette définition, mais Tf phsqq est lisse mais pas à support compact.
Par contre, on peut le définir pour les distributions de la forme fS, f P DpIRq, S P D1pIRq
D’abord notons Tqgphq “

ş
IR dsgp´sqhp´sq “ Tgpqhq donc on pose

qSphq “ Spqhq.
Définition 16. On dit qu’une distribution est à support compact si elle est de la forme fS, f P
DpIRq, S P D1pIRq. On note E 1pIRq l’ensemble des distributions à support compact.

Définition 17. Si Sf P E 1pIRq, T P D1pIRq et h P DpIRq, alors on définit la convolution de S et T

par :
ppfSq ˚ T qphq ” pT ˚ pfSqqphq “ qSp qfpT phsqq.

Moralement, si S, T sont des distributions (qu’on pense comme en physique comme des fonctions
généralisées), on a donc la formule intuitive (mais imprécise) :

pS ˚ T qphq “
ż

IR
ds

ż

IR
dthpt ` sqSptqT psq.

5.1 Propriétés de la convolution

Proposition 4.7. Si R, S, T sont des distributions avec au moins 2 à supports compacts :

R ˚ pS ˚ T q “ pR ˚ Sq ˚ T, R ˚ S “ S ˚ R.

Exemple 4.11. Par construction Tf ˚ Tg “ Tf˚g et si µ mesure et f mesurable bornée Tf ˚ µ “ Tf˚µ
avec f ˚ µ la fonction introduite au chapitre 2.

Exercice 28. Pour toute distribution T : δ0 ˚ T “ T

Exercice 29. Pour toute distribution T : δa ˚ T “ Ta définie par Taphq “ T ph´aq.
Proposition 4.8. Si R, T sont des distributions avec au moins une à support compact :

pR ˚ Sq1 “ pR1q ˚ S “ R ˚ pS 1q.
Exemple 4.12. On reprend une fonction ρ C1 par morceau à support compact et f une fonction
continue, on a dit au chapitre 2 que f ˚ ρ est C1. On peut maintenant calculer sa dérivée :

T 1
f˚ρ “ pTf ˚ Tρq1 “ Tf ˚ T 1

ρ

Or on a calculé T 1
ρ au théorème 4.3

Soit A “ ta1, a2, ¨ ¨ ¨ , anu Ă IR l’ensemble des points de discontinuité de ρ Alors

pTρq1 “ Tρ1 `
nÿ

k“1

∆ρpakqδak .

donc

T 1
f˚ρ “ pTf ˚ Tρq1 “ Tf ˚ Tρ1 `

nÿ

k“1

∆ρpakqTf ˚ δak

donc

pf ˚ ρq1 “ f ˚ ρ1 `
nÿ

k“1

∆ρpakqfak .

La continuité de f est requise pour avoir une dérivée continue, dès que ρ n’est pas continue, pour
que les translations fak soient continues.
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5.2 Résolution de u2 ` ω2u “ T , T P E 1pIRq
D’après les calculs précédents sur le produit de convolution si S est solution de S2 ` ω2S “ δ0 et

si T est à support compact, alors pS ˚ T q2 ` ω2pS ˚ T q “ pS2 ` ω2Sq ˚ T “ δ0 ˚ T “ T. Donc il suffit
de résoudre l’équation avec T “ δ0 pour obtenir une solution particulière de l’équation générale par
convolution. Vous verrez en TD que S “ T sinpωtq

ω
H

est une solution particulière S2 ` ω2S “ δ0 ce qui

donne une solution particulière S ˚ T de u2 ` ω2u “ T .
En général ATcospωtq ` BTsinpωtq est la solution générale de u2 ` ω2u “ 0 donc toute solution

distribution u est de la forme :

u “ ATcospωtq ` BTsinωt ` T ˚ T sinpωtq
ω

H
.

Les équations différentielles linéaires d’ordre 1 peuvent se résoudre de façon similaire.

6 Transformée de Fourier de distributions

Si une distribution est à support compact R “ fS P E 1pIRq, f P DpIRq, S P D1pIRq, on peut
étendre R aux fonctions lisses g (vu que fg P DpIRq), par :

Rpgq “ Spfgq.
En particulier, pour epptq “ eipt la transformée de Fourier de mesure à masse finie s’écrit µ̂ppq “

µpepq, donc on pose :
R̂ppq “ Rpepq “ Spfepq.

On a déjà vu δ̂0ppq “ 1.

Proposition 4.9. Si T distribution à support compact alors pT 1ppq “ ipT̂ ppq et xxT ppq “ ipT̂ q1ppq. En
particulier T̂ est lisse.

6.1 Solution élémentaire de l’équation des ondes.

On cherche une solution ut P E 1pIRq, nulle pour t ă 0 de l’équation :

B2

Bt2ut ´ B2

Bx2
ut “ δ0ptqδ0pxq.

Une telle solution s’appelle solution élémentaire vu la masse de Dirac au second membre (car on peut
trouver par convolution ensuite d’autres solutions à partir de celle-ci). En supposant ut à support
compact (ce qui est raisonnable vu la vitesse de propagation finie de la lumière), la distribution
vérifie :

B2

Bt2 put ´
{B2

Bx2
ut “ δ0ptq pδ0 “ δ0ptq.

Ceci se réécrit :
B2

Bt2 put ` p2 put “ δ0ptq.

Vous verrez en TD la solution (déjà mentionnée en section 5.2) :

putppq “ sinpptq
p

Hptq.
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Or, on a vu en section 3que pour

ρpxq “ 1r´1,1s
2

“

$
&
%

0, si x ă ´1

1{2, si ´ 1 ď x ď 1

0, si x ą 1

on a vu :

ρ̂ppq “ 1

2

ż 1

´1

e´ipxdx “ eip ´ e´ip

2ip
“ sinppq

p

Soit donc

utpxq “ ρpx
t

qHptq “ 1r´t,tspxq
2

Hptq “ 1

2
HptqHpx ` tqHpt ´ xq

(qui est bien à support compact en x, noter u0pxq “ 0) on a :

putppq “ Hptqtρ̂pptq “ Hptqsinpptq
p

comme voulu, on a donc trouvé la solution cherchée. Une convolution dans IR2 permet alors de
trouver les solutions avec d’autres termes sources.

Le calcul suivant n’est pas complètement rigoureux, il utilise un résultat qu’on n’a pas vu
fpxqδapxq “ fpaqδapxq pour des fonctions f qui ne sont pas continues, on veille juste à que f soit
continue en a.

Vérifions directement que c’est une solution (en partant de la formule utpxq “ 1
2
HptqHpx`tqHpt´

xq (On rappelle que Hapxq “ Hpx ´ aq et H 1
a “ δa qu’il est pratique de noter H 1

apxq “ δpx ´ aq) :

B
Bxut “ 1

2
Hptqδ´tpxqHpt ´ xq ´ 1

2
HptqHpx ` tqδpt ´ xq “ 1

2
Hptqδ´tpxqHp2tq ´ 1

2
HptqHp2tqδpt ´ xq

“ 1

2
Hptqδ´tpxq ´ 1

2
Hptqδpt ´ xq

B2

Bx2
ut “ 1

2
Hptqδ1px ` tq ` 1

2
Hptqδ1pt ´ xq

(vu HpxqHp´xq “ 0, H “ 1s0,`8r)

B
Btut “ 1

2
Hptqδ´tpxqHpt ´ xq ` 1

2
HptqHpx ` tqδpt ´ xq ` 1

2
δ0ptqHpx ` tqHpt ´ xq

“ 1

2
Hptqδpx ` tq ` 1

2
Hptqδpt ´ xq

On a utilisé la formule qu’on n’a pas justifiée dans le cas d’une fonction non continue δ´tpxqHpt´xq “
δ´tpxqHp2tq “ δpx ` tqHp2tq et HpqHp2tq “ Hptq.

B2

Bt2ut “ 1

2
Hptqδ1px ` tq ` 1

2
Hptqδ1pt ´ xq ` 1

2
δ0ptqδ´tpxq ` 1

2
δ0ptqδ0pt ´ xq “ B2

Bx2
ut ` δ0ptqδ0pxq

6.2 Extension à d’autres distributions

Remarque 4.4. On ne peut pas étendre la transformée de Fourier de E 1pIRq à D1pIRq mais à un espace
intermédiaire dit de distributions tempérées S

1pIRq. Dans ce cadre toutes les propriétés vues sur les
fonctions s’étendent, y compris l’inversion de Fourier. Ce cadre dépasse le cadre de ce cours. Par
ailleurs, on a aussi vu qu’on pouvait l’étendre à L1pIRq et L2pIRq au chapitre 2.
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En admettant la continuité de cette extension, on peut calculer la transformée de Fourier de TH

(on peut voir TH P S 1pIRq comme toute fonction mesurable à croissance au plus polynômiale).
En utilisant le TCD, on peut voir Te´ǫx ÑǫÑ0 TH dans le bon espace, de sorte que {Te´ǫxH ÑǫÑ0

xTH

au sens des distributions.
Or {Te´ǫxH “ T 1

ipp´iǫq
. Comme à l’exercice 27, on déduit la limite :

xTH “ lim
ǫÑ0

T ´i
pp´iǫq

“ ´i

ˆ
v.p.

1

p
` iπδ0ppq

˙
“

ˆ
πδ0ppq ` v.p.

1

ip

˙
.

On trouve dans les tables pleins d’autres identités remarquables comme :

yШT “ 2π

T
Ш2π{T .
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Chapitre 5

Analyse Complexe

1 Fonctions holomorphes : définitions, exemples, calculs

On rappelle qu’un nombre complexe s’écrit

z “ x ` iy “ reiθ, x, y P IR, r ě 0, θ P r0, 2πr.

On a les formules pour le conjugué et l’inverse :

z “ x ´ iy “ re´iθ,

z´1 “ x ´ iy

x2 ` y2
“ 1

r
e´iθ.

On rappelle le produit (caractérisé par i2 “ ´1) :

px ` iyqpx1 ` iy1q “ pxx1 ´ yy1q ` ipxy1 ` yx1q,

reiθr1eiθ
1 “ rr1eipθ`θ1q.

On rappelle qu’un ouvert U de lC est un ensemble décrit par des inégalités strictes du type
tz P lC : f1pzq ă a1, ..., fnpzq ă anu avec fi des fonctions continues, ou bien une union d’ensembles de
ce genre.

Par exemple D “ tz “ x ` iy : x2 ` y2 ă 1u le disque unité est un ouvert, le demi-plan
H “ tz “ x ` iy : y ą 0u est aussi un ouvert. U “sa, brˆsc, dr est aussi un ouvert.

Mais tz “ x ` iy : x2 ` y2 ď 1u ou sa, bsˆsc, dr ne sont pas des ouverts.

Définition 18. Une fonction f : U Ñ lC sur une ouvert U Ă lC est dite holomorphe (ou dérivable au
sens complexe) en z P U si la limite suivante existe :

lim
wÑz,w‰z

fpwq ´ fpzq
w ´ z

.

Cette limite est notée f 1pzq et s’appelle la dérivée complexe de f en z. f est holomorphe sur U si
elle est holomorphe partout sur U .

Proposition 5.1. Une fonction f est holomorphe si et seulement si gpx, yq “ fpx ` iyq la fonction
associée sur IR2 est C1 et vérifie l’équation de Cauchy-Riemann :

B
Bxg “ f 1px ` iyq “ ´i

B
Byg.
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Soit encore
B

Bxg ` i
B

Byg “ 0.

Si upx, yq “ Repfpx` iyqq, vpx, yq “ ℑfpx` iyq cette équation se réécrit sous la forme du système
d’équations de Cauchy-Riemann : " Bu

Bx “ Bv
By

Bu
By “ ´ Bv

Bx

1.1 Exemples

Exercice 30. Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont holomorphes : z2,Repzq, z.
Exemple 5.1. 1. Un polynôme P pzq “ anz

n ` an´1z
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0 à coefficients ak P lC est

holomorphe sur lC.

2. La fonction fpzq “ 1{z est holomorphe en tout z ‰ 0 car :

1

z ` w
´ 1

z
“ ´w

1

z ` w

1

z

d’où la limite f 1pzq “ ´ 1
z2

.

3. Une série entière

fpzq “
8ÿ

k“0

akpz ´ z0qk,

ak P lC z0 P lC
définit une fonction holomorphe sur son disque de convergence

Dpz0, Rq :“ tz P lC : |z ´ z0| ă Ru.

Ici R est le rayon de convergence qui peut se calculer à l’aide du critère d’Alembert ou celui
de Cauchy-Hadamard. On verra que toute fonction holomorphe est de cette forme.

4. La fonction exponentielle complexe

ez “
8ÿ

k“0

zk

k!

est holomorphe sur lC. En conséquence cos, sin sont aussi holomorphes sur lC.

5. La détermination principale du logarithme, log : lC´s ´ 8, 0s Ñ lC est

logpreiϕq “ lnprq ` iϕ

est une fonction holomorphe sur le "plan fendu". En coordonnées polaires, reiϕ P lC´s ´ 8, 0s
ssi r ą 0 et ϕ Ps ´ π, πr. Ici ln est le logarithme de base e.

6. La détermination principale de la puissance complexe α s’en déduit : C’est la fonction holo-
morphe Lα : lC´s ´ 8, 0s Ñ lC définie par :

Lαpzq ” zα “ eα logpzq.

Pour α “ 1{n on obtient L1{npzq “ z1{n est UNE racine n-ième, la détermination principale
de la racine n-ième (parmi les n racines n-ième d’un nombre, c’est celle dont la valeur absolue
de l’argument est minimale).
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1.2 Propriétés

Les propriétés sont les mêmes que pour la dérivée usuelle :

Proposition 5.2. 1. Si f, g sont holomorphes sur U , alors f ` g est holomorphe sur U et

pf ` gq1 “ f 1 ` g1.

2. Si f, g sont holomorphes sur U , alors fg est holomorphe sur U et

pfgq1 “ f 1g ` fg1.

3. Si g : U Ñ V, f : V Ñ lC sont holomorphes, alors f ˝ g est holomorphe et

pf ˝ gq1 “ pf 1 ˝ gqg1.

4. Si γ : ra, bs Ñ U est C1, et f : U Ñ lC est holomorphe, alors f ˝ γ est C1 et

pf ˝ γq1 “ pf 1 ˝ γqγ1.

Théorème 5.3. (fondamental de l’analyse complexe) La dérivée d’une fonction holomorphe est en-
core holomorphe. En particulier, une fonction holomorphe est lisse (C8).

2 Primitives et intégrales complexes

2.1 Intégrale le long d’un chemin

On va intégrer les fonctions complexes le long de courbes simples.

Définition 19. Un chemin de U est une application continue et C1 par morceau f : ra, bs Ñ U . Un
chemin vérifiant fpaq “ fpbq s’appelle un lacet.

Exemple 5.2. (Paramétrisation d’un segment) γ1ptq “ p1 ´ tqz1 ` tz2 pour t P r0, 1s est une paramé-
trisation du segment rz1, z2s.
Exemple 5.3. (Paramétrisation d’un cercle) γ2ptq “ z0 ` reit pour t P r0, 2πs est une paramétrisation
du cercle de centre z0 et de rayon r. C’est un lacet vu γ2p0q “ γ2p2πq “ z0 ` r.

Exemple 5.4. (Paramétrisation d’un rectangle) Pour z P lC, x, y ą 0 on veut paramétriser le rectangle
de sommet z, z ` x, z ` x ` iy, z ` iy, par le lacet γ3 : r0, 4s Ñ lC

γ3ptq “

$
’’&
’’%

z ` tx si 0 ď t ă 1

z ` x ` pt ´ 1qiy, si 1 ď t ď 2

z ` iy ` p3 ´ tqx, si 2 ď t ď 3

z ` p4 ´ tqiy, si 3 ď t ď 4

Exemple 5.5. (Paramétrisation d’une ellipse) On cherche à paramétriser l’ellipse x2

a2
` y2

b2
“ 1 avec

b ‰ 0 les points px, ay{bq sont les points du cercle de centre 0 et de rayon a. On utilise pour eux γ2
et on obtient :

γ4ptq “ a cosptq ` bi sinptq, t P r0, 2πs.
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Définition 20. Pour une fonction f : U Ñ lC et un chemin γ : ra, bs Ñ U , l’intégrale de f selon γ

est : ż

γ

fpzqdz “
ż b

a

fpγptqqγ1ptqdt.

Exemple 5.6. On intègre fpzq “ z le long du segment γ1. γ1
1ptq “ pz1 ´ z2q

ż

γ1

zdz “
ż 1

0

pγ1ptqqγ1
1ptqdt “

ż 1

0

ptz1`p1´tqz2qpz1´z2qdt “ rt
2

2
z1´

p1 ´ tq2
2

z2s10pz1´z2q “ pz1 ` z2q
2

pz1´z2q “ z21
2

´z22
2

Exemple 5.7. On intègre fpzq “ 1
z´z0

le long du cercle γ2. γ1
2ptq “ rieit

ż

γ2

1

z ´ z0
dz “

ż 2π

0

1

γ2ptq ´ z0
γ1
2ptqdt “

ż 2π

0

rieit

reit
dt “ 2πi.

Comme pour le théorème fondamental du calcul, une notion de primitive va rendre plus simple
le calcul de ces intégrales.

Proposition 5.4. (Relation de Chasles) Si γ : ra, bs Ñ U est un chemin et f : U Ñ lC une fonction,
et c P ra, bs alors ż

γ

fpzqdz “
ż

γ|ra,cs

fpzqdz `
ż

γ|rc,bs

fpzqdz.

Théorème 5.5. (de reparamétrisation) Si γ : ra, bs Ñ U est un chemin et h : rc, ds Ñ ra, bs une
fonction C1 croissante alors pour toute fonction f : U Ñ lC :

ż

γ

fpzqdz “
ż

γ˝h
fpzqdz.

Une courbe γ ˝ h est une paramétrisation de γ. L’intégrale ne dépend donc que de la courbe et
du sens de parcours. Par contre le signe dépend de ce sens de parcours :

Exemple 5.8. Si γ´ptq “ γp1 ´ tq est le chemin parcouru en sens inverse pour γ : r0, 1s Ñ lC,
γ´ : r0, 1s Ñ lC. On a γ1

´ptq “ ´γ1p1 ´ tq
Alors on a par changement de variable s “ 1 ´ t :

ż

γ´

fpzqdz “
ż 1

0

fpγ´ptqqγ1
´ptqdt “ ´

ż 1

0

fpγp1 ´ tqqγ1p1 ´ tqdt “
ż 1´1

1´0

fpγpsqqγ1psqds “ ´
ż

γ

fpzqdz.

2.2 Primitives

Définition 21. Pour une fonction holomorphe f : D Ñ lC et U Ă D un ouvert, une fonction
holomorphe F : U Ñ lC est une primitive de f sur U si F 1pzq “ fpzq pour tout z P U .

Exemple 5.9. 1. F pzq “ zn`1

n`1
est une primitive de fpzq “ zn sur lC pour n ě 0.

2. F pzq “ zn`1

n`1
est une primitive de fpzq “ zn sur lC˚ pour n ‰ ´1.

3. F pzq “ logpzq est une primitive de fpzq “ 1
z

sur lC´s ´ 8, 0s.
Un primitive permet de calculer une intégrale :
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Théorème 5.6. Si γ : ra, bs Ñ U est un chemin et F est une primitive de f sur U , alors :

ż

γ

fpzqdz “ F pγpbqq ´ F pγpaqq.

En particulier si γ est un lacet,
ş
γ
fpzqdz “ 0.

Démonstration. C’est juste le théorème fondamental du calcul appliqué à la dérivée des fonctions
composées.

ş
γ
fpzqdz “

şb
a
F 1pγptqqγ1ptqdt “

şb
a
pF ˝ γq1ptqqdt “ F pγpbqq ´ F pγpaqq

Remarque 5.1. On a vu à l’exemple 5.7 que si on intègre
fpzq “ 1

z
le long du cercle γ2 (avec z0 “ 0).

ż

γ2

1

z
dz “ 2πi ‰ 0.

f est holomorphe sur lC˚, on voit donc qu’elle n’admet pas de primitive sur lC˚ (le log défini sur
lC´s ´ 8, 0s ne s’étend pas à lC˚).

Définition 22. Un ouvert est dit étoilé si il existe z0 P U tel que pour tout z P U , le segment
rz0, zs “ ttz0 ` p1 ´ tqz, t P r0, 1su Ă U.

Exemple 5.10. L’ouvert U “ lC´s ´ 8, 0s est étoilé car on peut mener un chemin à 1 à l’intérieur si
z P U, rz, 1s Ă U.

Théorème 5.7. Si f : U Ñ lC est une fonction holomorphe sur un ouvert étoilé U , alors f admet
une primitive holomorphe F .

Idée de démonstration. Soit z0 P U tel que rz0, zs Ă U . On paramétrise ce segment par γz : r0, 1s Ñ lC,
γzptq “ tz ` p1 ´ tqz0. Par la formule précédente si une primitive existe et qu’on choisit F pz0q “ 0,
on doit avoir

F pzq “ F pγzp1qq “
ż

γz

fpζqdζ “
ż 1

0

fptz ` p1 ´ tqz0qzdt.

C’est donc la formule qu’on choisit et dont on doit voir qu’elle est holomorphe. On peut appliquer
soit un théorème d’holomorphie d’une intégrale dépendant d’un paramètre, soit utiliser le théorème
usuel de dérivation avec condition de domination et montrer que les équations de Cauchy-Riemann
sont vérifiées. Dans les deux cas, on peut intervertir dérivée complexe et intégrale et on obtient (en
identifiant une dérivée et appliquant le théorème fondamental du calcul) :

F 1pzq “
ż 1

0

rtf 1ptz`p1´tqz0qz`fptz`p1´tqz0qsdt “
ż 1

0

r B
Btfptz`p1´tqz0qts “ rfptz`p1´tqz0qts10 “ fpzq´0 “ fpzq.

Remarque 5.2. Plus généralement ce théorème reste vrai sur un ouvert simplement connexe, c’est
à dire un ouvert "sans trou". Plus précisément, dans un tel ouvert tout lacet peut être ramené à
un point par une déformation continue sans sortir de U. Par exemple lC˚ est l’exemple typique d’un
ouvert qui n’est PAS simplement connexe, le trou est 0 et il empêche un cercle autour de zéro de
pouvoir être réduit à un point sans sortir de U.

En combinant les résultats précédents, on obtient :
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Théorème 5.8. (Théorème de Cauchy) Si f : U Ñ lC est une fonction holomorphe sur un ouvert
étoilé U et γ : ra, bs Ñ U est un lacet, alors :

ş
γ
fpzqdz “ 0.

Exercice 31. Calculer l’Intégrale de Fresnel (qu’on a vu être semi-convergente au chapitre 1) :
ż 8

0

sinpt2qdt “
c

π

8

en intégrant e´z2 sur le bord de tz “ reiθ : 0 ď θ ď π{4, 0 ď r ď Ru.

3 Formule de Cauchy et conséquences

Définition 23. Un chemin simple de U est un chemin f : ra, bs Ñ U injectif sur ra, br (c’est-à-dire
ne repassant pas deux fois par le même point avant son point terminal b). Un lacet simple (ou lacet
de Jordan) est un lacet qui est un chemin simple.

Un ouvert est dit étoilé si il existe a P U tel que pour tout b P U , le segment ra, bs “ tta`p1´tqb, t P
r0, 1su Ă U.

Exemple 5.11. Les exemples de lacets précédents : cercle, rectangle, ellipse sont des lacets simples.
Mais le “cercle parcouru deux fois" γ5 : r0, 4πs Ñ lC, défini par γ5ptq “ Reit n’est pas simple.

On parle d’ensemble connexe quand toute paire de points est reliée par un courbe.

Théorème 5.9. (de Jordan) Soit γ : ra, bs Ñ lC un lacet de Jordan, alors lC ´ Impγq a exactement
deux composantes connexes B et V : l’une bornée B et l’autre non bornée V . On dit alors que γ

entoure B.

Théorème 5.10. (formule de Cauchy) Soit f : U Ñ lC holomorphe et γ : ra, bs Ñ U un lacet simple
entourant l’ouvert B. Soit z P B, alors pour tout n ě 0 :

f pnqpzq “ n!

2iπ

ż

γ

fpζq
pζ ´ zqn`1

dζ.

Une conséquence importante est la suivante (en développant en série 1
ζ´z

“ 1
ζ

ř8
n“0

zn

ζn
pour

|z| ă |ζ |, on obtient :

Théorème 5.11. Toute fonction holomorphe f : U Ñ lC est somme d’une série entière sur tout
disque D “ Dpz0, rq Ă U , pour z P D :

fpzq “
8ÿ

n“0

f pnqpz0q
n!

pz ´ z0qn.

4 Formule des Résidus

On a vu que si f est holomorphe dans U « SANS TROU» (c’est à dire simplement connexe) et
γ est un lacet de U alors ż

γ

fpzqdz “ 0.

Mais à l’exemple 5.7, on a vu qu ce n’était plus le cas pour les fractions rationnelles (qui ont des
singularités). Le but de cette section est d’étendre ce calcul à d’autres singularités.
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4.1 Indice d’un lacet

Exemple 5.12. Si γptq “ z0 ` Reit avec γ : r0, 2kπs Ñ lC (on note γ “ Ckpz0, Rq le cercle de centre z0
et rayon R parcouru k fois), alors :

ż

γ

1

z ´ z0
dz “ 2iπk

et k est le nombre de tours parcouru en sens direct (contraire aux aiguilles d’une montre) autour de
z0.

Plus généralement, on interprète la définition suivante comme un nombre de tour de façon simi-
laire :

Définition 24. L’indice d’un lacet γ en z0 qui ne rencontre pas z0 est le nombre :

indγpz0q “ 1

2iπ

ż

γ

1

z ´ z0
dz.

En pratique on dit que c’est le nombre de fois que γ tourne autour de z0, sans faire plus de calcul.
La plupart des exemples que l’on verra seront des cercles ou des rectangles ou des courbes composées
de cercle et rectangle par morceau.

Exemple 5.13. Soit γptq “ eit pour t P r0, 2πs puis γptq “ ´1 ` 2eit pour t P r2π, 4πs. (On tourne
dans le sens positif une fois sur Cp0, 1q puis sur Cp´1, 2q.)

On a indγp0q “ 2 et indγp´3{2q “ 1.

Exemple 5.14. Soit γptq “ eit pour t P r0, 2πs puis γptq “ ´1` 2e´it pour t P r2π, 4πs. (On tourne en
sens positif une fois sur Cp0, 1q puis en sens négatif sur Cp´1, 2q.)

On a indγp0q “ 0 et indγp´3{2q “ ´1.

4.2 Singularités isolées

On sait calculer les intégrales sur un lacet de d’autres singularités de fractions rationnelles.

Exemple 5.15. Si γptq “ z0 ` Reit avec γ : r0, 2πs Ñ lC (on note γ “ C1pz0, Rq le cercle de centre z0
et rayon R parcouru 1 fois), alors pour n ě 1 :

ż

γ

1

pz ´ z0qn`1
dz “ F pγp2πqq ´ F pγp0qq “ 0,

par le théorème 5.6 vu que F pzq “ ´1
npz´z0qn est une primitive de F 1pzq “ 1

pz´z0qn`1 sur lC˚.

Toutes les singularités vont se ramener à ces cas particuliers, grâce au résultat suivant. Soit
Dpz0, Rq le disque Dpz0, Rq “ tz : |z ´ z0| ă Ru. En effet, pour les fonctions ayant une singularité
en z0 mais holomorphes sur Dpz0, Rq, on a une expansion en série, dite série de Laurent qui étend le
développement en série de Taylor en z0 d’une fonction holomorphe en z0.

Théorème 5.12. Une fonction holomorphe f : U “ Dpz0, Rq ´ tz0u Ñ lC alors il existe une unique
suite an P lC telle que pour tout z de U la série suivante converge :

fpzq “
8ÿ

n“´8
anpz ´ z0qn.
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Remarque 5.3. On distingue 3 cas différents concernant la série de Laurent :

1. si an “ 0, pour n ă 0 c’est une série de Taylor (sans singularité) et f peut être prolongée en
z0. On dit que la singularité est effaçable.

2. si an “ 0, pour tout n ă ´N ă 0 alors pz ´ z0qNfpzq admet une singularité effaçable. On dit
que f a un pôle d’ordre N0, où N0 est le plus petit N possible.

3. Sinon, on dit que la singularité est essentielle.

Les calculs seront plus simples dans le cas de pôles mais le résultat reste vrai sans cette condition.

Proposition 5.13. Une fonction holomorphe f : U “ Dpz0, Rq ´ tz0u Ñ lC a un pôle d’ordre N ą 0

en z0 si (et seulement si) la limite suivante existe limzÑz0pz ´ z0qNfpzq ‰ 0 et n’est pas nulle.

Démonstration. Si on a un pôle d’ordre N , par définition fpzq “ ř8
n“´N anpz ´ z0qn et comme N est

le plus petit possible avec cette forme donc a´N ‰ 0. Ainsi, on a le développement en série entière

pz ´ z0qNfpzq “
8ÿ

n“´N

anpz ´ z0qn`N “
8ÿ

m“0

am´N pz ´ z0qm

sur lequel on lit la limite : limzÑz0pz ´ z0qNfpzq “ a´N ‰ 0.
La réciproque est plus dure (et non vue en cours). L’existence de la limite garantit que gpzq “ pz´

z0qNfpzq a une sinularité effaçable et se prolonge donc en fonction holomorphe en 0, le développement
de Taylor donne gpzq “ ř8

m“0 bmpz ´ z0qm et

fpzq “
8ÿ

m“0

bmpz ´ z0qm´N

donc f a un pôle d’ordre geqN0 ď N. La partie simple est de voir l’ordre maintenant qu’on sait
qu’il y a un pôle. Si l’ordre est N0, on voit comme avant que limzÑz0pz ´ z0qN0fpzq “ a´N0

‰ 0,

donc pz ´ z0qN0fpzq „z0 a´N0
. Si on avait N ą N0, on aurait limzÑz0pz ´ z0qNfpzq “ limzÑz0pz ´

z0qN´N0a´N0
“ 0 contredisant l’hypothèse de limite non nulle.

4.3 Définition d’un résidu et calcul

Comme le seul terme d’intégrale non nulle autour d’une lacet γ entourant z0 dans Apz0, r, Rq de
cette série est celui pour n “ ´1, on va lui donner un nom et trouver des méthodes de calcul.

Définition 25. Si f est une fonction holomorphe sur U ´ tz0u on appelle résidu de f en z0 le
coefficient a´1 de la série de Laurent de f en z0 :

Respf, z0q “ a´1.

On peut le calculer dans le cas de pôles.

Proposition 5.14. Si f a un pôle d’ordre 1 en z0, c’est à dire limzÑz0pz ´ z0qfpzq existe et est non
nulle, alors :

Respf, z0q “ lim
zÑz0

pz ´ z0qfpzq.

Proposition 5.15. Si f a un pôle d’ordre k ě 1 en z0, c’est à dire limzÑz0pz ´ z0qkfpzq existe et est
non nulle) , alors :

Respf, z0q “ lim
zÑz0

1

pk ´ 1q!
dk´1

dzk´1

`
pz ´ z0qkfpzq

˘
.
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Démonstration. Dans ce cas fpzq “ gpzq
pz´z0qk avec g holomorphe, si on regarde la série de Taylor de g,

gpzq “ ř
ně0 cnpz ´ z0qn, on obtient le résidu cn´1 et la formule de Taylor donne la réponse.

Définition 26. Une fonction est dite méromorphe sur U s’il existe S, ensemble de singularités tel
que f est holomorphe dans U ´ S, et si dans tout fermé borné B de U , S X B est fini, et toutes les
singularités de f sont des pôles.

C’est le cas où on peut appliquer les calculs précédents. Un théorème important dit que ce sont
les fonctions de la forme fpzq “ gpzq

hpzq avec g, h holomorphes. Une autre méthode pratique pour un
pôle d’ordre 1 :

Proposition 5.16. Si f “ g

h
avec g, h holomorphes (autour de z0) et gpz0q ‰ 0 “ hpz0q, h1pz0q ‰ 0

alors z0 est un pôle d’ordre 1 et :

Respf, z0q “ gpz0q
h1pz0q .

Exercice 32. Trouver les pôles et résidus de fpzq “ 1
cospπzq .

Proposition 5.17. Si f : U Ñ lC est holomorphe et pour tout z P U alors z P U et fpzq “ fpzq (par
exemple pour f fraction rationnelle à coefficient réel), alors

Respf, z0q “ Respf, z0q.

Démonstration. Si on a la série de Laurent en z0,

fpzq “
8ÿ

n“´8
anpz ´ z0qn,

en prenant le conjugué, on obtient :

fpzq “ fpzq “
8ÿ

n“´8
anpz ´ z0qn,

En prenant ζ “ z, on obtient la série de Laurent en z0 :

fpζq “
8ÿ

n“´8
anpζ ´ z0qn.

On lie donc le résidu :
Respf, z0q “ a´1 “ Respf, z0q.

Cas des fractions rationnelles et lien à la décomposition en éléments simples

Prenons la situation d’une fraction rationnelle (similaire à la situation du chapitre 2) Y pzq “ ppzq
qpzq

pour deux polynômes p et q.
Le théorème fondamental de l’algèbre nous dit qu’il existe (des racines complexes de q) z1, ¨ ¨ ¨ zk

tel que qpzq “ apz ´ z1qm1 ¨ ¨ ¨ pz ´ zkqmk .
Il en est de même pour p qui a des racines complexes ζ1, ¨ ¨ ¨ ζm, ppzq “ bpz ´ ζ1qn1 ¨ ¨ ¨ pz ´ ζkqnk .
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Les pôles de Y sont parmi les racines de q. Il se pourrait qu’il y ait des simplifications avec les
racines de p. Si ζi “ zj, alors

Y pzq “ bpz ´ ζ1qn1 ¨ ¨ ¨ pz ´ ζkqnk

apz ´ z1qm1 ¨ ¨ ¨ pz ´ zkqmk
“ bpz ´ ζiqni

ś
k‰ipz ´ ζKqnK

apz ´ zjqmj
ś

l‰jpz ´ zlqml
“ b

ś
k‰ipz ´ ζKqnK

apz ´ zjqmj´ni
ś

l‰jpz ´ zlqml
.

Ainsi si ni ě mj il n’y a pas de pôle en zj mais si mj ą ni, on a

lim
zÑzj

pz ´ zjqmj´niY pzq “ b
ś

k‰ipzj ´ ζKqnK

a
ś

l‰jpzj ´ zlqml
‰ 0.

Donc zj est un pôle de Y d’ordre mj ´ ni, dès que mj ą ni.
On obtient donc le résultat suivant :

Proposition 5.18. Si Y pzq “ ppzq
qpzq est une fraction rationnelle et z0 est une racine q d’ordre k QUI

N’EST PAS UNE RACINE DE p : ppz0q ‰ 0, alors z0 est un pôle de Y d’ordre k et

RespY, z0q “ lim
zÑz0

1

pk ´ 1q!
dk´1

dzk´1

`
pz ´ z0qkY pzq

˘
.

Si on utilise la décomposition en éléments simples complexe, en supposant que le degré de q qui
est plus grand que le degré de p, alors :

Y pzq “
kÿ

i“1

miÿ

j“1

ai,j

pz ´ ziqj
.

Alors ai,1 est le résidu de Y en zi.

4.4 Théorème des résidus

Théorème 5.19. Soit U un ouvert étoilé (ou simplement connexe) et f : U ´ S Ñ lC une fonction
holomorphe en dehors d’un ensemble fini S de singularités. Soit γ un lacet de U qui ne rencontre pas
S, alors : ż

γ

fpzqdz “ p2iπq
ÿ

z0PS
indγpz0qRespf, z0q.

Exercice 33. Calculer ż

Cp0,2q

z

pz ´ 3qpz2 ` 1qdz

sur Cp0, 2q le cercle de centre zéro et rayon 2.

Exercice 34. Calculer ż

Cp0,1q

1

zpz ´ aq2dz

sur Cp0, 1q le cercle de centre zéro et rayon 1, pour |a| ‰ 0, |a| ‰ 1.

Les calculs de résidus permettent de calculer des intégrales, on commence par une intégrale
trigonométrique. La méthode qu’on va illustrer s’applique aux fractions rationnelles R de sin, cos,
Rpsinpxq, cospxqq
Exercice 35. Montrer que

ş2π
0

dt
a`sinptq “ 2π?

a2´1
pour a ą 1.

Exercice 36. Montrer que ż 8

´8

e´iptdt

p1 ` t2q2 “ πp|p| ` 1qe´|p|

2
.
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