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Présentation

En physique, on sait que I’énergie cinétique d'une particule ponctuelle de masse m et de vitesse v
est %va. Si au contraire, on a une distribution de masse de densité p(x) au point z et que la vitesse
d’une particule en z € IR est donnée par le champ de vitesse v(z), alors 'énergie cinétique est donnée
par une intégrale :

1 2 1 2 L,
o) = [ So(@Ppla)de = (p, 207,
—a0

Ici, on pense a l'intégrale (généralisée pour étendre a IR l'intervalle d’intégration par limite au cha-
pitre 1) comme un produit scalaire (noté (-, -) comme en mécanique quantique.) On veut penser cette
intégrale/somme de produits comme généralisant le produit scalaire de IR, {(z1, 2o, 23), (1, Y2, y3)) =
25’:1 x;y;. Pour deux fonctions (pour l'instant continues) f, g telles que I'intégrale fasse sens :

[ rwters=<o.p.

D’autres quantités (extensives) peuvent étre calculées ainsi comme intégrale de cette forme, par
exemple la masse totale M, ou le centre de masse de la distribution x,, :

M = J]R plx)de ={p,1), x, = J]R zp(z)dr = {p, ).

Le but de ce cours est de présenter différents cadres ot la fonction de densité p peut étre généralisée
pour inclure des masses ponctuelles, en se restreignant a des observables f assez "réguliéres" dans
les formules (p, 1).

Du point de vue mathématique, les fonctions réguliéres et les "objets singuliers" forment une suite
d’objets de plus en plus généraux qui peuvent étre étudiés avec les mémes outils (calcul intégral,
dualité, limites, transformée de Fourier, ce dernier permettant une description en fréquence dans le
cas non-périodique, chapitre 2)

Le tableau suivant présente leur relation a la physique et les opérations permises. La ligne direc-
trice est que la positivité de la masse permet un traitement plus simple des "distributions de masses"
(mesures en mathématiques) qui contiendront les masses ponctuelles dont nous venons de parler et
les distributions linéaires (ou surfacique ou spatiale en dimension 3, pour modéliser une masse non
seulement concentrée autour d’'un point, mais aussi autour d’une ligne ou d’une surface données).
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Par ailleurs, on verra aussi une notion de produit de convolution (chapitre 2) et une notion de
produit de certaines fonctions par des distributions (non metionnée plus haut). Toutes les opérations
algébriques (somme et produit) sont possibles du coté des observables, alors que les objets singuliers
(mesures,distributions) n’ont pas de produit (objets fondamentalement linéaires comme le terme p(x)
dans toutes les intégrales plus haut). Dans le domaine des distributios de masse (donc positives) et
des observables continues associées, les dérivations ne sont pas possibles, sauf en voyant les objets
comme des objets plus singuliers, les distributions. Vu I'importance de ces outils pour résoudre des
équations aux dérivées partielles, c’est ce qui nous poussera a I’étude de ce cadre le plus large des
distributions (de charges) au chapitre 4. On a aussi le tableau des produits scalaires (T, g) possibles
entre un 7' (objet singulier) et une observale g (objet régulier) :

Fonctions Fonctions
. L. Fonctions Fonctions continues mesurables
g (fonction réguliére) analytiques lisses (CZ’°O)C (inté- (inté-
grables) grables)
T (objet singulier) (Hyperdistributions)> | Distributions> Mesures Mesures
(T, g) e C (nombre) (Hors programme) (par définition) | (par définition) | (par intégration)




Chapitre 1

Intégration générale : intégrales
impropres,intégrale de Lebesgue,intégrale a
parametres

1 Rappels sur les primitives et les intégrales sur un segment
(ou intégrale définie)
Soit I un intervalle de IR

Définition 1. Une primitive pour une fonction f : I < IR — IR sur I est une fonction dérivable
F: I — 1R t.q. la dérivée F’ de F satisfait pour tout z € I F'(x) = f(z).

Rappel, si F' est une primitive et ¢ est une constante F' + ¢ est encore une primitive.

L’intégrale d’une fonction continue (ou continue par morceau) a été définie en TMB par limite
de sommes de Riemann. Mais dans la pratique, on utilise des primitives connues et on utilise le
Théoréme fondamental du calcul :

Théoréme 1.1. (Théoreme fondamental du calcul) Soit f : I = [a,b] — IR une fonction continue
sur un intervalle fermé et borné I (aussi appelé segment). Soit F' une primitive de f, alors :

b
| sz = o) - Fla)

Ezercice 1. (type TMB a réviser si non maitris¢) Calculer les primitives suivantes :

1/J i du, Q/Jsmxcos:cd:c 3/ J d:c .4/ stm )dx 5/Ja:cos Ydz, 6/Jxe

1. C’est une primitive usuelle S:C"d:v = f:rll
plutot que toutes les primitives).

(on oublie souvent le ¢ pour désigner une primitive

2. On utilise une dérivée d'un produit u(z) = sin(z), v'(z) = cos(x) la dérivée de (w(@)?® gt

u(z)u'(z) donc 2 y 3
[ neconads - WP _ st
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3. Méme méthode avec u(z) = In(x),u'(z) = 1/x donc une primitive sur |0, +oo[ est

flnix) dy ln22(x)

4. {zsin(z)dr On fait une intégration par partie : u(z) = x,v'(z) = sin(x), soit v(z) =
—cos(x),u/(z) =1:

r

fv’(x)u(x)dx = u(z)v(z) — | v(z)u/'(x)dr = —z cos(x) + fcos(x)dx = —x cos(z) + sin(x)

5. De méme on obtient : .

x cos(x)dr = xsin(z) + cos(z),

J

Jxemda: = ze® — e”.

Remarque 1.1. Soient I = [a,b] un segment de IR, f une fonction I — IR. Si f est a valeurs positives,
I'intégrale de f sur le segment I est ’aire du domaine

D={(z,y)e I xIR:0<y< f(x)}.

autrement dit Sz f(z)dz = Aire(D). Si f est a valeurs réelles, 'intégrale de f sur le segment I la
différence de 'aire des domaines

Dy ={(z,y)e I xR:0<y< f(z)}

D ={(y)el xR f(z) <y <0}
soit SZ f(z)dx = Aire(Dy) — Aire(D_). C’est l'aire algébrique située entre 'axe Ox et le graphe

de f. L’aire géométrique est la quantité :

J |f(z)|dz = Aire(D,) + Aire(D_).

2 Relations de comparaisons

Une notion importante pour savoir si des intégrales sont définies sera la vitesse de convergence
ou divergence des fonctions en un point. Il est alors utile de comparer des fonctions de bases a
des fonctions de références. C’est le but des relations de comparaisons et développement limité
(développement de Taylor).

2.1 Comparaison en +oo

Définition 2. Soient f,g: IR — IR deux fonctions

1. Domination. La fonction f est dite dominée en +oo par la fonction g et on note f(z) =, .4
O(g(x)) ou simplement f = O, (g) s'il existe des réels positifs M, C' tel que, pour |x| = M :

|[f(@)] < Mlg()].
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2. Négligeabilité. La fonction f est dite est dite négligeable en +oo0 devant la fonction ¢ et on
note f(x) =, 100 0(g(x)) ou simplement f = 0,4(g) s'il existe une fonction € : IR — IR et un
réel M > 0 et que, au moins pour z assez grand x > M,

f(z) = e(z)g(z) et lim e(x) = 0..

r—00

3. Equivalence. La fonction f est dite est dite est dite équivalente en +oo a la fonction g et on
note f(x) ~z. g(x) ou simplement f ~,, g §'il existe une fonction € : IR — IR et un réel
M > 0 et que, au moins pour x assez grand x > M,

f(z) = (1+€(x))g(z) et lim e(x) = 0.

Tr—00

Les notations o, O sont les notations de Landau. Ces notions ont un intérét lorsque, pour x grand,
la fonction g ne s’annule pas.

Proposition 1.2. f(z) ~, 1 g(z) si et seulement si f(x) — g(z) =4— 100 0(g(x))

Remarque 1.2. Si A # 0 une constante alors f(z) ~,q A veux dire qu’on a la limite f(z) =40 A

ATTENTION : AUCUNE FONCTION INTERESSANTE N’EST EQUIVALENTE A 0!!! f(z) ~

0 veut dire f(x) = (1 + €(x))0 pour x assez grand, donc f est identiquement nulle pour = grand. Si
vous trouvez cette réponse en exercice, votre réponse est probablement fausse!
Proposition 1.3. On suppose que IM,Yx > M, g(x) # 0.

1. f(x) =410 O(g(x)) = /g est bornée sur [N, +o[ pour un certain N = M.

2. f(2) =omso0 (9(2)) == iMoo o0 f(2)/9() =

3. () ~omion (9(x)) == iMoo f(2)/9(x) =

Ezemple 1.1. (révision de terminale/ TMB sur les limites)

1. 2% =, o o(2”) si et seulement si o < .
En effet 29/2° = 1/2°~ et cela tend vers 0 en +o0 si et seulement si 8 — a > 0.

2. 7% =, 4 0(e’) pour a e IR, 8> 0
En effet 2%/e* = 2%e=5* et cela tend vers 0 en +o0 pour 3 > 0.

3. e =, o) pourae R, >0
En effet 7% /2% = 27% 77 et cela tend vers 0 en +oo pour 3 > 0.

4. si P(z) = >;_, apz® polynome avec a,, différent de 0 alors P(z) ~; o an,z" car P(z)/z" =
Do @ T =4 ay + o(x).
Un Polyn6éme est équivalent en +o a son terme de plus haut degré!

Les relations de bases suivantes doivent étre comprises et utilisées librement.

Proposition 1.4. Soient f, g, h, k des fonctions.

1 f(#) =sso0 0(g()) :f =zt O(g(x)).

2. [(2) ~amsioo 0(9(2)) = [ =amsioe O9(2)).

3. f(#) =210 O(N(2)) etg( ) =2t O(h(2)) = f(2) + 9(2) =2 se0 O(A(2))
4 () =oi0 O(h(2)) et g(2) =amior O(K(2)) = [(2)9(2) =200 O(h(x)k(2))
5. f(x) =syor 0(h(2)) el 9(x) =2io0 0(h(2)) = [(2) + 9(2) =2 so0 0(R()).
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2) = 0(h(2)) et g2) =orr O(k(x) = F(2)g(x) =srrr o(h()(z).
~eorw B(2) et g() ~asion k(z) = f(2)9(2) ~oio0 h(2)E(2).

- f(x)

- f(x) ¢

- (@) =oi0 O(g(2)) €t 9(x) =s400 O(M(x)) = f(#) =040 O(A(2)).
- (=) ) =

f(z)

T

© % N D

Xz

o0 0(g(2)) €t (2) =100 Oh()) = F(2) =es o0 0
et O(9(@)) et g(x) =prsop o(h(x)) = [(2) =prro ol
Remarque 1.3. ATTENTION : PAS de SOMMES d’EQUIVALENTS '

Si f(z) = T+, g(z) = x—x°, alors f(@) ~omsen z?, 9(T) ~zop —® mais (@) +g(z) =22 #4000
0. C’est la source principale d’erreur qui produit des équivalents & 0.

10. T

Démonstration. (vu seulement partiellement en cours) Avant de commencer la preuve, remarquons
que g(x) =440 O(k(z)) si et seulement si, pour x assez grand, g(z) = M(z)k(z) avec M une
fonction bornée. En effet, si k(z) = 0, |g(z)] < M|k(z)| donc g(z) = 0 et on peut poser M(z) = 0,
et si k(x) # 0 on pose M(xz) = g(x)/k(zx), dans tous les cas |M(z)| < M pour x assez grand donc
elle est bornée. La réciproque est évidente. Dans cette preuve toutes les limites sont en 4o0

1. Si f(z) =4ta0 0(g(2)) alors f(x) = e(x)g(x) et €(x) —4i0 0, donc €(z) est bornée par M
et [f(2)] = le()llg(x)| < Mlg(z)] et f(x) = O(g(x)).

2. Si f(x) ~pio0 0(g(x)) alors alors f(z) = u(x)g(x) et u(r) -4+ 1, donc €(x) est bornée

par M et |f(z)| = |e()l|g(x)] < Mlg(z)[ et f(x) = O(g(x)).

=z—t0 O(h(2)) et g(x) =2y O(h(2)), 0 T

+vs 0(h(x)) €t g(7) =410 o(h(x)) alors pour & grand f(x) = e(@)h(x) et f(x) =
i ne f(z) + g(e) = (e(x) + n(a))hiz

) et comme

3. Si f(z) a pour x grand |f(z)| < M|h(z)| et
l9(x)] < N|h(z)| done [f(z) + g(z)| < [f(2)] + |g(x)] < (M + N)|h(x)| donc f(z) + g(x) =
O(h(z)).

4. 81 f(z) =smi0 O(h(2)) et g(z) =smr00 O(k(x)), on a pour z grand |f(z)| < M]h(z)|
et |g(z)] < Nlk(z)| donc [f(2)g(x)] < |f(2)llg(x)] < MN|h(z)|[k(z)| donc f(x)g(z) =
O(h(x)k(x))-

5. Si f(x) =
n(z)h(x) avec lime(z) =
lim(e(z) +n(x)) = 0, f(z) + g(z) = o(h(x

6. f(z) =20t 0o(h(x)) et g(z) =440 O(k(z)) On a f(x) = e(z)h(x) et (par la remarque
du début de la preuve) g(x) = M,k(z) avec lime(z) (= 0e < M, donc f(x)g(z) =

e(x) Mnh(z)k(z) et [e(z) M| <

f(@) ~oyor h(z) et g(z) ~u

u(r) = 1,v(x) — 1 donc f(z)g(x) —u(ﬂf)h(w)v(x)/f(r) tu(z)o(z )—> 1 donc f( )9(2) =2t

o(h(x)k(x)).

8. (&) =amssor O(g(x)) et
Nlh(z)| done [f(z)] <

9. f(l’) ~z—+0 ( (x))
début de la preuve) g(z)
e

et [e(x) M (x)| < |e(z)|M

t | M|
()|M—>0d0n6fl°) x) = (()())

)

=2—+ O(h(z)) on a pour x grand |f(z)| < Mlg(z)| et |g(x)| <
()] et donc f(z) = O(h(x)).
et O(R(x)) On a f(x) = e(z)g(z) et (par la remarque du
Yh(z) avec lime(x) = 0 et |[M(z)| < M f(x) = e(x)M(x)h(z)

M(z
0 donc f(x) = o(h(z)). Le dernier cas est similaire.

e
MN]h
e

O



2.2 Comparaison en a € IR et comparaison générale

Nous rappelons ensuite les comparaisons de fonctions en a € IR pour déduire des développements
de Taylor usuels (cf L1) les équivalents usuels.

Définition 3. Soit D < IR, avec soit D =]a, b], soit D = [b,a[, soit D = [A, 40| et alors a = 40,
soit D =] — o0, A] et alors a = —w0, f,g: D — IR | deux fonctions.

1. Domination. La fonction f est dite dominée par la fonction g au voisinage de a et on note
f(z) =24 O(g) 'l existe une fonction u : D — IR, bornée (au voisinage de a), telle que
f=gu.

2. Négligeabilité. La fonction f est dite négligeable devant la fonction g au voisinage de a et on
note f(z) =,., 0(g(x)) s’il existe une fonction u : D — IR telle que lim,_,, u(x) = 0 et telle
que f = gu.

3. Equivalence. La fonction f est dite équivalente a la fonction g au voisinage de a et on note
f(z) ~20a g(z) §'il existe une fonction u : D — IR telle que lim,_,,u(z) = 1 et telle que
f = gu. Ceci équivaut a f(x) — g(x) =4 0o(g(x)).

Ezemple 1.2. (révision de terminale/TMB sur les limites, a comparer a [L.1])
1. 2% =, . o(2”) si et seulement si a > 3.

En effet 29/2° = 127 et cela tend vers 0 en 0 si et seulement si a — 3 > 0.

2. si P(x) = X,,_; axz"® polynome avec q; différent de 0 alors P(z) ~, 0 ajz’ car P(x)/z! =

S apxt Tl =, a; + o(x).
Un Polynéme est équivalent en 0 4 son terme de plus petit degré!

On a les mémes propriétés 1.2, 1.3,1.4 que pour les relations de comparaisons en +00, en rempla-
cant +00 par a . On obtient des équivalents en utilisant les développements limités vus en TMBIL.

Proposition 1.5 (Equivalents usuels en z — 0).

e’ —1~, 07, In(l+2x) ~40 z,
sin(x) ~z 0 x, tan(z) ~,_0 «,
7 1

cos(z) =1 ~p 0 —— —1 ~, 0,

2’ l—x
(1+2)*—=1~,.0azx,(ae lR).
f dérivable en a avec f'(a) # 0: f(z) — f(a) ~4ma f'(a)(z — a).

Ezemple 1.3. (Développements limités)

Une relation f(x) =,., P(z) + o((x — a)™)) ou P est un polynéome (de degré n s’appelle un
développement limité (DL) en a. Vous avez vu le cas n = 2 du développement de Taylor qui a cette
forme en TMB (revoir la p 38 déja citée). Les sommes et compositions de DL (permises par les
résultats sur les o) sont un substitut des sommes d’équivalents.

1. http://math.univ-1lyonl.fr/ frabetti/TMB/TMB-1ivret-2018.pdf p 38


http://math.univ-lyon1.fr/~frabetti/TMB/TMB-livret-2018.pdf

Proposition 1.6 (DL usuels en 2 — 0).

1 1
T =0 1+ +a2* + 2%+ o(z?), o e -2+ 2% —2° + o(a®)
2 3 2 3
e’ =0 l+a+ 5t % +o(z?), In(l+2) =402 — % + % +o(z?),
3 2 4
sin(x) =, 0 x — % + o(z?), cos(x) =40 1 — % + % + o(z%),
o afa—1) , 2
(1+2)* =201+ ax+ 5 x4 o(x?), (o € IR).
Exercice 2. Trouver un équivalent en x — 0 de
1 1
flz) = - — sin(z)

1l—2z 1—2a2

En déduire la limite lim,_,q %

Proposition 1.7. (Composition des équivalents a droite) Si f(x) € D et lim,_,, h(x) = a et soient
fyg: D — IR alors

181 f(x) =2—a O(g(2)) alors f(h(x)) =s-p O(g(h(2))).
2. Si f(x) =2-a 0(g(x)) alors f(h(x)) =2 0(g(h(2))).
3. 5i [(x) ~oma g(x) alors f(M(z)) ~amsp g(h()).

Ezercice 3. Calculer la limite lim, (1 + %)“”

3 Intégrales impropres

Définition 4. Pour une fonction f continue sur un intervalle I qui n’inclut pas toutes ses bornes ou
qui n’est pas borné, on définit I'intégrale impropre de la maniére suivante :

1. Dans le cas I = [a,b] avec a < b, be R U {+w}

Lbf(x)dx = lim ch(x)dx

2. Dans le cas I =]a,b] avec a < b, a € R U {—w0}

Lbf(x)dx — lim ff(a;)dx

c\a

3. Dans le cas I =]a,b[ avec a < b, a € IR U {—w}, be IR U {+w} on prend a < ¢ < b et on pose

Lb f(x)ds = J " f(a)do + J ’ f(z)dz.

Dans tous ces cas, on dit que l'intégrale est convergente si la limite existe et est finie.



Dans tous les cas, on s’occupera surtout du cas I = [a, b[ puisque le cas I =]a, b] est similaire en
remplagant f par x — f(—x)

Le cas le plus important est le cas suivant (car on va disposer de théorémes de comparaison avec
des fonctions positives de références) :

Définition 5. Pour une fonction f continue sur un intervalle I (comme dans la définition précé-

dente) est dite intégrable sur [ si SZ |f(x)|dz converge. Dans ce cas on dit aussi que SZ f(x)dx est
absolument convergente.
J —da:

La limite infinie est en 0. Donc Soit ¢ > 0 on Calcule Stl ﬁdw = [24/7]} = 2 — 24/t. La limite en
t — 0 est finie donc 'intégrale converge et vaut 2.

Exercice 4. Convergence et valeur de

3.1 Exemples de référence (a connaitre TRES BIEN)

1. Sgo e *dx converge et vaut 1. En effet,%1 e %dr=1—e4 - 4, 1.
Plus généralement, SSO e “dxr converge ssi a > 0, et vaut alors 1/a.

2. Sio t%dt converge si et seulement si a > 1 et vaut

*1 1
| ftt= e
1 tOé Of_l

“1
J —dt = 40, < 1.
p

a+1

En effet, si o # 0, Sl tladt— a+1

Aottt —A+o0 TXO
. A
Sia=1,{ 1dt =In(A) - a0 +0

Let pour a > 1, A™ — 41 0, tandis que pour a < 1

3. Sé t%dt converge si et seulement si a < 1 et vaut

1
1 1
J—dtz ya <1
o t® -«

|
f—dt=+oo,oz>1
ot

a+1

En effet si a # 0, Sl Ldt = " et pour a > 1, a~ — 40 +00, tandis que pour a < 1
a —a+1 — a0 0

Sia=1,§ tdr=|In(a)] =g o

a+1

4. SSO tl dt = +oo diverge toujours pour tout o € IR(en combinant les 2 points précédents).

5. (7 L_dt diverge.

e tin(t)

En effet Se “n(t ——dt = [In(In(¢))]2 = In(In(A4)) — In(1)

6. § tln(t 7 dt converge si et seulement si § > 1 et vaut 3 77 (exo : cf TD).



3.2 Théorémes de comparaison

Le contexte est le suivant : on se donne une fonction continue f : I = [a,b[— IR et on étudie la
nature de l'intégrale impropre SZ f(x)dx

La méthode la plus simple consiste & chercher une fonction convenable continue et positive g :
I = [a,b[— [0,0[ et de comparer f a g. Les trois résultats de base a utiliser sont les suivants (avec
C>0 une constante).

Théoréme 1.8. Théoréeme de comparaison (I).
1. Si|f(z)| < Cg(x), YV € [a,b], et si Szg(x)dx converge, alors SZ f(z)dzx converge (absolument).
2. Si f(z) = Cg(x), Vx € [a,b] et si SZg(a:)da: = +0 alors SZ f(x)dx = +o0.

Théoréme 1.9. Théoréme de comparaison (I11). Si f(x) ~, ~ g(z), alors
1. Si SZg(a:)da: converge alors SZ f(x)dz converge.

2. Si SZg(x)dx = 4+ alors SZ f(z)dz = +o0.

Ezercice 5. Etudier la nature des intégrales suivantes :

1/ fo l_xﬂd:@ 2/ fo wduﬂc, 3/ fo lnj/(g)dx

3.3 Une Méthode pour le cas non-intégrable : intégration par partie
Quand une intégrale fait intervenir f(x) = sin(x), cos(x), e ou bien d’autres fonctions "osci-
lantes" bornées ayant une primitive bornée, il peut étre utile d’utiliser une intégration par partie (ou

plusieurs) pour se ramener a une intégrale absolument convergente. Donnons un cas typique :
Ezercice 6. ( a faire, cf TD) Montrer la convergence de
oo
sin(z
J sin) .
0 x

Exercice 7. Montrer la convergence de

f : sin(z?)dx.

0

4 Mesures, intégrale de Lebesgue et théorémes limites pour
I’'intégrale

4.1 Mesures : motivation, définition, exemples

Motivation : En physique, on modélise a la fois des répartitions de masses continues (ayant une
densité de masse donnée par une fonction par exemple continue) et des distributions discrétes :
les points matériels. On voudrait pouvoir voir les points matériels comme des généralisations des
fonctions de densité de masse, ol la masse se concentre en un point.

La théorie des distributions fera cela plus généralement pour les distributions de charges, mais la
notion de mesure, plus simple, permet de traiter le cas des masses positives. Comme elle s’inspire de la
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notion d’intégration, elle est plus simple et nous donnera la plupart de nos exemples de distributions,
donc on commence par traiter ce cas dés maintenant.

L’idée est donc de généraliser la notion d’intégrale. Etant donné une fonction continue (qui repré-
sente une grandeur observable), I'intégrale donne un nombre (une observation), qui représente une
moyenne de la fonction (du moins une fois 'intégrale divisée par la longueur de U'intervalle d’intégra-
tion). Elle a différentes propriétés importantes : elle est linéaire, elle préserve les inégalités. De plus,
elle permet certains passages aux limites par le lemme suivant (vu en MATH 3) :

Lemme 1.10. Soient f,, f des fonctions continues sur [a,b] telles que f, converge uniformément
vers f alors SZ folz)dr — SZ f(z)dx

On appelle C?(IR") I'ensemble des fonctions continues dites a support compact (c’est-a-dire nulles
en dehors d’un bornée [—M, M]™).

Définition 6. Une mesure p sur IR™ est une application linéaire p : C?(IR") — IR continue au sens
suivant : si (fi,)m=o0, f € C°(IR™) sont nulles en dehors du méme [—M, M|" et || fn — f||lc — 0 alors

p(frm) =myoo 1(f)-
f f(@)du(a f Flauldo) = [ fi.

On note alors
Une mesure est dite positive si u(f) = 0 dés que f = 0. Une mesure est dite de masse finie si

|l (IR") 2= sup{u(f) : =1 < f <1} < 0.

Si u positive de masse finie on note “la masse totale" |u|(IR") = p(IR") = sup{u(f) : 0 < f < 1} (on
aura |u|(IR") = §pn Ldpu).

Dans la suite, on se restreint surtout au cas n = 1 (parfois n = 2). Notre notion de mesure
(définition de Bourbaki) est parfois appelée «mesure signée de Radon» sur IR".

Exemples

Ezemple 1.1. (Mesure de Lebesgue) Si f est continue a support [a,b], on pose A(f) = Sz f(z)dz
Le lemme [LI0O implique que c’est une mesure, appelée mesure de Lebesgue. Elle est positive car
I'intégrale d’une fonction positive est positive. Elle n’est PAS de masse finie.

Ezemple 1.2. (Mesure a densité continue) Soit g une fonction continue sur IR. Si f est continue a
support [a, b], on pose Tj( S f(x)g(x)dx. Le lemme [[L.T0 implique que c¢’est une mesure appelée

mesure de densité g (par rapport a la mesure de Lebesgue). Elle est positive si g est une fonction
positive. Elle permet de représenter une distribution de masse de densité g(x) en z.

Ezemple 1.3. (Masse de Dirac en a) Soit a € IR et f une fonction continue, on pose d,(f) = f(a). Il
est simple de voir que c¢’est une mesure positive, appelée mesure de Dirac.

Exemple 1.4. (Distribution surfacique sur le cercle) Soit r € IRY et f une fonction continue sur IR?,
on pose

Se(f) = % L ﬂf('r’ cos(t), rsin(t))dt.

Il est simple de voir que c¢’est une mesure positive, appelée mesure uniforme sur le cercle de rayon r.

Linéarité Si u, v sont des mesures : ¢ p + d v est encore une mesure, donc I'intégrale est linéaire
en la mesure (par définition) :

| f@ e+ aian) = | f@mtan +a | f@as).
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Mesures de Dirac comme limites

Définition 7. (convergence des mesures) Une suite de mesures p,, converge (vaguement) vers une
mesure 4 si pour toute fonction continue a support compact p,(f) — p(f).

Remarque 1.4. Par exemple, d,,(f) = f(n) — 0 pour tout n & support compact donc d,, —,,_,, 0 ce qui
autorise une perte de masse a l'infini. On utilise parfois (mais pas dans ce cours) pour les mesures finies
une convergence plus forte (dite étroite) qui implique p,,(IR") — p(IR"™) (convergence/conservation
de la masse).

Ezemple 1.5. (Masse de Dirac approchée par une fonction en forme de bosse et intuition physique)
Soit p une fonction supportée sur [—1, 1] positive avec Sil p(x)dx =1 (par exemple p(z) = 1 + x si
x <0, p(z) =1—zsiz>0).Soit p,(x) = np(nz) est a support [—1/n,1/n]. Sur un dessin (cf cours
d’amphi), on voit que ce changement d’échelle revient a regarder une bosse de méme masse 1 mais
"vue de loin". A la limite n — o0, on va regarder de si loin que I'on ne verra plus qu’une "masse
ponctuelle".

Formellement, on a la limite de mesures

lim 7T}, = do.
n—ao
En effet, on a 7, Sl/ln/n (z)dz est proche de {" 1n f(0)pn(z)dz = f(0) par continuité de

f et vu le choix S—l/n pn(x)dr = S_l p(x)dr = 1 par changement de variable.

Remarque 1.5. On remarque que pp(z) — 0si z # 0 et p,(0) = n — oo. Mais la limite simple
g = w01y a une intégrale nulle § g(z) f(x)dz (au sens de la section suivante). La limite simple ne suffit
pas a comprendre la “fonction généralisée" qu'est la mesure de Dirac. L’intégrale § f(x)d(dz) = f(0)
est pourtant souvent notée { f(z)d(x)dz en PHYSIQUE (PAS dans ce cours de math).

4.2 Intégrale de Lebesgue (facultatif)

Dans cette section on suppose que @ est une mesure positive. Pour avoir des théorémes limites
plus simples, on étend l'intégrale { f(z)u(dz) a des f non continues. C’est une extension compliquée
au deld du niveau de ce cours. Deux conditions sont nécesaires sur f. On dit que f est mesurable (ou
borélienne) si elle est limite simple de fonctions continues : c’est a dire il existe f,, suite de fonctions
continues telle que pour tout x, lim,,_,, f,(z) = f(z).

Dans ce cas, on peut donner sens a S]R" |f(x)|dz (en utilisant des théorémes limites de la section
suivante).

Définition 8. Une fonction mesurable f est dite intégrable si §pn |f(z)|p(dr) < oo. On note
LY(IR", du) Tespace des fonctions intégrables. On peut alors définir

| s

Dans le cas 1 = A la mesure de Lebesgue, on note { f(2)A(dz) = § f(z)dx car la valeur étend le
cas ou f est continue par morceau intégrable (au sens de la section 1).
Les propriétés principales sont les suivantes :

Proposition 1.11. Soit f,g € L'(IR", 1), avec u mesure positive

12



~

. pour c,de IR, cf +dge L*(IR", 1) et lintégrale est linéaire :
[t + dg@auto) = ¢ [ r@auta) + d [ g@ydu(o)

f<g=(fdu<Sgdu . En particulier, f =0 =§ fdu > 0.
. |h| < |f| et h mesurable implique h € L*(IR", j1).

. En particulier si h mesurable bornée alors hf € L*(IR", ).

- | S hdul < §|hldp.

v AN L

Dans la suite, on considére que toutes les fonctions rencontrées sont mesurables sans
justification.

Définition 9. Une fonction mesurable g sur IR est dite localement intégrable par rapport a pu si
glia,b] € L*'(IR, p) pour tout [a,b] < IR"™. On note L;, (IR, 1) leur ensemble.

loc
On dit que g est localement intégrable si g = X la mesure de Lebesgue et on note g € L, (IR).

Exemple 1.6. (produit d’une mesure par une fonction) Soit g € L}, (IR, p1) Si f est continue sur [a, b]

(donc bornée) fg est intégrable sur [a,b], et on pose (gu)(f) = SZ f(x)g(x)u(dz). 11 est facile de voir
que c’est une mesure gu produit de g avec p.
Si g, u sont positives, gu est positive et si g € L'(IR, i), gu est de masse finie.

L’indicatrice de I est la fonction 1; qui vaut 1;(z) =1sizelet 1;(z) =0siz ¢ [.
Soit I un intervalle de IR. Par définition, on note

| sau= ] i

Dans la suite, 1 une mesure positive sur IR.

5 Intégrales dépendant d’un paramétre

Dans cette partie £ est un espace vectoriel de dimension finie (disons £ = IR, IR? IR?).
Soit I un intervalle de IR (ou un ouvert de IR?, R?). Soit finalement A — E une partie de E et u
une mesure positive sur I (restriction d'une mesure sur IR, IR? IR?).

Définition 10. Soit f : A x I — €. On suppose que pour tout = € A, t — f(x,t) est intégrable
(dans LY(I,p)). Dans ce cas, on peut poser :

F(z) = §, f(x,t)p(dt). On définit ainsi une intégrale dépendant d'un paramétre la fonction F :
A— G.

Ezemple 1.4. Soit F: IR — R. F(z) = {} —%

— Jo Tz
Dans ce cas on peut calculer en changeant de variable pour = # 0 (F(0) = 1 est évident) :

(Y d(xt) Arctan(x)
L 1+ x22 x '

L’étude des intégrales dépendant d’un paramétre est surtout utile quand on ne peut pas calculer
'intégrale (cas de la convolution, les transformées de Fourier ou Laplace plus tard). En fait, On peut
voir Arctan comme une fonction définie en utilisant une intégrale dépendant d’un parameétre (si on
ne connait pas la fonction tangente pour la définir comme son inverse).
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Théoréme 1.12. (Théoréeme de continuité avec hypothése de domination)
Soit f: Ax1— (.
On suppose :

1. Pour tout x € A, t — f(x,t), est mesurable (par exemple continue par morceau) sur I.
2. Pour tout t € I,x — f(x,t) est continue en xy € A.

3. (Hypothése de domination) Il existe une fonction intégrable g : I — IR, telle que
Vie ILVxe A, |f(x,t)] < g(t).

Alors la fonction x — F(x S[ x,t)dt est continue en xg.

On remarquera que dans '’hypothése de domination, la fonction g ne dépend pas de x.On peut
remplacer 1,2 par " f continue sur A x I".

Exemple 1.5. Soit f : IR — € intégrable sur IR. Sa transformée de Fourier est définie par :

- J]R f(x)e " da.

Elle est continue sur IR en utilisant une domination par |f|. (plus de détails aux chapitres suivants.)

Ezercice 8. On verra plus tard le calcul de cas non intégrable, comme f(z) = %, alors on peut
calculer (comme intégrale impropre pour p # +1)

= | flz)e ™ de = 7l (),
J]R S
qui n’est clairement pas continue. L’hypothése de domination est donc nécessaire.

Théoréme 1.13. (Théoreme de dérivation successive) Soit f :|a,b[xI — IR avec f une fonction de
classe C* (k € IN x {00}, c’est a dire f est k fois dérivable avec toutes ses dérivées continues).
On suppose qu’il existe ¢g, 1, ..., Or intégrables sur I telles que pour p =0,... k :

or f
Alors la fonction x — F(x) =, f(z,t)du(t) est de classe C* sur U et pour p <k :
OPF or f

S0 = | St nau)

oxP
(« la dérivée p-eme de l'intégrale par rapport au paramétre est l'intégrale de la dérivée p-eme par
rapport au parameétre »)
Ezercice 9. On pose F(z) = e~ cos(tx)dt.
1. Montrer que F est définie sur IR.
Correction : En effet |e_t2 cos(t:c)| < e < g(t) = V2 car t2/2 >t—1/2 pour t > 0;

Comme g est intégrable So t)dt = e'/2, on dedult que f(t,z) = e~ cos(tx) est intégrable en
t.
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2. Montrer que F est continiment dérivable. Donner une expression de F'(z).

. 1 . . . o : 2 _
Corregtlon : fest C 2 et dominée par g, il faut dominer sa dérivée partielle 5~ f(t,z) =
—te sin(tz) Or te=*/? est bornée par C(continue et tend vers 0 en 00 ou max atteint
pour e */2(1 —2) = 0 en ¢ = 1 (min atteint en —1, donc bornée par e~ V/2 = ()
donc on a la domination |- f(t, z)| = te=" sin(tz)] < Ce /% < Cy(t)

Par le théoréme de dérivation F est C' et :

Q0
F'(z) = —J te™" sin(tz)dt.
0

3. Montrer que pour tout x € IR, on a F'(z) + $F(x) =0

Correction : on intégre par partie u(t) = e, w/(t) = —2te™" v(t) = sin(tz) v'(t) = x cos(tz) :
, 1 © , 1 2 . o 1 ®© ’ x
Fl(z) == | d()vt)dt =—-[e " sin(tx)] — = | w@)V'(t)dt =0— =F(x).
2 J, 2 2 J, 2

2

4. En déduire que la fonction G(z) = eT F(z) est constante. C’est le cas car G'(z) = e§(F’(:E) +
ZF(x)) =0
2

T

:1;2
5. Conclure que F(x) = e~ T pour x € IR.

En effet, on évalue en passant en polaire puis u = r?

) ) 0 00 g o0 /2 2 T [® Y T
G(0)* = F(0)* = e dtds = | dr dfe ™" r=—| due ™ =-—.
o Jo 0 0 4 Jo 4

6 Compléments (non vus en cours)

6.1 Théoréme de Fubini

Au lieu d’intervertir intégrale et dérivée, on intervertit intégrale et intégrale. Ici I,J sont des
intervalles de IR et u, v des mesures positives sur I, J respectivement.

Théoréme 1.14. (Théoréeme de Fubini) Soit f : I x J — € une fonction mesurable

1. (Fubini-Tonneli) si f = 0 alors on a égalité des nombres dans [0, +00] :
| o) [ antorste) = [ duto) [ avt) )
J I I J
2. (Fubini) Si §,dv(y)§, du(z)|f(z,y)| < o alors

| avt) | dute)sa) = | anto) | aviwsen.

6.2 Théoréme de convergence dominée

Le résultat suivant est le fondement de I’étude des intégrales & parameétres.
On se restreint au cas de IR mais le cas IR" est similaire.
L’indicatrice de I est la fonction 1; qui vaut 1;(z) =1sizelet 1;(x) =0siz¢l.
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Soit I un intervalle de IR. Par définition, on note

Fip = | s
J =
{4 une mesure positive sur IR.

On rappelle que f,, converge simplement vers f sur I si pour tout x € I : lim, . fn.(z) = f(x).
Pour les fonctions complexes, l'intégrabilité veut dire intégrabilité des parties réelles et imaginaires
et :

de,u J )d,u—l—zf[m(f)du.
Le résultat suivant est le théoréme de convergence le plus important :

Théoréme 1.15. (Théoréme de convergence dominée de Lebesque TCD) Soit f,, : I — € une suite de
fonctions intégrables qui converge simplement vers une fonction f On suppose qu’il existe g : [ — IR,
intégrable (soit §, g(x)du(z) < +0) telle que :

Vte I|f.(t)] < g(t) (Condition de domination),

alors f est intégrable et :

ffw=ggfnw.

Ezemple 1.7. Soit f, = 1j,n41) de sorte que {[g fu(z)dz =1 On a f,(z) — 0 = f(z) mais

J]R f(r)dz =0 < Jlim. an(:c)d:c = 1.

g(x) = sup, fu(z) = 1l 4o est une domination non intégrable §g(z)dx = +oo. Le théoréme ne
s’applique PAS.

On n’utilisera pas directement ce théoréme mais ces conséquences de la section suivante. Il permet
de donner la preuve du théoréme de continuité des intégrales a parametres.

Preuwve du théoreme[112 L’hypothése de domination garantit que ¢ — f(x,t) est intégrable. Soit
x, € A tel que x,, — zo. Par continuité de = — f(x,t), pour chaque t, f(x,,t) — f(zo,t). On peut
donc appliquer le théoreme de convergence dominée pour conclure lim,, . §, f(zn, t)dt = §, f(xo, t)dt.

[

6.3 Un meilleur Résultat de dérivabilité des intégrales & paramétres

Théoréme 1.16. (Théoreme de dérivabilité avec hypothése de domination) Soit f : U x I — € avec
U =]a,blc IR un intervalle ouvert.
On suppose :

1. Pour tout x € U, t — f(x,t), est intégrable sur I.
2. Pour toutt € I, la fonction x — f(x,t) admet une dérivée sur U ett — ﬂ(az t) est mesurable.

8. (Hypotheése de domination) Il existe une fonction intégrable g : I — IR, (i.e. §, g(t)u(dt) < o)
telle que
of

Vie [, VexelU, |=—(x,1)|<glt).
crvwet, o) <o

16



Alors la fonction x — F(x S[ wu(dt) admet une i-éme dérivée partielle sur U et :

oF of
- = | ==(z,t)u(dt).
5@ = | St
Démonstration. (admise en cours) On fixe zy et montre la dérivabilité en xy. On pose
[z, t) = fxo,t) of
h(xz,t) = t  h t) = —(x,1).
("L‘a ) T — o , S T #F o € (x07 ) al_(l‘7 )
Pour x # xy,
F(x) = F(x)

_ Lh(az, Dt

Il suffit donc de prouver que @ — §, h(x,t)dt est continue en xo. Par hypothese, t — h(z,t) est
continue par morceau et z — h(z,t) est continue. Enfin I'inégalité des accroissements finies donne,

r — X

pour x # o : [h(z, )| < SUD ey 4] )gx (u, t)‘ g(t). La méme inégalité étant évidente en g, on a la

condition de domination et le théoréme de continuité conclut. O
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Chapitre 2

Transformée de Laplace

Définition 11. Pour une fonction f : IR, — € (ou bien une fonction sur IR telle que f(z) = 0 si
x < 0. On pose, pour s € R

cane - [ " ptyetar

(pourvu que l'intégrale existe). Une fonction f : IRy — C est dite de type exponentiel avec
paramétre a € IR, §'il existe C >0 tel que pour tout ¢t € R, | f(¢)| < Ce®. Sif est de type exponentiel
avec parameétre a, alors L[ f](s) existe pour s > a .

1 Formules calculatoires

Théoréme 2.1 (Propriétés de bases de la transformée de Laplace). Si f,g € L'(IR) :
1. (linéarité) L[f + g] = L[f] + L[g] et Llcf] = cL|f] pour c e C.
2. (retard fréquentiel) Si a € IR, L[e™ f](p) = L[f](s — a).
3. (Produit par t) Si f est de type exponentiel a, alors pour s > a :

LILfB)](s) = —(L[f])(s)-
4. (Dérivée) Si f, f' sont de type exponentiel a alors pour s > a,
LIf'(s) = sLIf](s) — f(0).

5. (Convolution)Si f, g positives ou de type exponentiel, en posant (f = g)(t) = Sé f(t—s)g(s)ds,
on a : LLf = g](s) = LLf](s)L[g](s)

Dans le dernier point, on considére f, g comme nulle pour = < 0 de sorte qu’avec la définition du
chapitre suivant de la convolution :

G = [ foate=sas = [ - s)ds = [ sie-9ts)as

On verra au chapitre suivant la convolution de fonctions plus générales.

Démonstration. 1/ évident par linéarité de l'intégrale.
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2/

+00

2l = |

0

e f (t)edt = f F(H)e ¢ = L[f](s — a)

s) = foo f(t)te *at

Or Z(f(t)e™!) = —f(t)te™". Si f est de type exponentiel avec |f(t)| < Ce™, alors |¢f(t)| <
Celat9tte=et et te= < D vu sa limite nulle donc tf est de type exponentiel a + € pour tout € > 0.
On a donc la domination pour s > a+e€ : | Z(f(t)e *")| < CDel*" =" par une fonction intégrable
(vu le choix de s), donc par théoréme de dérivation avec condition de domination :

(LLfD)(s) = =L[tf(1)](s).
Pour s > a + €. Mais comme € > 0 est arbitraire, on a cela pour s > a.
4/ On fait une intégration par partie u = f,u’' = f',v'(t) = se”*, v(t) = —e~ " :

3/

s) = LJFOO f(t)se™tdt = [—f(t)e ™"]§* + L+OO f/(t)e "tdt

Or pour s > a, vu |f(t)e™t| < Cel®® —, 0, on trouve le résultat :

SLLf1(s) = f(0)e™ + JOM fi(t)e™™dt = f(0) + LLf1(s).

5/0n calcule (en intervertissant les intégrales par le théoréme de Fubini-Tonelli [LT14] dans le cas
positif, la justification du cas intégrable se fait en utilisant le cas positif et le théoréeme de Fubini
(hors programme))

J#DJ f(t —u)g(u)due* s(t—u) ;—su gy _ J duf dtlpeny f(E—u)e” s(t— Ug(u)efsu
J d“f dif(t—u)e " g(u)e™" = L[f](s)L[g](s).

2 Exemples de référence

Exemple 2.1. On a
n!

L[)(s) = .

En effet, pour n = 0, S+OO e 'dt = 1 (cf. chapitre 1 section BI)). Puis par le Théoréme 211(3), et
par récurrence :

£fs) = £y =~y -

Ezemple 2.2. En général, la plupart des exemples sont des sommes de séries f(t) = Zf 0o Za, et la

transformée de Laplace (pourvu qu’elle fasse sens, par exemple si f est de type exponentlel) est (au
moins pour s grand) L[f](s) = > anmrr
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FEzercice 10.

n!
(8 _ a)nJrl '

Lle™t"](s) =

FEzxercice 11.

L[e™ cos(wt)](s) = (s —a)

s —a)? + w?
( )

FEzercice 12.

Lle™ sin(wt)](s) = (S_;)dw.

3 Inversion de la transformation de Laplace pour les fractions
rationnelles

La formule d’inversion de la transformation de Laplace est trop compliquée pour ce cours (et ne
pourrait se formuler qu’au dernier chapitre). En pratique, cette inversion se fait a 'aide des tables
d’exemples : on connait les transformées de Laplace de certaines fonctions et on essaie de se ramener
a ces cas a l'aide des propriétés algébriques.

Ezercice 13. Soit Y (s) = —2, trouver f telle que L[f] =Y.

(s—a)n? )
On identifie dans I'exemple [0 f(t) = bﬁ::f;t (pour t > 0).
De plus, si Y (s) est une fonction rationnelle, Y (s) = % pour deux polyndmes p et ¢, avec le

degré de q qui est strictement plus grand que le degré de p , on peut décomposer Y (s) en éléments
simples : Le théoréme fondamental de 1'algébre nous dit qu’il existe (des racines complexes de q)

s, Sk tel que q(s) = a(s — s1)™ -+ (s — s,)™. . Il en suit qu'on peut décomposer Y (s) ainsi
— %J
Y(s)=> >, s
i=1j=1 ¢

On peut trouver a;; par une formule. En effet :
Y(s)(s—s;)™ = Z a; (s —s;)™ 7 + P(s)
j=1

avec P(s;) = 0 ainsi que les m; — 1 premiéres dérivées de P P%)(s;) = 0 pour k < m;. Donc pour

1 d(mi—3) |
(mi — j)! [dsmj) (Y(s)(s — si)mg}

On trouve f telle que £[f] = Y par linéarité. On prend f = 3, ity aigfiy avee L] fijl(s) =
1
(s—si)7 "
Méthode réelle pour trouver f avec L[f| =Y pour Y fraction rationnelle
Si Y(s) est une fonction rationnelle, Y(s) = TZ; avec p,q des polynomes a coefficients réels

(toujours avec le degré de q qui est plus grand que le degré de p). Si sg = a + b est racine complexe
de ¢ alors c’est aussi le cas du conjugué 5 = a — ib (et (s — (a +b))(s — (a — b)) = (s — a)?® + b?).
Donc si sy, - -+ s; sont les racines réelles de ¢, on a des nombres aq, by, - - - ay, by réels tels que

Qij =

s=8;

q(s) = a(s = s1)™ (s = s)™ ((s —ar)* + 01)™ - ((s — a)* + b3)™.
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On peut montrer qu’'on peut décomposer Y (s) ainsi

A ng

l i ¥ (A —"_ dl
Gy T LN el PP

21]1

Les coefficients a; j, b; ;, ¢; ; sont uniquement déterminés. Mais il n’y a pas de formule générale
pour trouver b, ;, ¢; ;, mais on peut utiliser la parité, des limites pour trouver ces coefficients.

Ezercice 14. Soit Y (s) = 8(82%1)2, trouver f telle que L[f] =Y.

4 Théoréme de la valeur initiale et de la valeur finale
Théoréme 2.2. Soit f une fonction de type exponentiel 0 et si les limites existent :

lim pL[f](p) = lim f(¢), (valeur initiale)

p—+00 t—0+

lim pL[f](p) = lim f(t) (valeur finale)

p—0+ t—+00

5 Application & la résolution d’EDO
On traite 2 exemples. On se reportera au résumé du cours de I’an dernier pour une solution géné-
rale :http://math.univ-1lyonl.fr/homes-www/ kellendonk/Arbeiten/Math4-2018-cours-resume.pdf

Exemple 2.3. On cherche a résoudre

af'(t) + bf(t) = g(t),t >0, f(0) =

Soit Y(s) = L[ f](s). On a vu que L[f](s) = sL[f](s) — f(0). Donc en appliquant I’équation on
veut que

L[g](s) = aL[f](s) + bLLf](s) = (as + b)L[f](s) = af(0).

Donc on trouve :

Cf](s) = E[g](;:gf(o)'

L’inversion de la transformée de Laplace donne f.

Ezercice 15. Résoudre I'équation :

F6) + —f(8) = H(D),t > 0, 7(0) =

avec H = 1y 4oo[ la fonction de Heaviside.
L’exemple donne

TL|H|(s)+ T
£l)(s) = AL LT
On rappelle que L[H](s) = s~ donc L[ f](s) = —F— = 7(1— s+1/T Donc f(t) = 7(1—e7¥/7),t = 0,

comme il est bien connu.
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Ezemple 2.4. On cherche a résoudre
af"(t) + bf'(t) + cf(t) = g(t),t >0, f(0) = d, f(0) =e.
Soit Y(s) = £[f](s). On a vu que L£[f'](s) = sL[f](s) — £(0) et en itérant :
L[f")(s) = sLLf'](s) = f'(0) = sL[f](s) — f'(0) — 5£(0)
Donc en appliquant I'équation on veut que
L[g](s) = aL[f"|(s) + bLLf'|(s) + cL[f](5) = (as® + bs + ¢)L[f](s) — af'(0) — asf(0) — bf(0).

Donc on trouve :

CIF1(s) = Llg](s) +£:;::253) +af'(0)

L’inversion de la transformée de Laplace donne f.
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Chapitre 3

Convolution et Transformée de Fourier

1 Motivation et définitions

Au S3 vous avez vu la notion de Série de Fourier. Par exemple pour une fonction C! 2r-périodique,
vous avez obtenu une décomposition en série de Fourier (complexe) :

fl@) =) ealf)em™.
neZl,
avec les coefficients de Fourier ¢, (f), obtenus par des intégrales :

2m
) = 5 j e~ £ (z)d.

Cela vous a permis de résoudre des équations différentielles partielles (comme 1’équation de la
chaleur, I’équation de Laplace, ’équation des ondes) dans le cas périodique ou sur des intervalles
[0, L] (en étendant par périodicité).

Si on veut résoudre ce type d’équations sans périodicité, on a besoin de fonctions de base (les
ondes planes) de périodes différentes. Pas seulement ™ de fréquence n mais aussi e® pour p réel (
onde plane d’impulsion ou fréquence p). Dans ce cas, on va analyser la fonction en fréquence (variable
p), mais au lieu d’obtenir une suite, on va obtenir une fonction (de p) : la transformée de Fourier
(une fonction définie par une intégrale dépendant d’un paramétre p, la fréquence). La reconstruction
de la fonction de départ sera donnée par la formule d’inversion de Fourier, qui fera intervenir une
intégrale au lieu d’'une somme.

Pour comprendre la transformée de Fourier d’un produit, on introduit une notion de produit de
convolution (similaire a 'obtention des coefficients de Fourier d’'un produit de fonctions).

1.1 Definitions dans le cas intégrable

On rappelle que L'(IR) = L'(IR, \) est I'espace des fonctions intégrables, c’est a dire f € L'(IR)
si f est mesurable et si

1l s= | Ifaide <+

Pour f e L'(IR), on a déja expliqué qu’on peut définir la transformée de Fourier :
fo) = | e ws
R

23



On note aussi F(f) = f. On veut aussi définir (pourvu que l'intégrale existe) :

fv)=f]Rf(af—ygydy

C’est le cas si f,g € L'(IR), d’aprés le théoréme suivant, qui rassemble les deux cas les plus
simples :

Théoréme 3.1 (définissant la Convolution). 1. Soient f € L'(IR),g € L'(IR). Pour (presque)
tout x € IR, y — f(xz —y)g(y) est dans L*(IR). La convolution de f et g est la fonction f =g

définie par :
0= | fe=watir= | fwata-
Alors f+ge L'(IR).

2. Soient f € L'(IR) et g (mesurable) bornée par C > 0, alors pour tout x € IR, y — f(z—y)g(y)
est dans L*(IR). La convolution de f et g est la fonction f + g définie par : (f = g)(x) =

S —y)g)dy = §p f(y)g(x —y)dy. Alors f « g est bornée par C||f]|1.
Théoréme 3.2 (Proprié¢tés de bases de la convolution). Si f,g,he L'(IR) :
1 (f+g)=(g=f), (f*g)=h=[fx(g=h)
2. (linearité) f=(g+h)=f=g+ f=h, f=(cg) =c(f*g),ce

3. Si f est C* (avec f, f' bornées, par exemple c’est le cas si f est nulle en dehors d’un borné)
alors f=g est Cl et (f+g) = f'*g.

4. fgp) = f)ap)
5. fg(p) = 5=(f = 3)(p)
3 et 4 sont les calculs clefs motivant la définition de la convolution.

Démonstration. 1/ Cela vient de 3 et des propriétés pour le produit, une fois vu le théoréme d’in-
version de Fourier.

2/ cela vient de la linéarité de l'intégrale.

3/Cela vient de I’étude de 'intégrale a parameétre h(x,y) = f(x — y)g(y) :

Jﬁf@—ymwﬂy=LRMLyﬂy

On a domination en utilisant C' borne pour f, f/, |h(z,y)| < Cy(y), | Zh(z,y)| = |/ (z—y)g(y)| <
Cg(y) donc on peut intervertir intégrale et dérivée.

4/ On calcule (en intervertissant les intégrales par une version du théoréme de Fubini, puis en
posant z = x — y)

flR(f «g)(x)e" P dx J]Rdxe ”’”““f dyf(z—y)g(y)
f daff dye PV f (@ — y)g(y)e ™

J R

y J dze™ ") f(z —y)g(y)e ™
J]R dyg(y)e™ f]R dze™" f(z) = f(p)d(p)

=

=
2

R

24



5/ se déduira du théoréme d’inversion de Fourier.
O

Ezemple 3.1. Si f(x) = ﬁe‘ﬁ (fonction gaussienne) alors on a calculé sa transformée de Fourier a

I'exercice [@ En effet, grace a la parité et au changement de variable y = —z (& la troisiéme égalité,
e*iPIJreiP””) .

on fait la demi-somme des deux précédentes puisque cos(px) = 5

+001 +001 ) +001 )

2 o 2 ;
= —e Ve Py = J —e YV ePdy = J —e " cos(pr)dr = QJ —e " cos(pr)dx.
—0 ﬁ —0 \/E 0 \/7_T ( ) 0 ﬁ ( )

f(p)

Donc, on a obtenu a 'exercice [ :

A

flp) = e,
C’est un fait remarquable qu’on obtienne encore une exponentielle similaire. On verra plus loin

par changement de variable que si g(z) = \/%e_“?/ 2 alors g(x) = e **/2 de sorte qu'on obtient un

vecteur propre de la transformée de Fourier.

1.2 Definition dans le cas mesure

Si u est une mesure de masse finie, alors les fonctions bornées sont intégrables et on peut définir :

mmzhﬁmwmw

On veut aussi définir (pourvu que 'intégrale existe, par exemple si f mesurable bornée) :

(i) = (= o) = | fa=n)dn(o)

On étudiera plus ces définitions dans le cadre des distributions aux chapitre 4, mais on peut
traiter le cas des mesures de Dirac :

FExercice 16. Calquler 5;. R
C’est simple d,(p) = e~?*. En particulier §y = 1 est la fonction constante.

FExercice 17. Calculons
(F+800@) = [ e =9)dsu(0) = fa =)

En particulier f =y = f.
2 Exemples de régularisations par convolution

Soit p(x) une fonction C' par morceau, positive et nulle en dehors d'un ensemble borné. On
considere pour € > 0 le changement d’échelle :

Noter que si p est nulle en dehors de [a, b], alors p. est nulle en dehors de [ae, be].
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On a déja rencontré la fonction py/, pour approcher la mesure de Dirac en 0. Vu que toute fonction
f = f =y, on va pouvoir approcher f par des convolutions p..

On utilise 'idée suivante pour “lisser" un signal (le régulariser) :

Idée d’approximation de f : Typiquement, on suppose SIR p(x)dx =1 et f intégrable. Alors
dans un sens a préciser, on a fxp. =0 f, (f*pc)*p. =0 [ et ces fonctions sont des approximations
de plus en plus lisses :

1. f = p. est continue, et si f est continue alors f = p. est C! etc.

2. (f # pe) = pe est C, et si f est continue alors (f = p.) = p. est C? ete.

Pour préciser, un peu
Proposition 3.3. Si f est continue et p continue par morceau, positive et nulle en dehors d’un
ensemble borné avec SZR p(x)dr =1, f = p. converge vers f uniformément sur tout compact.

Proposition 3.4. Si f est dans L'(IR) et p continue par morceau, positive et nulle en dehors d’un
ensemble borné avec §p p(x)dx =1, alors :

I1f 9= fll = [ 1+ pde) = F(@)lds 00
IR
Proposition 3.5. Si f est dans L, .(IR) et p continue par morceau, positive et nulle en dehors d’un

ensemble borné avec SZRP x)dx =1, alors f = p. est continue.

Démonstration. On utilise le TCD si x, — z, f * p(x,) SR Y)pe(zn, — y)dy. Si p est 0 en dehors
de [-C,C], pe est 0 en dehors de [—Ce, Ce], donc p(x, — y) est bornée par D et 0 en dehors de
[z, — Ce,x, + Ce] = [—A, A] vu que z,, est convergente donc bornée.

Pour tout y, on a la convergence simple f(y)pc(z, —y) — f(y)pe(r — y), et on a la domina-
tion : | f(y)pe(xn —y)| < D|f(y)1—a,4(y)| ce qui donne une domination intégrable, vu f localement
intégrable. Donc par TCD :

f o pelea) = f F@)pdan — y)dy — L F(@)peln — y)dy = f » pe(a).
]

On verra le résultat suivant au chapitre 4, avec un moyen de calculer la dérivée de la convolution
(en utilisant une dérivée de p. au sens des distributions).

Proposition 3.6. Si f est continue et p C* par morceau, positive et nulle en dehors d’un ensemble
borné avec §gp p(x)dx = 1, alors f « p. est C.

2.1 Exemples détaillés
Ezercice 18. Soit f(t) = |t| et

0, sit<—1
pt) =< 1/2, si —1<t<1
0, sit>1

Calculer f = p. et examiner graphiquement ce qui se passe quand € — 0.
1
o pe(t ft— Ypely)dy = o |t—y|dy
On distingue des cas :
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— sit < —¢, on at <y dans Uintégrale donc |t —y| =y —t et :

1 (° (y —t)? (e—1t)* — (e +1)°
wpelt) = — —t)dy = e = — —t
Foad =5 | -nir =y K
— sit >¢€ on at <y dans Uintégrale donc |t —y| =t —y et :
_1[ P (et +(e+8)?
Foatt) =5 | @=wy= =2 - ety

— si € >t > —e, on doit couper l'intégrale en 2 selon t < y et y > ¢ donc :

(y —t)? (e—t)+ (e+1t)* €+t

I - -

frpe(t) = L f (t—y)dy+i E(y—t)dy - [_(t - y)2]36+[ e 5

2e 2¢ J, de de

En dérivant, on peut voir que la fonction est C'. On voit graphiquement qu’on a une limite simple
(et en fait uniforme).

Exercice 19. (pour la maison) Soit H(t) = 1jo4x[(t) la fonction de Heaviside et la méme fonction p :

0, sit<—1
pt) =< 1/2, si —1<t<1
0, sit>1

Calculer H = p,. et (H = p.) * p. et examiner graphiquement ce qui se passe quand ¢ — 0.
Veérifier que H = p. est continue et (H = p.) * p. a une dérivée continue.

3 Propriétés et Inversion de la transformée de Fourier

Avant de voir les relations a la dérivée, voyons un calcul explicite pour une fonction nulle en
dehors d’un borné pour voir que dans ce cas, la transformée de Fourier est trés réguliére méme si p
n’est pas continue) :

0, sit<—1

pt) =< 1/2, si —1<t<1
0, sit>1
1 1 ) ip __ ,—ip :
11| g 2= sl
2J 2ip P

sip# 0 et p(0) = 1. On peut voire que cette fonction est lisse (et au chapitre 5 on verra qu’elle est
méme analytique, c’est a dire somme d’une série entiére, comme vu en Math 3).

3.1 Rappels sur les nombres complexes

On rappelle qu'un nombre complexe s’écrit
z=x+iy=re? z,yeR,r=>0,0¢€[0,2n[.
On a les formules pour le conjugué et 'inverse :
if

Z=x—1y=re ",
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a_ vy g

a4y
On rappelle le produit (caractéris¢ par 12 = —1) :
(@ +iy) (2 +iy') = (x2” —yy) +ixy +ya'),
refr'el? = py’el0+0)
On a souvent besoin des formules d’Euler. (a réviser cf. TMB)

¢ = cos(f) + isin(f),

1T + —ix
cos(x) = %,
) eim - efim

sin(z) = 5

3.2 Formules calculatoires

Théoréme 3.7 (Propriétés de bases de la transformée de Fourier). Si f,g € L'(IR) :

1. (linéarité) la transformée de Fourier™ est linéaire : f + g = f+ g, E} = cf pour c € (.
2. (conjuguée) f(p) = f(~p)
3. (Dérivée) Si f C*; f, f' € L*(IR) alors,
J'(p) = inf(p).
4. (Produit par ) Si f,xf € L*(IR) alors f est dérivable et
ef(p) = i(f) ().
5. (Translation) Si g(z) = f(z + a) alors §(p) = e f(p).
6. (Changement d’échelle) Si g(x) = f(sx), pour s # 0 alors §(p) = %f
pe(p) = plep)
7. (Produit) fg = %f* g

(2). En particulier

Idées de preuves. 1/ par linéarité de l'intégrale

2/

~

~

7o) = jm &P F(x)dx = jm e f(x)dx = f(—p).

3/ Cela vient du point suivant et de l'inversion de Fourier ou bien en intégrant par partie v’ =
L u(x) = e/ (z) = —ipu(z) :

~

f'(p) = JJR e~ f'(w)dw = [e”"" f(2)] %, — f]R(—ip)e”’”f (¢)dz = ipf(p).

On a utilisé lim, .4+, f(x) = 0 vu que f, f’ intégrable. En effet si z,, — o0 une suite croissante
(f(zn) — f(xg)) = Z:(f(%) — f(xp_1)) et cette série converge car elle converge absolument

D) = flae)| < ), f |f'(t)|dt = F |F/(t)|dt < oo

Tl—1 o
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Donc, f(z,) converge vers un nombre disons A. Ceci force f(zr) — A mais si A # 0 on aurait
|f(t)] > |A|/2 pour ¢ grand. Donc SZ |f()]dt = |A|(b— a) =y 0, contredisant I'intégrabilité de f.

4/ Dérivation avec condition de domination.

5/ Changement var y = x + a :

mmzjﬁewwmwwwx:LReMy@ﬂw@:emﬂm

6/Changement de variable y = sx :

N i i 1.p
gpzf eszsscd:czj e"’(y/s dy/s = —f(=).
(p) R (s) R Fly)dy/s = - ( 2
7/ déja vu plus haut au théoréme B2 O]

:1;2
Ezemple 3.2. (Retour sur les transformées de Fourier des gaussiennes) Si g,(z) = V;Te_ﬁ alors
on a g,(z) = 1g1(%) donc G,(p) = gi(op). Comme on a calculé a l'exemple BI] que 91/v5(p) =
Gi(p/\V2) = e P’/4 on en déduit §i(p) = e P/2 puis

o 1720'2

9s(p) = m(ﬁp) —e 2 .

3.3 Comportement asymptotique

Théoréme 3.8. (Lemme de Riemann-Lebesque) Si f € L*(IR) alors [ est continue et
Jim f(p) =0

Idée de Démonstration. On a déja vu a 'exemple [8 que f est continue (comme application du théo-

reme de continuité des intégrales dépendant d'un parametre)
Si f est C!, avec f’ intégrable bornée : |f( )| = % ﬂ — (. Sinon, on peut approcher f par
convolution par g, (avec |[f — gn|l1 — 0) de ce type et remarquer 1F@) < |If = galli + Gn(0)]-
Pour obtenir | f(p)| < ¢, on fixe n tel que || f—gn||1 < €/2, puis le n étant fixé, on utilise |g, (p)| — 0.
]

3.4 Théoréme d’inversion

Si on ne sait pas seulement que f converge vers 0 mais qu’on a aussi une propriété d’intégrabilité,
on obtient :

Théoréme 3.9 (Théoréme d’injectivité de la transformation de Fourier). Deuz fonctions continues
intégrables f, g telles que

f(t) = g(t)vt e IR
sont égales f = g (si f,g sont seulement intégrables alors f = g "presque partout”)
De plus, si [ continue intégrable avec f € L*(IR), alors on a la formule :

ﬂ@=%bjWWﬁ

Ezercice 20. Calculer la transformée de Fourier de f(z) = e~#l. En déduire la transformée de Fourier
de g(x) = ﬁ
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3.5 Théoréme de Plancherel

On va maintenant expliquer 1’analogue du théoréme de Plancherel pour les séries de Fourier qui
dit que si f est 2wpériodique, avec f? intégrable alors :

o0
1 21

or ), M@Pde= 2} lea(f)P.

n=—00

On note 'ensemble des fonctions de carré sommable :
L*(I) = {f: I — C: |f|* intégrable}.

On rappelle que
LY(I) = {f : I — C: |f| intégrable}.

Théoréme 3.10. (de Plancherel)Si f € L'(IR) n L*(IR) alors f € L2(IR) et on a Uégalité :

GRS IO

Pour tout f € L*(IR), on peut considérer p;/, de la section 2 et alors py/, » f € L'(IR) n L*(IR).
On voit alors que (quitte a extraire une sous-suite (/h/m « f) et prendre une moyenne de Cesaro)
fn=1% Zz L Pi/m, * [ converge vers f (dans L?) et on prend alors pour définition de f = lim,, fn
(limite dans L2 L’égalité de Plancherel est alors encore vrai pour f € L*(IR).

Ezemple 3.3. Pour f(x) = ﬁ—we*lﬂ/z on a vu que f(p) — ¢ P2 de sorte que dans ce cas le théoréme

donne :
1 (" _ 1 (™ _
— e dxr = —f e P dp.
2 2 J_

On peut se souvenir du coefficient 1/27 & partir de cet exemple. Les constantes de normalisations
sont imposées par f(1) =1 = S B \/176712/2(1%'

4 Applications a des résolutions d’EDP linéaires physiques
simples

Considérons un exemple, on veut résoudre 1’équation de la chaleur :

%(t,x) — ‘;%(t x) =0, pourt>0,zeR
u(0,x) = v(z), pour x € R

Posons u:(x) = u(t,z) Supposons qu'une solution admette une transformée de Fourier en espace
(variable x). Alors 4;(p) va vérifier une équation différentielle. En effet, par dérivation d’une intégrale
& parametre on peut voir
. du  Pu o N
= (p) = = = =—(p) = (ip)"i(p) = —p"i(p).

Donc en utilisant la condition initiale @y(p) = 9(p), on obtient @ (p) = e 10 (p).
2

Or, on a vu a I'exemple 3.2 que si g, 5 = ﬁe*%, alors g g (p) = e ?*t donc Gy (p) = 92 (P)v(p).
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Par la formule pour le produit de convolution, on voit que (sous de bonnes conditions sur v, par
exemple intégrable pour définir la convolution), la fonction

Up = G g7 % U
a la bonne transformée de Fourier. Par le calcul précédent, on déduit que 2(p) = g%(p). Donc par

le théoréme d’inversion, u satisfait donc I’équation.

FEzercice 21. Exercice (maison) : Utiliser la transformation de Fourier pour résoudre 1'équation des
ondes (ou de la corde vibrante) :

%(t,:c) — g%(t,:c) =0, pourt=>0,7€R

u(0,2) =0 pour z € IR

(0,2

%u ) = v(z), pour z € IR
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Chapitre 4

Distributions

1 Motivation

Au chapitre 1, on a vu la notion de mesure. Les mesures (positives) correspondent aux distribu-
tions de masses positives. Les mesures générales s’écrivent p, — u_ comme différences de mesures
positives qui sont localisées sur des ensembles disjoints. Par exemple, la différence des masses de
Dirac §; — g représente une distribution de charge totale 0, avec charge +1 en 1 et -1 en 0.

En physique on veut souvent considérer des distributions des charges ou les charges positives et
négatives sont proches. Reprenons une variante de la limite des masses de Dirac.

Ezemple 4.1. (Dipole approché par une fonction en forme de bosse suivie d’'un creux)

0, sit < —2

241, si —2<t< -1
E(t)y =< —t, st —1<t<1

2—t, sil<t<?2

0, sit > 2

Soit X, (z) = n*x(nz) est a support [—2/n,2/n]. Sur un dessin (cf cours d’amphi), on voit que ce
changement d’échelle revient a regarder une bosse de méme charge positive n, suivie d’une bosse de
charge négative n mais les bosses sont "vues de loin". A la limite n — o0, on va regarder de si loin
que 'on ne verra plus qu’un "dipole".

Si on calcule T}, (f) = SQ/n f(x)xn(z)dz.

—2/n
Si on prend pour o > 0 f(x) = 2* si x > 0 et f(x) = —x pour z < 0, en faisant le changement
. . 2/n o 2/n o 9 . 1—a (2
de variable y = nz, S—Z/n f@)xn(x)de = 2§" z*n?*x(nx)dz = 2n'~ { yx(y)dz.

Donc la limite est 0 si o« > 1 (cas ot f a dérivée nulle en 0), +o0 si aw < 1 (cas ou f a dérivée +o0
en 0) et une constante pour a = 1.

On peut voir que si f est dérivable Ty, (f) — 2 f'(0). La nécessité d'une dérivée pour I'observation
f montre que T}, ne converge pas au sens des mesures. D’ou la nécessité d'une notion plus générale
de distributions (qui pourra inclure des dérivées de masses de Dirac, on dira 7,, — —%56 car on peut

voir Ty, (f) — £/'(0)).
On va donc reprendre le principe de la définition des mesures, mais avec des observables (fonctions
test) qui seront dérivables.
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2 Définition et Opérations de base

Pour définir les distributions, comme on veut pouvoir dériver les observables, on remplace juste
les fonctions continues C?(IR) par les fonctions lisses a support compact (donc nulles en dehors d’un
[—a, a] pour un certain a) D(IR) = CP(IR). On peut donner un sens a la convergence dans cet espace.
Si (fim)mso0, f € D(IR), fmu — f in D(IR) si f, f sont nulles en dehors du méme [—M, M| (pour un
M fixe) et ||(fm — f)®]|c — 0 pour toutes les dérivées d’ordre k.

Remarque 4.1. On sait en particulier que pour tout f € D(IR), toutes les dérivées f*) sont bornées
et la plus petite borne est notée || f*)||.

La définition suivante qui formalise I'intuition physique est due & Laurent Schwarz.

Définition 12. Une distribution 7" sur IR est une application linéaire 7' : D(IR) — IR continue au
sens suivant : si (fi)m=o0, f € D(R), et f,, = f dans D(IR) alors T'(f) =m—+w T(f)-

2.1 exemples

Ezemple 4.2. Une mesure p est une distribution en la restreignant a D(IR) < C%(IR).
Ezemple 4.3. (Distribution de Dirac) Par exemple, la mesure §, de I'exemple [[L3 est une distribution
da(f) = f(a).

Ezemple 4.4. (Distribution réguliére) Par exemple, si g € L
est une distribution

1
loc

(R), la mesure T, = (gA) de 'exemple

0
7,0 = | g
—o0
Ezemple 4.5. (Peigne de Dirac) C’est une version T-périodique de la distribution de Dirac. Le peigne
de Dirac Iy est défini pour f € D(IR) a support [—a,a] :

o]

Mr(f) = >, fT)= >, f&T)= >  f(T).

k=—o0 kTe[—a,a] ke[—a/T,a/T]

On interprétera plus tard Il = »,,”  &r. C'est une mesure positive de masse infinie.

Les distributions de charges positives sont la méme chose que les distributions de masses vues
plus tot au chapitre 1 :

Proposition 4.1. Une distribution T telle que T'(f) = 0 pour tout f = 0 de D(IR) est une mesure
positive. (Il existe une mesure positive telle que T(f) = u(f))

2.2 Opérations de base

Définition 13. (Opération sur les distributions) Soit une distribution 7" sur IR.

1. (Multiplication par une fonction lisse). Pour g € C*(R), (¢7)(f) = T(gf) pour f € D(IR).
2. (Dérivation) Pour g € C*(IR), T'(f) = =T (f’) pour f € D(IR).

Ezemple 4.6. 8/ (f) = —f'(a) et 5C(Lk)(f) = (=1)kf®)(a). Ce sont des objets de bases que 1’on ne peut
pas plus calculer.

33



Remarque 4.2. Si T = Ty, pour h € D(IR),

T =Tloh) = [ SR =Tl ),

De méme en intégrant par partie :

T =T = [ iz [ s e =Tu(s).

En fait, la définition a été choisie pour cela, et la plupart des définitions d’opération sur les
distributions sont définies ainsi pour coincider avec les opérations usuelles sur les 7}, (imposer la
continuité implique alors 'unicité).

FExercice 22. Pour la distribution de Heaviside T = Tl[o’w[, calculer H'.

Proposition 4.2. Pour g e C*(IR), T une distribution, on a (¢T) = ¢'T + gT".
Démonstration. Vu que (¢f)" = ¢'f +gf" (4T)'(f) = =T(g9f") = =T(gf)) +T(g'f) = T"(gf) +

T(g'f) = (gT + gT")(f). O
Ezercice 23. Calculer

1. zd,

2. (Tyom)

On rappelle quune fonction est C*' par morceau si elle est dérivable en dehors d’un ensemble fini
A ={ay,aq, - ,a,}, et si f, f" admettent des limites en a; (a droite et & gauche). Les limites pour f

sont par exemple :f(a;) = limy o+ f(a; + 1), f(a;) = limy_o- f(a; +1).

On définit par exemple f'(a;) = f'(a)) pour que f’ soit continue & droite (mais cela n’importe
pas pour le résultat suivant on aurait pu prendre 0 ou f'(a; )).

Pour calculer les dérivées plus généralement, on a le résultat suivant :

Théoréme 4.3. Soit A = {ay,as, - ,a,} < IR et f : IR — IR une fonction de classe C* par

morceauz avec des sauts en a; € A. Si on pose Af(a;) = f(a) — f(a; ). Alors

(Ty) =Ty + > Af(ar)da,
k=1

Démonstration. Soit g € D(IR) a support sur [—M, M] (qu’on peut supposer contenir A), on a par
définition et par Chasles :

_Ja;f(t dt—ZJW £)dt — f £t)

puis on applique une intégration par partie :

(T))(9) = 2 Jo L@t + | U gy | i g(tdis [ roo

-M k=1

En rassemblant les termes, on obtient (vu g(—M) = g(M) =0) :

(T5)'(9) = Tpr(g) + D (f( ai))glar) = Tp(9) + Y Af(ar)da(9)

k=1

34



3 Primitive des distributions et solution d’équation différen-
tielle du ler ordre

Théoréme 4.4. Toute distribution T admet une primitive : Il existe une distribution S telle que

S =T.
Démonstration. En effet si f est une fonction test de D(IR), F(t) = St , Jf(x)dz est encore une
fonction lisse et si on suppose S+OO f(z)dx = 0 alors on a aussi S f(x)dx = 0 pour tout M en
dehors du support de f et donc F' est a support compact et donc dans D(IR).

Pour ce type de fonctions, on doit avoir S(f) = S(F’) = =S'(F) = —T'(F) donc la valeur de S(f)

est imposée.

En général pour g € D(IR), si on prend go € D(IR) d’intégrale 1 alors f = f(9) = g — ({9)g0
vérifie I'hypothése et on peut définir S(g) = S(f) = —T(F). On peut vérifier que S est linéaire (vu
f(g) linéaire et la primitive F(g) aussi). Elle est aussi continue (ce que I'on ne détaille pas). Enfin,
calculons S'(h) = —S(h'). Mais { i/ = 0 donc f(W') = /=0, donc F = h.et S'(h) = +T(F) = +T(h)
pour tout h € D(IR) donc S’ =T. O

Théoréme 4.5. Si 51,5, sont des primitives de T alors S — Sy = T, A € €' est une constante.

Démonstration. (S; —S2)’ = 0 Donc il suffit de voir que si S = 0 S est une constante. En effet en
prenant fp d’intégrale 1 comme avant

S(5) = 80— (| N0 + ff (o).

De plus f — (§ f)fo = F' Donc S(f — (§ f) fo) = S(F') = =S'(F) = 0, donc S(f) = ({ /)S(fo) DOnc
si A= S(fy), onasS="T. O

3.1 Résolution de u' + au = T, T distribution, a lisse

Si a, f sont des fonctions lisses, v’ + au = f se résout en cherchant la solution de I’équation
homogene v' + av = 0 v'/v = —a donc v(t) = v(0)exp(— So ) est une solution. Puis ensuite on
cherche une solution par variation de la constante de la forme u = guv.

C’est ce que l'on va faire aussi en cherchant une distribution g telle que u = gv soit solution de
u+au=T.

En effet, on a (gv) = g "v + gv' donc u' + au = g'v + g(v' + av) = gv =T.

Remarquer que % = v(0)exp So s)ds) est lisse, donc on peut multiplier une distribution par
cette fonction.

Il suffit donc de trouver une primitive g de %T et ensuite u = vg est solution de v’ + au = T.

L’ensemble des solutions est alors donné par u = v(g + \) pour une constante \ € IR.

Ezercice 24. Résoudre v’ + u = dy.

4 Limites de distributions

La notion de limite de distributions est une convergence simple. Elle est trés similaire a la conver-
gence de mesures vue au chapitre 1.
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Définition 14. (Limites de distributions) Une suite de distributions 7, converge vers une distribution
T si pour toute fonction lisse a support compact T),(f) =, T(f).

Remarque 4.3. Si les T, T sont des mesures et que 7,, — T au sens de la convergence (vague) de
mesure, ils convergent au sens des distributions.
Ezxemple 4.7. En particulier si on reprend 'exemple Soit p une fonction supportée sur [—1,1]
positive avec S1_1 p(x)dx =1 (par exemple p(x) =1+zsi -1 <z <0,p(x) =1—xsil>z>0).
Soit pp(x) = np(nz) est & support [—1/n,1/n]. On a la convergence au sens des distributions

lim Tpn = 50.

n—0oo
En fait, on a méme un résultat meilleur.
Ezemple 4.8. (facultatif)Plus généralement, soit p une fonction positive avec {* o, P(x)dz = 1. Soit
pn(x) = np(nz). On a la convergence au sens des distributions

lim Tpn = 50.

n—00
En effet, pour f continue & support [—a,al, un résultat de math dit que f est uniformément
continue, donc si € > 0, il existe nn > 0 tel que |f(x) — f(y)| < €/2, si |z —y| <.
On fait avec le changement de variable y = nz puis on dit que par intégrabilité de p, on a
§7 p(a)de, S:i\j p(r)dz < €/8C pour M assez grand avec C' = || f||o = sup, R |f(2)].

1.0 = [ m@s@ae= [ o riay

— 00 —a0

Donc

1,101 < | olr D10y < [ s~ FOldy+tllfllce/sC < /2 | plupdyse/2 <

o]

M
—0 M -M
si |M/n| < n donc pour n assez grand.

Ezemple 4.9. Valeur principale v.p.%. La fonction g(x) = 1/x n’est pas intégrable en 0, donc
pas localement intégrable, donc on ne peut pas définir 7y comme précédemment. Par contre, en
choisissant une limite particuliére, on peut définir :

1 :
(,Upg) = Ell)]g]_"_ Tg(lfl[fe,e])'

Concrétement, cela veut dire que pour f € D(IR) a support [—a, a], on pose :

o by =y ([ 8y [T 100 <y [ LI

e—0 —® € 13

Comme w — 0 2f'(0) la fonction intégrée est prolongeable par continuité et l'intégrale

J * wdt est bien définie et c’est la valeur de la distribution voulue.

Exercice 25. Calculer (Ti,|y))". (on a en dehors de zero 1/2 mais on ne peut pas appliquer le théoréme
puisque ce n’est pas continu par morceaux. Montrer qu’en fait (11, ,) = (vp%))

impropre §

Ezercice 26. Montrer que lim, o Tin(ne) = 0.
Ezercice 27. Montrer que pour T,(f) = {7 I 12 on a

—00 x+1i€e

1
lim T, = v.p.— — imwdp.
e—0 x
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4.1 Absence de produit de 2 distributions

Selon la méthode précédente, pour définir un produit de distributions, on voudrait prendre des
fonctions f,, — u, g, — v. On voudrait pouvoir définir uv par une limite f,g, — uv. Un théoréme
de Laurent Schwartz dit qu'une telle définition n’est pas possible pour toutes les distributions u, v.
Si le produit doit étre continu (pour avoir le type de limites ci-dessus), il n’existe pas de produit qui
étende le produit des fonctions continues. Certains produits sont cependant possibles (par exemple
celui d'une fonction lisse avec une distribution, ou le produit de distributions dont les singularités
sont en des points différents Par exemple, on peut définir §,d, = 0 si a # b).

Voyons juste un exemple.

Ezemple 4.10. Soit p une fonction supportée sur [—1, 1] positive avec Sil p(x)dr = 1 (par exemple
ple)=14+zsi—1<x<0,px)=1—xsi1>z>0). p,(xr) = np(nx) comme avant de sorte que
T,, — d&. Voyons que T,> ne converge pas (c’est li¢ au fait que I'on ne peut pas définir le carré de
dp). Par changement de variable y = nx, on a :

1/n 1
Tpe(1)= nQJ p(nz)?dr = nf p(x)’dr —, 40 +00.
- -1

1/n

5 Convolution de distributions

Par contre le produit de convolution va pouvoir s’étendre a une large classe de distributions, on
commence par la convolution d’une fonction test avec une distribution.

Comme pour les mesures a la section [L.2] ¢’est une fonction.

Revoyons la formule pour I’écrire en terme de distribution :

~

fou) = f]Rf(x — y)duly) = p((P).

~

(=s) et fo(y) = f(y — x) de sorte que (f).(y) = f(z —y) . Si f e D(R)

avec la fonction f (s)
c’est aussi le cas de f,

=/
f-
Définition 15. Si f € D(IR) et S € D'(IR) une distribution, on définit la convolution comme la

fonction : g
(f = 9)(x) = S((f)a)-
Proposition 4.6. Si f € D(IR) et T € D'(IR) alors (f = T) € D(IR) et
(feT) = /s = foT"

Pour écrire une formule pour deux distributions, on regarde la distribution Ty,7, induite par la
fonction ci-dessus (dans le cas S = T,) pour h € D(IR) :

Q0

Trar, (h) = Thag(h) = J

—00

h(2) (f+T,) (x)da = LR h(z) J]R Fla—y)g dyda:—f dyf dth(z) f(a—y)g(y)

en faisant le changement de variable t = # — y, s = —y, on obtient (en posant g(s) = g(—s)) :

T, (h f dsf dth(t — s)f f dsf dthy(8) F (D7 (s) = T5(Ty(h)).



On veut donc reprendre cette définition, mais Ty (h,)) est lisse mais pas a support compact.
Par contre, on peut le définir pour les distributions de la forme fS, f € D(IR), S € D'(IR)

D’abord notons Ty(h) = (g dsg(—s)h(—s) = Tg(fvz) donc on pose
S(h) = S(h).

Définition 16. On dit qu’une distribution est & support compact si elle est de la forme fS, f €
D(IR), S € D'(IR). On note £'(IR) 'ensemble des distributions & support compact.

Définition 17. Si Sf € &'(IR),T € D'(IR) et h € D(IR), alors on définit la convolution de S et T'
par :

((fS) = T)(h) = (T = (f5))(h) = S(f(T(hs))-
Moralement, si S, T sont des distributions (qu’on pense comme en physique comme des fonctions
généralisées), on a donc la formule intuitive (mais imprécise) :

fdsf dth(t + s)S(£)T(s).

5.1 Propriétés de la convolution

Proposition 4.7. Si R, S, T sont des distributions avec au moins 2 a supports compacts :
R« (S«T)=(R=+8)=T, R+S=95%R.
FEzemple 4.11. Par construction Ty * T, = T, et si p mesure et f mesurable bornée Ty * u = Ty,
avec f * u la fonction introduite au chapitre 2.
Ezercice 28. Pour toute distribution 7" : §g + T =T
FEzercice 29. Pour toute distribution 7" : 6, * T' = T, définie par T,(h) = T'(h_,).

Proposition 4.8. Si R, T sont des distributions avec au moins une a support compact :
(R+S) =(R)*S=R=(5).

Ezemple 4.12. On reprend une fonction p C!' par morceau & support compact et f une fonction
continue, on a dit au chapitre 2 que f * p est C*. On peut maintenant calculer sa dérivée :

Tf*p (Tf T) =Tf*T;
Or on a calculé T; au théoréme 4
Soit A = {ay,as, - ,a,} < IR I'ensemble des points de discontinuité de p Alors

(T,) =Ty + Y Ap(ax)da,.-

k=1
donc
n
TJ,”*p = (Ty=Tp) =Ty« Ty + Z Ap(ar)Ty * b,
k=1
donc
n
(fp) =Fxp + D, Aplar)fa,.
k=1
La continuité de f est requise pour avoir une dérivée continue, dés que p n’est pas continue, pour
que les translations f,, soient continues.
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5.2 Résolution de v + w*u =T, T € &'(IR)

D’aprés les calculs précédents sur le produit de convolution si S est solution de S” + w?S = dy et
si T est a support compact, alors (S = T')" + w?(S = T) = (S” + w?S) * T = &y T = T. Donc il suffit
de résoudre I’équation avec T' = §y pour obtenir une solution particuliére de I’équation générale par

convolution. Vous verrez en TD que S = Tlsinwr) ,; est une solution particuliere S” + w28 = §y ce qui

w

donne une solution particuliére S + T de v’ + w?u = T.
En général ATosw) + BTsin(r) est la solution générale de u” + w?u = 0 donc toute solution
distribution u est de la forme :

u = ATcos(wt) + Blnwe + T = Tsin(wt)H-

Les équations différentielles linéaires d’ordre 1 peuvent se résoudre de facon similaire.

6 Transformée de Fourier de distributions

Si une distribution est a support compact R = fS € £&'(IR), f € D(IR),S € D'(IR), on peut
étendre R aux fonctions lisses g (vu que fg € D(IR)), par :

R(g) = 5(f9)-

En particulier, pour e,(t) = € la transformée de Fourier de mesure & masse finie s’écrit ji(p) =
u(ep), donc on pose :

R(p) = Rley) = S(fep).
On a déja vu dy(p) = 1.

Proposition 4.9. Si T' distribution a support compact alors T'(p) = ipT(p) et :ﬁ(p) =i(T) (p). En
particulier T est lisse.

6.1 Solution élémentaire de 1’équation des ondes.

On cherche une solution u, € £'(IR), nulle pour ¢ < 0 de ’équation :

02 0?

—uy — —=uy = do(t)dp ().

s gt = %l)la)

Une telle solution s’appelle solution élémentaire vu la masse de Dirac au second membre (car on peut

trouver par convolution ensuite d’autres solutions & partir de celle-ci). En supposant u,; a support

compact (ce qui est raisonnable vu la vitesse de propagation finie de la lumiére), la distribution

vérifie : .
2 . 02 -
ﬁut - @Ut = 50(t>50 = 50(t)

Ceci se réécrit : ,

ﬁfb\t + prL\t = do(t).

Vous verrez en TD la solution (déja mentionnée en section [5.2) :

. sin(pt)
p H(t).
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Or, on a vu en section Blque pour

1 0, siz < —1

pla) =" 12 s —1<a<l

2 )
0, six>1
on a vu . .

1 ip ip

p(p) = —f ety = S ¢ sin(p)
2J 21p p

Soit donc ) (2) .
X _ X
w(w) = p(3)H(0) = T=SELH(E) = SH(OH(x + ) H(t - )

(qui est bien a support compact en z, noter ug(z) = 0) on a :

sin(pt)

p
comme voulu, on a donc trouvé la solution cherchée. Une convolution dans IR? permet alors de
trouver les solutions avec d’autres termes sources.

Le calcul suivant n’est pas complétement rigoureux, il utilise un résultat qu'on n’a pas vu
f(x)do(z) = f(a)ds(z) pour des fonctions f qui ne sont pas continues, on veille juste & que f soit
continue en a.

Veérifions directement que c’est une solution (en partant de la formule w;(z) = s H(t)H (z+t)H (t—
x) (On rappelle que H,(z) = H(x —a) et H, = §, qu'il est pratique de noter H, ( )=0(x—a)):

0 1

S = GHDS- () H( )~ %H(t)H(:c (- ) = %H(t)dt(:c)H(Qt) - %H(t)H(Qt)é(t )

1 1

u(p) = H(t)tp(pt) = H(t)

— 5H(t)é_t(yc) — éH(t)é(t — 1)
;;W = %H(t)é'(a: + 1) + %H(t)é’(t — )
(vu H(z)H(—x) =0, H = 1), 400[)
0 1 1 1
= 5H(t)5_t(x)H(t — )+ aH(t)H(x +6)6(t —x) + ééo(t)H(x +t)H(t — x)
= %H(t)é(a: +1) + %H(t)é(t — )

On a utilisé la formule qu’on n’a pas justifiée dans le cas d’une fonction non continue 6_;(z)H (t—x) =
d_¢(x)H(2t) = d(z + t)H(2t) et H()H(2t) = H(t).

e = G (x+ 1)+ SHION(E—2) + L0o(1)04(x) + Lho(D)o(t —2) =

ﬁut _ : Uy + 50( )50(1‘)

6.2 Extension a d’autres distributions

Remarque 4.4. On ne peut pas étendre la transformée de Fourier de £'(IR) a D'(IR) mais & un espace
intermédiaire dit de distributions tempérées S’(IR). Dans ce cadre toutes les propriétés vues sur les
fonctions s’étendent, y compris I'inversion de Fourier. Ce cadre dépasse le cadre de ce cours. Par
ailleurs, on a aussi vu qu’on pouvait I'étendre a L'(IR) et L?(IR) au chapitre 2.
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En admettant la continuité de cette extension, on peut calculer la transformée de Fourier de Ty
(on peut voir Ty € S’(IR) comme toute fonction mesurable a croissance au plus polynomiale).

En utilisant le TCD, on peut voir T,-«. —._,o Ty dans le bon espace, de sorte que T;TH —0 7/}\{
au sens des distributions.

Or Tp-copy = T_( L Comme & l'exercice 27, on déduit la limite :
i(p—ie

—~ 1 1
Ty =1mT - =—i (v.p.— + i7r50(p)> = (71'50(]9) + v.p.,—) :
e—0 (p—ie) p p

On trouve dans les tables pleins d’autres identités remarquables comme :

I—IIT = TIH%T/T.
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Chapitre 5

Analyse Complexe

1 Fonctions holomorphes : définitions, exemples, calculs
On rappelle qu'un nombre complexe s’écrit
z=gx+iy=re’ z,yeR,r=>0,0¢€[0,2nr[.

On a les formules pour le conjugué et l'inverse :

-1 xr— Zy . 1 —i0
a4y
On rappelle le produit (caractérisé par 12 = —1) :

(z +iy) (2" +iy') = (x2’ —yy') +i(xy’ + ya'),

i0 1 _i6’

: ’
refr'el? = pp'e0+0),

On rappelle quun ouvert U de € est un ensemble décrit par des inégalités strictes du type
{zeC: fi(2) < ay,..., fu(2) < a,} avec f; des fonctions continues, ou bien une union d’ensembles de
ce genre.

Par exemple D = {z = x + iy : 2> + y*> < 1} le disque unité est un ouvert, le demi-plan
H ={z=ux+1iy:y> 0} est aussi un ouvert. U =]a, b[ x]c, d| est aussi un ouvert.

Mais {z = x + 1y : 22 + y*> < 1} ou ]a, b] x]c, d[ ne sont pas des ouverts.

Définition 18. Une fonction f : U — C sur une ouvert U < C est dite holomorphe (ou dérivable au
sens complexe) en z € U si la limite suivante existe :

o T = )

W2, WHZ w — zZ

Cette limite est notée f’(z) et s’appelle la dérivée complexe de f en z. f est holomorphe sur U si
elle est holomorphe partout sur U.

Proposition 5.1. Une fonction f est holomorphe si et seulement si g(x,y) = f(x + iy) la fonction
associée sur IR* est C et vérifie I’équation de Cauchy-Riemann :

0 , , 0
5—x9 = fl(z +iy) = _Z&_yg'
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Soit encore
iy -0
oz é’yg_ '

Siu(x,y) = Re(f(x+iy)),v(z,y) = Sf(r+iy) cette équation se réécrit sous la forme du systéme
d’équations de Cauchy-Riemann :
o
R

oy ox

1.1 Exemples

FEzercice 30. Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont holomorphes : 22, Re(z), z.

n—1

Exemple 5.1. 1. Un polynéme P(z) = a,z" + a,_12 + -+ + ap A coefficients a;, € C est

holomorphe sur C.

2. La fonction f(z) = 1/z est holomorphe en tout z # 0 car :

d’ott la limite f/(z) = —%.

3. Une série entiére .
f(z) =) ar(z — 20),
k=0

a, €C zpe C
définit une fonction holomorphe sur son disque de convergence

D(zp,R) :={2z€C:|z— 2| < R}.
Ici R est le rayon de convergence qui peut se calculer a ’aide du critére d’Alembert ou celui

de Cauchy-Hadamard. On verra que toute fonction holomorphe est de cette forme.

4. La fonction exponentielle complexe
k

2\ 2
ef = Z —
|
= k!
est holomorphe sur €. En conséquence cos, sin sont aussi holomorphes sur C.
5. La détermination principale du logarithme, log : C—] — o0, 0] — C est
log(re’?) = In(r) + iy

est une fonction holomorphe sur le "plan fendu". En coordonnées polaires, re’? € €—] — o0, 0]
ssi T > 0 et €| —m 7| Ici In est le logarithme de base e.

6. La détermination principale de la puissance complexe a s’en déduit : C’est la fonction holo-
morphe L, : C—] — o0, 0] — € définie par :

La(2> = 0 — ealog(z).

Pour a = 1/n on obtient Ly/,(2) = 2" est UNE racine n-iéme, la détermination principale
de la racine n-iéme (parmi les n racines n-iéme d’un nombre, c¢’est celle dont la valeur absolue
de l'argument est minimale).

43



1.2 Propriétés
Les propriétés sont les mémes que pour la dérivée usuelle :

Proposition 5.2. 1. St f, g sont holomorphes sur U, alors f + g est holomorphe sur U et
(f+9) =1+
2. Si f, g sont holomorphes sur U , alors fg est holomorphe sur U et
(fg)' =fg+14g"
3. 8iqg:U—-V, f:V — C sont holomorphes, alors f o g est holomorphe et
(fog) =(feg)d.
4. Siy:la,b] > U est C, et f:U — C est holomorphe, alors f o~ est Ct et

(feoy) =(fey)

Théoréme 5.3. (fondamental de l’analyse complexe) La dérivée d’une fonction holomorphe est en-
core holomorphe. En particulier, une fonction holomorphe est lisse (C*).

2 Primitives et intégrales complexes

2.1 Intégrale le long d’un chemin

On va intégrer les fonctions complexes le long de courbes simples.

Définition 19. Un chemin de U est une application continue et C' par morceau f : [a,b] — U. Un
chemin vérifiant f(a) = f(b) s’appelle un lacet.

Ezemple 5.2. (Paramétrisation d’un segment) ~;(¢) = (1 — t)z1 + tz pour t € [0, 1] est une paramé-
trisation du segment [z, 23].

Ezemple 5.3. (Paramétrisation d’un cercle) vo(t) = 2o + 7€' pour ¢ € [0, 27] est une paramétrisation
du cercle de centre zg et de rayon r. C’est un lacet vu 72(0) = vo(27) = 2o + .

Ezemple 5.4. (Paramétrisation d’un rectangle) Pour z € €, z,y > 0 on veut paramétriser le rectangle
de sommet z,z + x, z + x + iy, z + iy, par le lacet v3 : [0,4] — C

z+tx si0<t<l1
z4+x+(t—1)y, sil<t<2
z+iy+ (3 —t)r, si2<t<3
z 4 (4 —t)iy, sid<t<4

Y3(t) =

Ezemple 5.5. (Paramétrisation d’une ellipse) On cherche a paramétriser ellipse 2_2 + Z—j = 1 avec

b # 0 les points (x,ay/b) sont les points du cercle de centre 0 et de rayon a. On utilise pour eux 7,
et on obtient :
Y4(t) = acos(t) + bisin(t),t € [0, 27].
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Définition 20. Pour une fonction f : U — € et un chemin 7 : [a,b] — U, U'intégrale de f selon =
est :

Lf&ﬂv=ffW@WWMt

Ezemple 5.6. On intégre f(z) = z le long du segment ;. 71 (t) = (21 — 22)

! ! 12 1—1)? z + 2 22 22
J 2dz = J (71 (6))y,(t)dt = J (tz1+(1—t)29) (21 —29)dt = [52'1—( 5 ) ]o(z1—22) = %(21—22) = 51—52
71 0 0
Ezemple 5.7. On intégre f(z) = Zfzo le long du cercle vo. V5(t) = rie®
1 27 1 27 - it
[ [l [ o
v 2 20 o Y2(t) — 20 o rel

Comme pour le théoréme fondamental du calcul, une notion de primitive va rendre plus simple
le calcul de ces intégrales.

Proposition 5.4. (Relation de Chasles) Si~y : [a,b] — U est un chemin et f : U — €' une fonction,
et c € |a,b] alors

Lf(z)dz:f f(z)dz+f F(2)d.

Yfa,e] Y(e,]

Théoréme 5.5. (de reparamétrisation) Si v : [a,b] — U est un chemin et h : [c,d] — [a,b] une
fonction C* croissante alors pour toute fonction f:U — € :

Lf(z)dz = LOh f(z)d=.

Une courbe v o h est une paramétrisation de . L’intégrale ne dépend donc que de la courbe et
du sens de parcours. Par contre le signe dépend de ce sens de parcours :

Ezemple 5.8. Si v_(t) = (1 — t) est le chemin parcouru en sens inverse pour v : [0,1] — C,
v-:[0,1] > €. Ona ' (t) = —/(1 — 1)
Alors on a par changement de variable s =1 —1 :

| e = [ @i == | raa-opa-na = | e s =~ | jea

2.2 Primitives

Définition 21. Pour une fonction holomorphe f : D — € et U < D un ouvert, une fonction
holomorphe F': U — C est une primitive de f sur U si F'(z) = f(z) pour tout z € U.

Ezemple 5.9. 1. F(z) = Z:ﬁ est une primitive de f(z) = 2" sur € pour n = 0.
2. F(z) = 22

n+1

est une primitive de f(z) = 2" sur C* pour n # —1.
3. F(z) = log(z) est une primitive de f(z) = £ sur C—] — 0, 0].

Un primitive permet de calculer une intégrale :
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Théoréme 5.6. Si vy : [a,b] = U est un chemin et F' est une primitive de f sur U, alors :
| #e3dz = PO - Forta).
.

En particulier si«y est un lacet, Sﬂ{ f(z)dz = 0.

Démonstration. C’est ju%te le théoréme fon(%amental du calcul appliqué a la dérivée des fonctions
composées. § f(2)dz = §2 F'(3(t)y/ (1)t = [2(F o 7)()dt = F((b)) — F(3(a)) O

Remarque 5.1. On a vu a 'exemple 5.7 que si on intégre
f(z) = 1 le long du cercle 7, (avec zg = 0).

1
J —dz = 2mi # 0.
v %

f est holomorphe sur €*, on voit donc qu’elle n’admet pas de primitive sur C* (le log défini sur
C—] — o0, 0] ne s’étend pas a C*).

Définition 22. Un ouvert est dit étoilé si il existe zy € U tel que pour tout z € U, le segment
[20,2] = {tzo + (1 —t)2,t € [0,1]} < U.

Ezemple 5.10. L’ouvert U = €C—] — 0, 0] est étoilé car on peut mener un chemin & 1 a l'intérieur si

ze U,z 1] < U

Théoréme 5.7. Si f : U — (' est une fonction holomorphe sur un ouvert étoilé U, alors f admet
une primitive holomorphe F.

Idée de démonstration. Soit zg € U tel que [zg, z] € U. On paramétrise ce segment par v, : [0,1] — C,
7:(t) = tz + (1 — t)zp. Par la formule précédente si une primitive existe et qu’on choisit F(z5) = 0,
on doit avoir

F(z) = F(1:(1)) = j F(O)dC = f F(tz + (1~ tyz0)zdt.

C’est donc la formule qu’on choisit et dont on doit voir qu’elle est holomorphe. On peut appliquer
soit un théoréme d’holomorphie d’une intégrale dépendant d'un paramétre, soit utiliser le théoréme
usuel de dérivation avec condition de domination et montrer que les équations de Cauchy-Riemann
sont vérifiées. Dans les deux cas, on peut intervertir dérivée complexe et intégrale et on obtient (en
identifiant une dérivée et appliquant le théoréme fondamental du calcul) :

P(2) = [ R -ty e (=02l = | [ 7(E+0-0z) = [f+1-D2)) = /()0

0(/
U

Remarque 5.2. Plus généralement ce théoréme reste vrai sur un ouvert simplement connexe, c’est
a dire un ouvert "sans trou". Plus précisément, dans un tel ouvert tout lacet peut étre ramené a
un point par une déformation continue sans sortir de U. Par exemple C* est I'exemple typique d’'un
ouvert qui n’est PAS simplement connexe, le trou est 0 et il empéche un cercle autour de zéro de
pouvoir étre réduit & un point sans sortir de U.

En combinant les résultats précédents, on obtient :
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Théoréme 5.8. (Théoréeme de Cauchy) Si f : U — € est une fonction holomorphe sur un ouvert
étoilé U et~y : [a,b] — U est un lacet, alors "S«, f(z)dz = 0.

FEzercice 31. Calculer I'Intégrale de Fresnel (qu’on a vu étre semi-convergente au chapitre 1) :

JOOO sin(t?)dt = \/g

en intégrant e>* sur le bord de {z = re?® : 0 <0 < 7/4,0 <r < R}.

3 Formule de Cauchy et conséquences

Définition 23. Un chemin simple de U est un chemin f : [a,b] — U injectif sur [a,b| (c’est-a-dire
ne repassant pas deux fois par le méme point avant son point terminal b). Un lacet simple (ou lacet
de Jordan) est un lacet qui est un chemin simple.

Un ouvert est dit étoilé siil existe a € U tel que pour tout b € U, le segment [a,b] = {ta+(1—1t)b,t €
[0,1]} = U.

Ezemple 5.11. Les exemples de lacets précédents : cercle, rectangle, ellipse sont des lacets simples.
Mais le “cercle parcouru deux fois" 75 : [0,47] — €, défini par v5(t) = Re® n’est pas simple.

On parle d’ensemble connexe quand toute paire de points est reliée par un courbe.
Théoréme 5.9. (de Jordan) Soit v : [a,b] — € un lacet de Jordan, alors €' — Im(~) a exactement

deux composantes connexes B et V' : l'une bornée B et ’autre non bornée V. On dit alors que =y
entoure B.

Théoréme 5.10. (formule de Cauchy) Soit f : U — € holomorphe et v : [a,b] — U un lacet simple
entourant 'ouvert B. Soit z € B, alors pour tout n >0 :

n!
2ir ), (€ — 2)
Une conséquence importante est la suivante (en développant en série é = %Zfzo z—: pour

|z| < ||, on obtient :

Théoréme 5.11. Toute fonction holomorphe f : U — (' est somme d’une série entiere sur tout
disque D = D(zg,7) < U, pour z€ D :

D) (5
f) = 3

n

4 Formule des Résidus

On a vu que si f est holomorphe dans U « SANS TROU» (c’est a dire simplement connexe) et
v est un lacet de U alors

L F(2)dz = 0.

Mais a I'exemple [5.7], on a vu qu ce n’était plus le cas pour les fractions rationnelles (qui ont des
singularités). Le but de cette section est d’étendre ce calcul & d’autres singularités.
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4.1 Indice d’un lacet

Exemple 5.12. Si v(t) = 2o + Re™ avec v : [0,2kw| — € (on note v = Cy(20, R) le cercle de centre z
et rayon R parcouru k fois), alors :

J 1 dz = 2itk
Y

Z— 20
et k est le nombre de tours parcouru en sens direct (contraire aux aiguilles d’une montre) autour de
20-

Plus généralement, on interpréte la définition suivante comme un nombre de tour de fagon simi-
laire :

Définition 24. L’indice d'un lacet v en 2y qui ne rencontre pas zy est le nombre :

1 1
indy(29) = —

2im J, 2 — 2

dz.

En pratique on dit que c’est le nombre de fois que 7 tourne autour de z, sans faire plus de calcul.
La plupart des exemples que I'on verra seront des cercles ou des rectangles ou des courbes composées
de cercle et rectangle par morceau.

Exemple 5.13. Soit v(t) = € pour t € [0,27] puis y(t) = —1 + 2¢" pour ¢ € [27,47]. (On tourne
dans le sens positif une fois sur C(0, 1) puis sur C(—1,2).)
On a ind,(0) = 2 et ind,(—3/2) = 1.

Exemple 5.14. Soit v(t) = € pour ¢ € [0, 27] puis y(t) = —1 + 2¢~ pour t € [27,47]. (On tourne en
sens positif une fois sur C(0, 1) puis en sens négatif sur C'(—1,2).)
On a ind,(0) = 0 et ind,(—3/2) = —1.

4.2 Singularités isolées

On sait calculer les intégrales sur un lacet de d’autres singularités de fractions rationnelles.

Exemple 5.15. Si y(t) = 2o + Re' avec 7 : [0,27] — € (on note v = Cy (20, R) le cercle de centre z
et rayon R parcouru 1 fois), alors pour n > 1 :

f 4= F(y(2m) — F((0)) = 0,

(Z _ Zo)n+1

par le théoréme 5.6 vu que F(z) = ——L— est une primitive de F’(z)

-~ n(z—zo)"

Toutes les singularités vont se ramener a ces cas particuliers, grace au résultat suivant. Soit

D(zo, R) le disque D(zo, R) = {z : |z — 20| < R}. En effet, pour les fonctions ayant une singularité

en zy mais holomorphes sur D(zy, R), on a une expansion en série, dite série de Laurent qui étend le
développement en série de Taylor en 2y d'une fonction holomorphe en z.

1 *
:WSUI‘@.

Théoréme 5.12. Une fonction holomorphe f : U = D(zp, R) — {20} — € alors il existe une unique
suite a, € €' telle que pour tout z de Ula série suivante converge :

f(z) = Z an(z — z)".
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Remarque 5.3. On distingue 3 cas différents concernant la série de Laurent :

1. si a, =0, pour n < 0 c’est une série de Taylor (sans singularité) et f peut étre prolongée en
2. On dit que la singularité est effacable.

2. sia, =0, pour tout n < —N < 0 alors (z — 29)" f(2) admet une singularité effacable. On dit
que f a un péle d’ordre Ny, ou Ny est le plus petit N possible.

3. Sinon, on dit que la singularité est essentielle.

Les calculs seront plus simples dans le cas de poles mais le résultat reste vrai sans cette condition.

Proposition 5.13. Une fonction holomorphe f : U = D(zy, R) — {20} — € a un pdle d’ordre N > 0
en 2o si (et seulement si) la limite suivante existe lim,_,,,(z — 20)N f(2) # 0 et n’est pas nulle.

Démonstration. Sion a un pole d’ordre N, par définition f(z) = 3.7\ an(z— 20)" et comme N est
le plus petit possible avec cette forme donc a_y # 0. Ainsi, on a le développement en série entiére

o]

(z—20)V f(2) = Z an(z — 2)" N = Zam N(z—z20)™

n=—N

sur lequel on lit la limite : lim, ., (z — 20)V f(2) = a_y # 0.

La réciproque est plus dure (et non vue en cours). L’existence de la limite garantit que g(z) = (2 —
20)™ f(2) a une sinularité effagable et se prolonge donc en fonction holomorphe en 0, le développement
de Taylor donne g(z) = .7 _ by(z — 20)™ et

e}
mez—zo N

m=0

donc f a un pole d’ordre geqNy < N. La partie simple est de voir 'ordre maintenant qu’on sait
qu’il y a un pole. Si Pordre est Ny, on voit comme avant que lim,_,, (z — 29) f(2) = a_n, # O,
donc (z — )™M f(2) ~., a_n,. Si on avait N > Ny, on aurait lim, ., (z — 20)" f(2) = lim,_,,,(z —
20)V"Noq_n, = 0 contredisant 'hypothése de limite non nulle. O

4.3 Définition d’un résidu et calcul

Comme le seul terme d’intégrale non nulle autour d’une lacet v entourant z, dans A(zg,r, R) de
cette série est celui pour n = —1, on va lui donner un nom et trouver des méthodes de calcul.

Définition 25. Si f est une fonction holomorphe sur U — {z} on appelle résidu de f en zy le
coefficient a_; de la série de Laurent de f en 2 :

Res(f,z) = a_1.
On peut le calculer dans le cas de poles.

Proposition 5.14. Si f a un péle d’ordre 1 en zy, c’est a dire lim,_,, (2 — 29) f(2) existe et est non
nulle, alors :

Res(f,z9) = lim (2 — 20) f(2).
Z—20
Proposition 5.15. Si f a un pole d’ordre k = 1 en 2, c’est a dire lim,_, (2 — 20)* f(2) ewiste et est

non nulle) , alors :
1 dkfl

Res(f,z0) = lim = 1)l dh T ((z = 20)*f(2)) -
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Démonstration. Dans ce cas f(z) = % avec g holomorphe, si on regarde la série de Taylor de g,

9(2) = Y=o cn(z — 20)", on obtient le résidu ¢, et la formule de Taylor donne la réponse. O

Définition 26. Une fonction est dite méromorphe sur U s’il existe S, ensemble de singularités tel
que f est holomorphe dans U — S, et si dans tout fermé borné B de U, S n B est fini, et toutes les
singularités de f sont des poles.

C’est le cas ot on peut appliquer les calculs précédents. Un théoréme important dit que ce sont
les fonctions de la forme f(z) = 28 avec ¢, h holomorphes. Une autre méthode pratique pour un
pole d’ordre 1 :

Proposition 5.16. Si f =
alors zy est un pdle d’ordre

avec g, h holomorphes (autour de zy) et g(z0) # 0 = h(zy), h'(29) # 0

g
h
1 et:

et - 45

1
cos(mz) "

Ezercice 32. Trouver les poles et résidus de f(z) =

Proposition 5.17. Si f : U — ' est holomorphe et pour tout z € U alors Ze U et f(z) = f(Z) (par
exemple pour f fraction rationnelle a coefficient réel), alors

Res(f,Zo) = Res(f,2p).

Démonstration. Sion a la série de Laurent en 2z,

f@ =1k =, mE-=)"

En prenant ( = Z, on obtient la série de Laurent en zj :

o0]

O = @(¢—=)"

n=—a

On lie donc le résidu :
Res(f,zo) = a1 = Res(f, z0).

Cas des fractions rationnelles et lien a la décomposition en éléments simples

Prenons la situation d’une fraction rationnelle (similaire a la situation du chapitre 2) Y'(2) = 2%
pour deux polyndémes p et q.

Le théoréme fondamental de ’algébre nous dit qu'’il existe (des racines complexes de q) 21, - - - 2
tel que q(z) = a(z — 2z1)™ -+ (2 — z) ™.

Il en est de méme pour p qui a des racines complexes (1, (m, p(z) = b(z — ()™ -+ (2 — ()™
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Les poles de Y sont parmi les racines de ¢. Il se pourrait qu’il y ait des simplifications avec les
racines de p. Si (; = z;, alors

y(o) = LG e =G bEm G Tz =)™ b Ll — G)™

a(z —z)™ (2 —z)™ alz— )" [z =)™ alz —z)m ]z — )™
Ainsi si n; = m; il n’y a pas de pole en z; mais si m; > n;, on a
b 2 K
lim (z — 2;)™ Y (2) = Hk#’( i = Cx)
A al].(z — )™

Donc z; est un pole de Y d’ordre m; — n;, dés que m; > n;.
On obtient donc le résultat suivant :

# 0.

Proposition 5.18. Si Y (z) = Z% est une fraction rationnelle et zy est une racine q d’ordre k QQUI
N’EST PAS UNE RACINE DE p : p(z0) # 0, alors zy est un pole de Y d’ordre k et

Res(Y, z) = lim ﬁ% ((z — 20)*Y(2)) .

zZ—20
Si on utilise la décomposition en éléments simples complexe, en supposant que le degré de q qui
est plus grand que le degré de p, alors :
k m;
_ Z _ Gy
i=1j=1 (z —z)

Alors a;; est le résidu de Y en z;.

4.4 Théoréme des résidus

Théoréme 5.19. Soit U un ouvert étoilé (ou simplement connexe) et f : U — S — € une fonction
holomorphe en dehors d’un ensemble fini S de singularités. Soit v un lacet de U qui ne rencontre pas
S, alors :

f f(z)dz = (2im) Z ind,(z0)Res(f, zo).
Y 20€S

FEzxercice 33. Calculer
z

fo(oz) (z—=3)(2* + 1)dz

sur C'(0,2) le cercle de centre zéro et rayon 2.

FEzxercice 34. Calculer

1
[J——
C(0,1) 2(z —a)

sur C'(0, 1) le cercle de centre zéro et rayon 1, pour |a| # 0, |a| # 1.

Les calculs de résidus permettent de calculer des intégrales, on commence par une intégrale
trigonométrique. La méthode qu’'on va illustrer s’applique aux fractions rationnelles R de sin, cos,
R(sin(z), cos(x))

dt 21

Ezercice 35. Montrer que SS” aTem{) = Var—y bour a > 1.

Ezercice 36. Montrer que

foo e?dt  w(|p| + 1)e
Lo (L4122 2 '
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