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Contôle Continu 2 (90 minutes)

Exercice 1 Soient f, g : R→ C deux fonctions et H = 1[0,+∞[ la fonction de Heavyside.

1. Montrer que

(fH) ∗ (gH)(x) =

∫ x

0

f(x− y)g(y)dy si x ≥ 0 et (fH) ∗ (gH)(x) = 0 si x < 0

(on admet que les intégrales existent).

2. Soit a ∈ C et fa(x) = eaxH(x) et sω(x) = sin(ωx)H(x). Calculez

(a) fa ∗ fa (b) sω ∗H

Exercice 2 Soit a ∈ C et 1[0,1](x) la fonction indicatrice sur l’intervalle [0, 1]. Calculez la
transformée de Fourier des fonctions

(a) f(x) = eax1[0,1](x) (b) f(x) = xeax1[0,1](x) (c) f(x) =
sin(x)

x

Exercice 3 On définit F (x) par l’intégrale F (x) =

∫ ∞
0

arctan(xt)

t(1 + t2)
dt.

1. En utilisant que arctan(u) ∼
u→0

u, montrer que l’intégrale est convergente pour x ∈ R.

2. Montrer que F ′(x) =

∫ ∞
0

1

(1 + x2t2)(1 + t2)
dt.

3. En déduire que F ′(x) =
π

2(x+ 1)
pour x ≥ 0.

4. Déterminer par intégration F (x), x ∈ [0,∞[.

Indications

– Le produit de convolution des fonctions f, g : R→ C est f ∗ g(x) =

∫ +∞

−∞
f(x− y)g(y)dy

– La transformée de Fourier d’une fonction f : R→ C est f̂(p) =

∫ +∞

−∞
e−ipxf(x)dx

– La transformée de Fourier inverse de f̂ : R→ C est f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eipxf̂(p)dp

– La décomposition en éléments simples permet d’écrire
1

(1 + x2t2)(1 + t2)
=

1

x2 − 1

(
x2

1 + x2t2
− 1

1 + t2

)
, pour x 6= ±1

– On a

∫ +∞

0

1

1 + t2
dt =

π

2

1


