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FICHE TD 2 - Intégrales dépendant d’un paramètre

Exercice 1 En utilisant le théorème de convergence dominée, calculer la limite quand n → ∞ des intégrales
suivantes :

(a)

∫ π
4

0

tann(x) dx, (b)

∫ ∞
0

dx

xn + ex
, (c)

∫ ∞
0

sin(nx)

nx+ x2
dx, (d)

∫ ∞
0

n log(1 + x
n )

x(1 + x2)
dx,

(e)

∫ ∞
−∞

(
1 +

x2

n

)−n
dx.

Exercice 2 Soit, p > 0, et

F (p) =

∫ ∞
0

e−px
sinx

x
dx.

Let but est de calculer F (p) passant par sa dérivée.

1. Montrer que l’intégrale dans la définition de F (p) est convergente pour tout p > 0.

2. Soit p0 > 0. Montrer que F ′(p) existe pour p ≥ p0. En déduire que F ′(p) existe pour p > 0.

3. Vérifier par dérivation que p sin x+cos x
1+p2 e−px est une primitive de −e−px sinx et calculer F ′(p).

4. En déduire que F (p) = − arctan p+ C pour une constante C ∈ R.

5. Montrer que

C = lim
p→+∞

F (p) + arctan p =
π

2
.

Exercice 3 Dérivation des intégrales à paramètres.

Soit f(x) :=

∫ ∞
0

e−t sin(tx)

1 + t4
dt.

1. Montrer que l’intégrale pour définir f(x) est convergent pour tout x ∈ R.

2. Montrer que la kième dérivée f (k)(x) existe pour tout x ∈ R et k ∈ N.

3. Montrer que f vérifie l’équation différentielle : f
′′′′

(x) + f(x) =
x

1 + x2

Exercice 4 Étude de la fonction Γ d’Euler.

Soit Γ(x) :=

∫ ∞
0

tx−1e−tdt.

1. Montrer que Γ est définie et continue sur [a, b], pour tout a, b > 0. En déduire que Γ est définie et continue
sur ]0;∞[.

2. Montrer que ∀x ∈]0;∞[, Γ(x+ 1) = xΓ(x) et en déduire Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N.

3. Exprimer Γ′(x) à l’aide d’un intégrale paramétrique.
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