CAPES Exercices d’Analyse 1

Séries numériques.

Exercice 1 : Calculer la somme des séries suivantes :

“—~mn(n+1) n(n +1)(n + 3) “—mn(n+1)(n+2) yn(n® —4)

: e ' an —1)"

Exercice 2 : En utilisant 'identité = t°" dt, montrez que la série Z
3n + 0 an+1
est convergente et calculer sa somme.
1)(2 1
Exercice 3 : En utilisant l'identité 12 +2% + ... +n? = nn + )6( nt ), montrez que
la série
o0 1

;;12+22+---—|—n2

est convergente, et calculez sa somme.

Exercice 4 : On se propose dans cet exercice de démontrer la formule de Bailey, Borwein
et Plouffe, qui permet de calculer un chiffre du developpement hexadécimal de 7 sans
calculer tous les chiffres précédents. Les formules de ce type sont faciles a vérifier. La
difficulté est de les obtenir.

1. En utilisant I’identité i = fol t*~1dt (a # 1), montrer que pour tout entier p > 1,

*i 1 1 _/1 =1
n:08n+p16n_ 0 -2

2. En déduire que

*i’ 4 2 1 1 1 _/14—2t3—t4—t5dt
= \8n+1 8n+d 8n+5 8n+6/)16"  Jy iyl '

16

3. Montrer que
423 —tt — 15 16(t — 1)

B — 14 _ o913 _
. t 203 + 4t — 4

Vérifier que t* — 213 + 4t — 4 = (1 — 2)(¢* — 2t + 2), et montrer que

+oo
4 2 1 1 1
nzz( L )_.
—~ 8n+1 8&n+4 8n+5 8n+6/ 16"
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Exercice 5 : 1) Appliquer la formule de Taylor Lagrange a la fonction exponentielle
entre 0 et 1. En déduire que

IR

© 2
2) Calculer la somme de la série E n_' (on écrira n? = n(n — 1) + n).
n!
n=0

3) Montrer que le reste d’ordre n de la série exponentielle, R, = >, %, est majoré par

1 . o
— En déduire que e est un nombre irrationnel.
nn!

Exercice 6 : Donner la dérivée d’ordre n de la fonction logarithme. En appliquant la
formule de Taylor-Lagrange a cette fonction, montrer que la série harmonique alternée

est convergente de somme In 2.

Retrouver ce résultat en utilisant la méthode présentée dans l'exercice 2, c¢’est a dire
en remplagant 1/n par fol tntdt.

Exercice 7 : 1) En comparant la somme partielle d’ordre n de la série harmonique

1 1
H,=14—-—+---+4+—
2 n

a une intégrale montrer que H,, vérifie 'encadrement
In(n+1) < H, <1+1In(n)

2) En déduire que la série harmonique est divergente et que H,, est équivalent lorsque n
tend vers 'infini a Inn.

Exercice 8 : 1) Calculer une primitive de 1/(z In”z).
2) En déduire que l'intégrale impropre f:o dx/xIn’ z est convergente (a > 1) .
3) Soit la série de terme général

U, = 1/(nln*n) n>2
et soit 5, la somme partielle d’ordre n, S, = Zzzg ug. Donner un majorant de .S, ; en
déduire que la série des u,, est convergente. Soit S la somme de cette série.
4) Soit R, le reste d’ordre n c’est a dire R, = lezfﬁrl ug. Donner un encadrement de
R,.
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5) Calculer un encadrement de Ry et une valeur approchée de Sy; en déduire un
encadrement de S.

6) Montrer que pour que la somme S,, approche S de moins de 0.01 il faut que n soit
supérieur & 103,

Exercice 9 : Soit f une application injective de N dans N. Déterminer la nature de la

o0
série Z f(n) )
n2
n=1

Exercice 10 : En utilisant les divers criteres de convergence préciser la nature des séries
dont le terme général u,, est donné par I'une des expressions suivantes :

1 1 1
Inn (Inp)n) n(n?+1)
(Inn)” 1 n(n—1)
n! n2—00s & n?—2y/n+3lnn
. 1 n 1 n
sin(n) /2 t gt / t gt
n(n+1) 0o 14+t o 1+t
, ( m ) 2" + 3" |+ "
sin ( — _ e— —
2n n?+1Inn + 57 n
+1)! n!
Vit 2n =V 14.. . Gnt1)" nn

2
(—1)" n? —5n+1\" |
14+ ——]a" S — tom [ = 4 =
(+ 2 ¢ n? —4n +2 & 4+n
2nlnn ’I’L3
tg” E—l ntd cosl
& 4 n 2n+1 n

24.6...2n In24+In3+---lnn /°° dx
0 (1+x2)n+1/2

nr ne
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Exercice 11 : Etudier la convergence simple et absolue des séries de terme général wu,, :

(1" o _ ()" i)

n+ (—=1)"vn?+1 n

1 n?

(=) +n+1

u, = (—1)"sin (%) Up = 4/1+ =D

u, = (=1)" (V1+n—+/n) un:nln(l—l—%>—cosL

Up =

Up =

3n —1

", = (M)n U = (—=1)" [t f(t) dt avec f € C([0,1]),R).

(—1)"i+ 1

Exercice 12 : Etudier la convergence de la série de terme général u,, = ———.

n
En déduire que deux séries de termes généraux équivalents ne sont pas nécessairement de
méme nature.

Exercice 13 : Discuter selon les valeurs de o« > 0 la convergence simple et absolue de
la série de terme général
(="

Up = ————.
ne + (_1)n

Exercice 14 : Discuter la nature de la série de terme général

1 (n 1>
U, =7T— |2 +—
Inn Al

selon la valeur du nombre complexe z.

Exercice 15 : Etudier la nature des séries :

cosn cosn
Uy = —————— Uy = ——————
n 4+ cosn nl/2 + cosn

On pourra songer a utiliser la méthode de somation d’Abel, et, au besoin, utiliser un
développement limité.

sin(lnn)

+o0
Exercice 16 : Montrer que la série Z est divergente.
n=2

n



CAPES Exercices d’Analyse 5

Indication : la divergence provient de ce que le numérateur n’oscille pas assez vite
autour de 0. Montrer qu’il existe, aussi loin que 1'on veut, des intervalles de grandes
longueurs sur lesquels la minoration suivante est vérifiée :

sinlnn

1
> —.
n — 2n

> dx
Exercice 17 : Discuter selon la valeur de « la convergence de I'intégrale / —
o l4+z%sin“x
nw+m/2 dr
On pourra d’abord calculer I'intégrale / ————— avec a > 0.
nr—n/2 1+ asin®z



6 CAPES Exercices d’Analyse

Suites et séries de fonctions.

Exercice 18 : Etudier la convergence simple et la convergence uniforme sur R de la
suite de fonctions (f,,) dans chacun des cas suivants :

sin nx
1. f, =e”
f(a:) ¢ +n—|—e””
T
2. fn = —
fulw) ==

Dans le deuxiéme cas étudier aussi la convergence uniforme sur un segment borné [a , ].

Exercice 19 : Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,),, définie par

2nx

Inlo) = T

1. Sur l'intervalle [0, 4+o00].
2. Sur l'intervalle [a,+oo[. (a > 0)

Exercice 20 : Soit (f,), la suite de fonctions définies sur R par

ne=® + x?
n(T) = ——7F—
f(2) n+ x?
1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.
2. Montrer qu’elle est uniformément convergente sur tout segment borné [a, b|.

3. Montrer qu’elle ne converge pas uniformément sur [a, +00].

1
4. Calculer la limite, lorsque n — oo de I, = / fn(x) dx.
0

Exercice 21 : Que peut-on dire d'un polynome borné sur R? En déduire que la li-
mite d’une suite de fonctions polynomes uniformément convergente sur R est encore une
fonction polynome .

Exercice 22 : Soit (f,), la suite de fonctions définies sur R par
1

fo(z) =2%sin— siz#0 et f,(0)=0
n

1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.
2. Montrer qu’elle converge uniformément sur tout intervalle borné de R.

3. Montrer qu’elle n’est pas uniformément convergente sur R.

Exercice 23 : Soit (f,), la suite de fonctions définies sur [0, 1] par
ne® +ax*
falr) = (@ +1)———

n—+x
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1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.
2. Montrer que cette suite est uniformément convergente.

1 T —x
3. En déduire lim,,_., I,, avec I,, = / (2% + 1)u
0 n+x
Exercice 24 : Soit (f,), la suite de fonctions défini 0, 1] par f,(z) 2
xercice : Soit (f,), la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,(z) = ————
P 1+ 2mna?

1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.
2. Calculer I, = fol fa(t)dt et lim, .o I,. En déduire que la suite (f,), n’est pas
uniformément convergente sur [0,1].

3. Donner une démonstration directe de ce que la suite (f,), n’est pas uniformément
convergente sur [0,1]

Exercice 25 : Donner un exemple d’une suite de fonctions continues (f,,), définies sur
[0,1], convergeant simplement vers la fonction nulle, telle que

limy, oo [y fa(t)dt = co.

Exercice 26 : Montrer que la série de fonctions Z;ﬁ% U, ou u, est définie sur R par
sin(nx) , :
up(z) = EONC Y est simplement convergente, et que sa somme est continue.
n?+x

Exercice 27 : FEtudier la convergence simple, la convergence normale, et enfin la conver-
gence uniforme de la série de fonctions E u, dans les cas suivants :

n>1
1
1. u,(z) = , sur |1, +oo[ et sur [a, +o00[ avec a > 1.
14 2zn
2. uy(z) = ﬁ , sur [0, +00] et sur [0, al.
NI
3. un(x) = m , sur [0, +OO[
+oo
Exercice 28 : Montrer que la série de fonctions Zun ou
n=0
n 1
n =1
n() Og1+n+x+n

converge sur [0, +oo[ vers une fonction de classe C'' dont la dérivée est < 0.

Exercice 29 : Donner un exemple simple d'une série de fonctions qui est uniformément
convergente, sans étre normalement convergente (on pourra penser a une suite (un)neN
telle que, en tout x donné, il existe au plus une valeur de n telle que u,(x) # 0).

xe*’ﬂ[l‘

Exercice 30 : On considere la série de fonctions 5 U, avec u,(r) =
n>2

pour
lnn

z € [0,4o0l.
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1. Etudier la convergence simple de cette série.
2. Montrer qu’elle n’est pas normalement convergente.

3. Donner un majorant du reste d’ordre n, R, = > 7 up(z) et en déduire qu’elle
est uniformément convergente.

Exercice 31 : Soit (\,) une suite croissante de réels strictement positifs telle que
lim(),,) = +00. On considére la série Y -, u, avec u,(z) = (—1)"e .

1. Etudier la convergence simple de cette série.
2. Pour tout z > 0 on note S(z) la somme de cette série. Monter que 0 < S(x) < e~
3.

Soit Ry (z) = > ;. uk(x) le reste d’ordre n de cette série. Montrer que pour x > 0
on a |R,(z)] < e 1% Quel est le signe de R,(x)?

4. En déduire que pour tout a > 0 la série ) u, est uniformément convergente sur
[a. + oo[ et que sa somme est continue sur |0, +o0].

Exercice 32 : Soit a un réel positif. On considere la suit u,, de fonctions définies par

() = 0 six=20
T %™ pour x> 0

1) Démontrer que la série des u,, converge simplement et calculer sa somme.

2) Démontrer que cette série converge uniformément sur tout intervalle de la forme
la, +00[, avec a > 0.

3) Etudier selon les valeurs de « la convergence uniforme de cette série sur [0, +00.

(-1
n l1l+zx

Exercice 33 : Soit la série de fonctions de terme général wu,(z) = , définies
sur [0, 1].

1. Montrer que cette série est simplement convergente.

2. Majorer le reste d’ordre R, (z) = > 7 . un(x) par le théoreme des séries alternées.

3. En déduire que la série converge uniformément sur [0, 1].

(=)™ x
arctan —.

v Vn

Montrer que cette série converge uniformément sur R vers une fonction impaire continue
et bornée.

Exercice 34 : Soit la série de fonctions ) ., u, avec u,(x) =

Exercice 35 :
sin(nx)

~ Vn+ cos(nz)’

sur tout intervalle [a, m — o], avec 0 < o < 7/2.

1. Montrer que la série Y o, uy,, ot u,(z) converge uniformément

. 2n—1 ] .
2. En minorant la somme > ;" " u(7/4n), montrer que cette série n’est pas uni-
formément convergente sur [0, 7/2].
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Séries entieres.

Exercice 36 : Calculer le rayon de convergence et la somme de la série > 2 n?z™ (pour
le calcul de la somme on écrira n? = n(n — 1) et on mettra z? en facteur).

Exercice 37 : Rayon de convergence des séries entieres

[e%¢} n “+o0 1

Z %z" Z cos (;) n®z"

n=0 n=1

f: e 2" f: nlz"

n=0 n=0

+oo 1 n? - 1) n?
Sy ms(es)

n!

oo : 2n+1
2n=073 @t D)’

2
. P - . = ,
Exercice 38 : Démontrer que la série de fonction Z:g —e ™™ converge pour tout réel
n

x positif et calculer sa somme.
Exercice 39 : Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entieres :

o0 [ee}
1 2n + 3
n ¢ n.
22n+1x ¢ 22n+1x

n=0 n=0

Exercice 40 : On pose a, =1+1/24+1/3...+1/n.
1. Rayon de convergence de la série Zzg anx"?

2. Soit f(z) la somme de cette série. En utilisant la relation a,, = a,—1 + 1/n, montrer
que zf(x) — f(z) est la somme d’une série entiere simple.

3. En déduire f(x).

1
Exercice 41 : Rayon de convergence et somme de ij —2".
" n(n+1)

1
(Le résultat est : 1 —log(1l — z) (1 — —> .)

z
Exercice 42 : Mont 3 ! 4log2 — 2

xercice 42 : Montrer que ———— =4log2 — 2.
R TR R

Indication : . 11
On montrera d’abord que la série entiere "~ ni— 5 & Pour somme —— — — log(1 — x)

Exercice 43 :
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‘,I/,TL

?
n+1

2. Montrer que cette série converge uniformément sur [—1,a] pour tout a < 1 (on
utilisera le théoreme des séries alternées).
+oo (_1)n
=lp+1
4. En utilisant la méthode de sommation d’Abel, montrer que pour tout r, 0 < r < 1, la
n

T
e [e.9]
serie —

1. Quel est le rayon de convergence de la série entiere )

3. En déduire la valeur de la somme

? converge uniformément sur D, = {z € C; [z| <1, |1 —z| > r}.
Exercice 44 : Quel est le rayon de convergence de la série entiere

>

n=0

n

w
N

1. Montrer que la série est uniformément convergente sur [—1, a] pour tout a < 1.

2. En déduire que la somme de cette série est continue sur [—1, 1] puis la valeur de

3. Montrer, plus généralement, que la série entiere »_ >~ converge uniformément

"=03n + 2
sur D, ={2€C; |2| <1, 1=z >r}, pour tout r, 0 < r < 1.

Exercice 45 :

sint
1. Montrer que la fonction —— est développable en série entiere au voisinage de 0 et

expliciter ce développement.

k=00
[ =S e
0 (2k +1)(2k + 1)!

2. En déduire que

3. En déduire la valeur approchée

/ Sl—ntdt — 1.8519.

Exercice 46 : On considére la série entiere f(z) =), a,x”. Déterminer (a,) de sorte
que f vérifie ’équation différentielle

dry" + 2y +y =0

Calculer le rayon de convergence et la somme des séries obtenues ? Remarquer que 1’en-
semble des solutions obtenues est un espace vectoriel. Quelle est sa dimension ? Est-ce en
contradiction avec les théoremes généraux sur les équations différentielles linéaires 7
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Exercice 47 : Donner le développement en série entiere au voisinage de 0 des fonctions
suivantes :

3

flw) = (1—2)(1+ 22) f(x) = ch(z) cos()
f(x) = 1 e_zx f(x) = arctg(x + a)
f(x) =log (1 — 2z cosa + x?) flz) = (z+ m)p

Pour les cas 4 et 5 on considerera la dérivée de f. Pour le dernier cas on cherchera,
au moyen de deux dérivations successives, une équation différentielle linéaire d’ordre 2
vérifiée par f.



