Quelques remarques sur les séries numériques et
intégrales impropres

Je suis surpris, depuis un an environ, du nombre d’étudiants qui écrivent
la fonction f est continue, donc l'intégrale fol f(t)dt est convergente, et
d’autres bizarreries du méme genre. Ces quelques lignes sont la pour rappeler
la différence entre intégrale ordinaire et intégrale impropre, et aussi pour
souligner qu’il n’est pas besoin d’un gros effort pour mémoriser les théoremes
essentiels, vue I'analogie entre intégrales impropres et convergence des séries.

Seule l'intégrale des fonctions continues par morceaux, sur un inter-
valle fermé borné est au programme. Si f est continue par morceaux sur
un tel intervalle [a,b], l'intégrale ff f(t)dt est définie, point. Ecrire est
convergente au lieu de est définie, ce n’est pas plus savant, c’est au contraire
manifester son incompréhension. Pour alléger les écritures, on se placera
dans le cadre de 'intégration des fonctions continues.

Les intégrales f;oo f(t)dt ou ffoo f(t) dt n’ont pas de sens dans ce cadre
la. De méme, pour tous réel a < b, si la fonction f est continue sur [a, b| mais
ne se prolonge pas en une fonction continue sur [a, b, I'intégrale fab f(t)dt
n’est pas définie.

De la méme maniére que la somme d’une série numérique est définie
comme limite de sommes ordinaires (les sommes partielles), une intégrale
impropre ou intégrale généralisée est définie comme une limite d’intégrales
ordinaires.

Tous les énoncés (sauf ceux du paragraphe 5) suivants sont numérotés
deux fois avec le méme numéro. Le premier énoncés est relatif aux séries,
le second relatif aux intégrales impropres. Pour alléger les énoncés relatifs
aux intégrales impropres (a part dans la définition 1), toutes les fonctions
f considérées sont supposées continues sur [a,b| dans le cas d'une intégrale
impropre en b, continues sur |a, b] dans le cas d'une intégrale impropre en a.

Définition 1. Dire que la série Y .- u, est convergente, c’est dire que
N

la suite (Sp)n, définie par Sy = Zun, est convergente. Par définition, la

n=0
[e.e]
somme de la série, notée, E Uy, est la limite de Sy, quand n tend vers linfini.
n=0



Définition 1.

1. [intégrale impropre a droite| Soit a un réel, et a < b, ou b est
soit réel, soit +o0o. Soit f une fonction continue sur |a,b[. Dire que

l’intégrale impropre ff f(t)dt est convergente, c’est dire que la fonction
F(X) définie par

X
F(X) = / F£(t) dt

a une limite quand X tend vers b, et par définition

/abf(t) dt = lim /aX F(t)dt.

X—b

2. [intégrale impropre a gauche] Soit b un réel, et a < b, ot a est
soit réel, soit —oo. Soit f une fonction continue sur|a,’,b]. L’intégrale
impropre ff f(t)dt est convergente, c’est dire que la fonction F(X)
définie par

b
F(X) = /X F()dt

a une limite quand X tend vers a, et par définition

/a " Ftydt = Jim /Xb F(t)dt.

C’est cette définition de l'intégrale impropre comme limite d’intégrales
ordinaires qui fait que ’on parle de convergence dans le cas des intégrales
impropres. Et c’est Putilisation du méme symbole [ pour représenter les
intégrales impropres et les intégrales ordinaire qui incite certains & oublier
que ce sont deux notions bien différentes.

Certains étudiants ayant entendu parler de l'intégrale de Lebesgue, et
de la puissance de cette théorie, s’imaginent que c’est le cadre trop restreint
de lintégration des fonctions continues qui oblige a introduire la notion
d’intégrale impropre. .. Si les fonctions intégrables au programme du Capes
étaient les fonctions intégrables au sens de Lebesgue, il n’y aurait pas besoin
de s’encombrer de la notion d’intégrale impropre. C’est faux. Un exemple
trés simple est l'intégrale impropre

*sint
/ sinf g,
1 t

qui n’ a pas plus de sens dans le cadre de l'intégrale de Lebesgue que dans
celui de I'intégration des fonctions continues.

Définition 2. Soit Y 7 u, une série convergente. Le reste d'ordre n de
cette série est la quantité

+o0o

>

k=n+1



Définition 2. Soit ff f(t)dt une intégrale impropre en b, convergente. Pour
tout X, a < X < b, le reste d’'ordre X de cette série est la somme

/Xb F(t)dt.

Théoreme 1. La nature d’une série ne dépend pas de ses premiers termes,
c’est a dire que, pour tout ng € N, les deux séries

400 400

E Up, et E Up,

n=0 n=ng
sont de méme nature.

Démonstration. Les sommes partielles de ces deux séries different d’une
constante qui est >, ug. Elles sont donc simultanément convergentes ou
divergentes. O

Théoreme 1. Soit ff f(t)dt une intégrale impropre en b. Pour tout a; €
[a,b] les intégrales impropres

' t)dt et ' t)dt
/af() /alf()

sont de méme nature.

Démonstration. Les intégrales partielles F(X) = faX ft)ydt et Fi(X) =

faX f(t)dt different d’une constante qui est [ f(¢)dt. Elles sont donc si-
1 a
multanément convergentes ou divergentes lorsque X tend vers b. O

1 Le critere de Cauchy

Théoréme 2 (Le critere de Cauchy). Pour que la série Z:{i% Uy, 0%t conver-
gente, il faut et il suffit que, pour tout € > 0, il existe un N tel que,

q
Dt

n=p

Vp,q N<p<q = <e.

Théoréme 2 (Le critere de Cauchy). Pour que l'intégrale fab f(t)dt, im-
propre en b, soit convergente, il faut et il suffit que, pour tout € > 0, il existe
c, ¢ < b, tel que

"

X

VX, X" < X' <X <b = F(t)dt

<e.
Xl




2 Fonctions ou séries positives

Pour les fonctions positives, ou séries a termes positifs, on dispose de
critéres tres commodes permettant de déterminer la nature de la série, ou
de l'intégrale.

Théoréme 3 (Le théoréeme de la limite monotone). Soit u, > 0. Alors la
série Y uy, est convergente si et seulement si ses sommes partielles Sy (u) =
> ko Uk sont magjorées.

Théoréme 3 (Le théoreme de la limite monotone). Soit f > 0. Alors
lintégrale impropre en b (resp. en a) fff(t)dt est convergente si et seule-

ment si ses intégrales partielles faX (resp. f)b{) sont magjorées.
Théoréme 4 (La regle de comparaison). Soient u,, et vy, positifs pour tout
n. 510 < u, <wv, alors

1. Sila sériey ;> un est convergente la série Y " vy, est aussi conver-

gente, et, de plus
oo oo
D un <) v
n=0 n=0

2. 81 07 o up diverge, il en est de méme de Yy > Uy.

Théoréme 4 (La régle de comparaison). Soient f et g positives.

1. Sil’intégrale impropre ff g(t) dt converge, il en est de méme de l'intégrale
impropre fff(t) dt, et, de plus

/abf(t)dtg/abg(t)dt

2. Si f;f(t) dt diverge, il en est de méme de ffg(t) dt.

Théoréme 5 (La regle des équivalents). Soiet uy, et vy, positifs pour tout
n. Si u, ~ v, quand n tend vers Uinfini, alors > ;" o u, est de méme nature
que Y 2 4 vpn. De plus
1. Siles deux séries sont convergentes, alors les restes d’ordre n, Z;;O‘;LH U,
et Z;;’%H v sont équivalents quand n tend vers linfini.

2. Si les deux séries sont divergentes, les sommes partielles d’ordre N,
E?’LN:O Uy €t Zg:o vy, sont équivalentes quand N tend vers l'infini.

Enongons 'analogue relatif aux intégrales dans le cas d’une intégrale
impropre en b. Le lecteur énoncera le théoreme dans le cas d’une intégrale
impropre en a.



Théoréme 5 (La regle des équivalents). Soit f et g positives sur [a,b].
Si f(t) ~ g(t) au voisinage de b alors les deux intégrales impropres en b,

f;f( dt, etf g(t)dt. sont de méme nature. De plus

1. Sz les deux mtegmles impropres sont convergentes, alors les restes
fX t)dt et fXg t)dt sont équivalents quand X tend vers b.

2. Si les deux Zntegmles zmp'ropres sont divergentes, les intégrales par-
tielles faX f(t)dt et f g(t)dt sont équivalentes quand X tend vers b.

1

Théoréme 6 (Série de Riemann). La série de Riemann Y )" | =

si et seulement si o > 1.

converge

Théoréme 6 (Intégrale de Riemann). L’intégrale impropre f —a converge
st et seulement si o > 1.

3 Convergence et convergence absolue

Définition 3. On dit que la série Y ;" ,u, est absolument convergente si la
série Yy o7 o |un| est convergente.

Définition 3. On dit que l’intégrale impropre ff f(t)dt est absolument conver-

gente si l'intégrale impropre f: |f(t)] dt est convergente.

Théoréme 7. Sila sériey " uy est absolument convergente elle est conver-

gente, et
o
S
n=0

Théoréme 7. Si l'intégrale impropre f; f(t)dt est absolument convergente

elle est convergente, et
b b
[ swal < [l

4 Intégrales impropres ou séries non absolument
convergentes

La encore ’analogie se poursuit, I'intégration par parties jouant, pour
les intégrales impropres, le role de la méthode de sommation d’Abel pour
les séries. Par exemple pour prouver que la série ) | % est convergente,
on constate que les sommes nyzl cosn sont bornées, et que la suitt (1/n)
tend vers 0 en décroissant, et on utilise la méthode de sommation d’Abel.

De méme, pour I’étude de la convergence de 'intégrale impropre f o0 cosz

On constate que les intégrales fl costdt sont bornées et que la fonctlon



1/x tend vers 0 en décroissant. Cela nous conduit & utiliser la méthode
d’intégrations par parties, en écrivant

X X
cosx 1
/ dx = / udv avec u = —, dv = coszdzx.
1 1

xr x

Il vient

X cosx sinz]¥ X sinz sin X . X sinx
dr = + 5 dr = —sinl + 5 dx.
1 x T |y 1z X 1z

Cette fois on a gagné car sin X/X tend vers 0 quand X tend vers l'infini (la

fonction sin est bornée), et I'intégrale impropre | 00 s 70 st absolument
’ J1 T

convergente, par la régle de comparaison, car ‘“%‘ < L.
X xT

5 Un résultat particulier aux intégrales impropres

Rappelons le résultat suivant, a bien distinguer du cas de l'intégrale
de Riemann (dans le cas de l'intégrale de Riemann, il y convergence si et
seulement si a > 1).

Théoréeme 8. Soit a < b deux nombres réels. Les intégrales impropres

convergent si et seulement si o < 1.

6 Une analogie qui ne fonctionne pas

Il ne faut pas cependant se fier sans retenue a cette analogie entre
intégrales impropres et séries numériques. Le théoréme suivant est bien
connu : Si la série numérique Z:ﬁ% uy est convergente, lim,_, oo un, = 0.
L’analogue relatif aux intégrales impropres serait : Si ["intégrale généralisée
f;roo f(t)dt est convergente, alors lim;_, 1 f(t) = 0, ce qui est faux.



