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SESSIO}I DE 1985

PREM|ÈRE COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES

DunÉs :5 heures

I-a quolité de lo rédaction, la clorté et Io précision d.es roisonnenents intensien'dront Pow-une paft -importonte
dons l'opprécia.tion des copies, ks résuhats indiqués dans I'énoncé peutent ête utilkés P@r lcs cond.id.ots pow la

suite di problème. L'emploi des instrumcnts de calcul est outorisé Pour cette épreuve.

Notations ct objectif du Problème

On désigne par I I'intervalte [0, * -[ ; on note C (I) I'espace vectoriel des fonctions continues sul I à valours

complexes et C;1I1ie sous-espace """to.i"l de C (I) constitué des fonctions contintment dérivables sur I.

On considère l'équation difrérentielle

(1) ï ' +a Ï  :  f '

où o est un nombre réel non nul donné et où/est un élément de C (I). On note U llapplication de C (t) dans lui'même

qoi, A to,rt élémentf, associe I'unique solution g de l'éguation (t) satisfaisant à Ia condition initiale g (0) : 0.

L'objectif de ce problème est d'étudier le comportement (global ou asymptotique) de g connaissant celui de

/, ce qui revient à étudier I'opérateur U.

/ titre d'informotion, il est itdiqué que ce type de question intentient twtomment dorc b théorie du signa'l :

la fonrtion t * f (t) représente olols ui signat d.'Zntrée do^ un certoin apporeil,,Io solution x r g (x) represente

le'sign.,l de soraie ̂ri;A à f et I'opplicotion f * g, oppelée opéroteur de Ûonsfert' Pennet de decrire le compor'

,"^Jn, de I'oppareilconsi.déré. Le'irobtème étudié-bi èst un exemple à l.o fois simple et fotdamennl de cetæ

situation générole.

I. Propriétéa élémcntairce de I'opéreteur U

L. Erpression intégrole de U-

c. Erprimer C -- UA en fonction defi expliciter g lorsque .f : L'

ô. On revient au cas général. L'expression obtenue pour g' Eontrc aussitôt que I'application U est linéaire;

établ! aussi c.e resultat à parùr du scul faii que g est I'unique solution de (1) tellc quc 5 (0) : g'
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2. Positidté d,e U.

Soient g un élément de c (I) à valeurs réelles positives et tf.i : u(9).

o. Prouver que '| est à valeurs réelles positives'

ô.  Prouver  que,  pour  tout  é lément  f  de C(I ) ,  lU( / )  |  <  U ( l /  l ) '

c. on suppose a > o. L,orsque g est croissante, prouver que a'| ( ç ot en déduire que rf est croissante'

3. Commutotion de U aoec Io dériootion'

a. On note D l'opérateur de dérivation qui, à tout élément de C'(I), agsoc-ie sa-dérivée' Soient/-un élément

de Cr( I )  er  I  
-  U( , f ) . 'En dér ivant  lare lat ion ' i  +@8:. / '  comparer  D [U ( ' f ) l " r  UtD( ' f ) ] ;  à  quel le  condi t ion

portant sur/ ces deux fonctions sont'elles égales?

ô. Retrouver les résultats de la question 2'c'

II. f,omportcment asymptotique deg eolutiont au voisinage d€ + @

On traito ici quelques cas fondamentaux, en part-ant d'exemples de fonctions / pour -lesquelles 
on dispose

de formules "*pli"it", po;;; : u(/)' Sauf mention explicite du contraire' on suPPose a > 0'

1. Cas des fonctions admettont une limite au point ! æ '

o. Comparer le comportement asymptotique de gà celui de/lorsgue f = 1' Tracer sur une même frgure les

graphes de/et de cg. Préciser le comportement asymptotigue de g lorsque o < 0'

ô. Soient T un nombre réel strictement positif et f la fonction définie sur I par les relations f (t) : l si

0 < r ( T et .f (t) :0 si r > T. On "or,"i"ni de dire {u'une_fonction est solution de(l) sur Isielleestcontinue

sur I et si elle est solution de (1) sur 1". i"t;;;"ll;s-[0,'i[ et ]T, +co[. Expliciter I'unique solution gde (1) sur I

telle que c (0) : 0 et étudier son comportement asymptotique'

c. Soit g un élément de C (I) à valeurs réelles positives ayant 0 pour limite.au point *æ' Prouvor qu'il en

est de même pour Q : U(ç). A cet efret, r"-p."*" aiùord et trli, la majoration suivante, valable Pour tout nombre

réel positif c "t po,rt tout nombre réel r supérieur à c "

t r c

{(") < e-o' I e"tq(tl dt +

d. Soit/un élément de C (I). Étudierlecomportementasymptotiquede 8:lJ ff i lorsque/admetunelimite ô

au point * co, oi ô est un nombre complexe'

2. Ca:s des forctions exponentielles'

o. Soient Ir un nombr e rcel et f* la fonction t * e- kt. Expliciter g* : U (.f*) et comparer son comPortement

æympt;tique à celui d" f* , en discutant suivant les valeurs de &'

ô. Soient <o un nombre réel strictementpositif et/, lafonction t*et't' Expliciter 6o, a U(f)' Comparer

lon comportement asymptotique à-celui d"l;-;i;;ôréÉigéométdquement le resultat obtenu (introduire la forme

trigonométrique du nombre complexe o * r<'r)'

3. Cas des fonctions Puissontes'

pour tout nombre réel positif c, on note.,;f, la fonction t * 2c at gn : U (,fJ, en conienant quo.,fo : 1'

c. En partant de l,expression de 60 et en s'appuyant-sur les resultats obtenus cn I'3, compnrer lo comportemcnt

erympt;tiquo do go à celui ât fn ' où zGt "" "o-ù'" entier naturel non nul'

L sup e(r) .
@  t e l c , s l
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ô. Soient-/un élément de C(I) à valeurs réelles et 5 : U(/.1' Prouver quc si./est négligeable devant./f au

voisinage de * co, alors il en est de mêIne pour g'

c. Comparer enfrn le comPortement asymptotique de go à celui dt fo 'A cet effet' on pourra étudier h' * ah'

où

h ( r )  :  g " ( " i -  { O - e - o " ) .' a

III. Comportement global dce eolutions. C.as etable

Dans cette Partie on suPPose a > 0'

t. Cas des fonctions bomées.

On désigne par E le sous-espace vectoriel de C (I) constitué des fonctions bornées sur I et on munit E de la

norlne

f - N-("f) : suPi,f (r) i .

o.  Soi tgunélémentde Eàvaleursréel lesposi t ives.  Prouverquer! :  U(9)  appart ientencoreàEetque

1
N - ( , i )  <  - N - ( ç ) . .

Lorsque g est croissante, montrer qu'il y a égalité dans I'inégalité précédente'

ô. En conclure que, pour tout élément / de E, la fonctio î g : U (.,;|,; appartient encore à E, que

1
N-(e) < - N-(.f)

ct que, dans cette inégalité, valable pour tout élément f àe E,le nombre * 
"" peut être remplacé Par un nombre

o

strictement inférieur.

2. Cos des forctions intégzobles,

On designe par F le sous-€space vectoriel de C (I) constitué des fonctions/integrables aur I, c'est'à'dire dont

I'intégrale,r' iotàb.olument convergente, ct on munit F de la norme

|t '* N,(,F) : f 
* ' 

l f (t) | dt .
. J O

a. Soient g un élément de F à valeurs réelles positives et.{ : U (g). Intégrer la relation tf" * où =. I ttt

l,intervalle [0 , cJ, oir " o, ,.rn nombre réel positif ; en dÉd,rir" que ,] appartient aussi à F, puis que '] admet une limite ]'

au point + co. Prouver alors que tr : 0 et que

4
N , ( ' l ) :  i * , ( * ) .

ô' Que peut-on cn conclure Pour ér : ULf) lorsquelf est un élément de F ?

3. Ccs des fonctions de coné intégrable'

On désigne par G le sousqpace vectoriel de C (I) constitué des fonctions de cârré integrable sur I, c'ost'à'dire

telles que l/ [ soit intégrable sur I, et on munit G de la norrne

f  - N , ( , f ) :  (  f " ' , f ( r l l ' d , ) " ' '
\ J o  /
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c. soient p u' élémer,t tle G à valerrrs ri.elles positi'es et ') : U (p;. Prouver que t! appartient aussi À G'

,1g "ppoal"i à F, que '7 acirnr:t 0 pour l imrte au point ! co et que

{ '* 
" 

ç'{,7 dr : : J,. Q (r) e Q) dt '
. ' 1 ,

(on pourra s'inspirer de la méthode de la question 2 en partant cette fois de la relation tl+' + otl" : *ç)

Étoblit aussi que
4

N,(+) < ; x'(t)

et que cette inégalité ne peut être améliorée'

ô. Que peut'on en conclure Pour g : U ('f) lorsque/est un élément de G ?

4. Efet régularisant de U'

a.. I\{oDtrer que, pour tout élément/de F, la fonction I : u (/) appartient à E et que

N-(s) < N'("f) .

Étubli, enfrn que cette inégalité ne peut être amélioree. A cet effet, on pourra introduire la suiteffi) des fonaions

r  1 ' l

défrnies par les cont l i t ions suivantes :  . f^( t \ :0 si  ' ,  
+ '  Â(0) :2n er Â ""t  af f ine sur 

Lo'  " i t  
on

calculera N,(^) ", t. (+) ' où g' : U(Â)' et on en déduira la limite de N' (gn)'

ô' Montrer que' Pour tout élément/de G' la fonction I : UAappartient à E et établir une majoration du

type
N-(e) < P N,(,f) '

où B est un nombre réel positif indépendant de/'

IV. Comportement global des eolutiont' C'as instablc

Dans cette Partie on suPPose o < 0'

on désigne par Lle sous-espace vectoriel de c(I) constitué des fonctions/telles quel'intégrale

l  

*  " '  
" -  ,o t  t  

J t '@ dt

soit absolument convergente'

T.Existerrceetunicatéd 'unesolut ionàcroksancemodéréeàl ' in f 'n i '

Monrrerque,pourtouté lément , rdgI- i lex is tet rn^esolut ion,À'etuneseulede(t )négl igoabledevantr*e lo l t
au voisinage ctc * æ, et exprimer /, "" f.;;;;;7 o" ;.'æ v i{ppu*tio" li"'ât"l" L d"ttt C fl) qui' à tout

élément / de L, associe Ir' '

2. Propriétés globales d'une telle solution'

o. Montrer que E est rrn sous-esPace vectoriel de L stable par J e1-uu!:.Pot' tout élément / de E h : Y Ul

est l,unique solution d'" (1i;";;tr,rr I. Iltalorer enfin N- (Ê) à I'aido de N- (,f).

ô. Effectuor une étudo analogue pour les esPaces vectoriels F et G'

I

I
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