Quelques remarques sur les séries numériques et
intégrales impropres

Je suis surpris, depuis un an environ, du nombre d’étudiants qui écrivent
la fonction f est continue, donc lintégrale fol f(t)dt est convergente, et
d’autres bizarreries du méme genre. Ces quelques lignes sont la pour rappeler
la différence entre intégrale ordinaire et intégrale impropre, et aussi pour
souligner qu’il n’est pas besoin d’un gros effort pour mémoriser les théoremes
essentiels, vue I'analogie entre intégrales impropres et convergence des séries.

Définition Soit f une fonction définie sur un intervalle fermé borné [a,b].
f est continue par morceaux s’il existe une suite finie (a;)o<i<k de points de
[a,b] avec

ag <ap <ag <---<ag=0b,

et telle que f est continue sur chaque intervalle ouvert la;,a;y1[, avec une
limite & droite finie en a;, et une limite & gauche finie en a;41. Pour 1 < i <
k — 1 on n’exige pas que les limites a gauche et a droite de f au point a;
soient égales.

Seule l'intégrale des fonctions continues par morceaux, sur un inter-
valle fermé borné est au programme. Si f est continue par morceaux sur
un tel intervalle [a,b], U'intégrale f; f(t)dt est définie, point. Ecrire est
convergente au lieu de est définie, ce n’est pas plus savant, c’est au contraire
manifester son incompréhension.

Les intégrales f;oo f(t)dt ou ffoo f(t) dt n’ont pas de sens dans ce cadre
la. De méme, pour tous réel a < b, si la fonction f est continue par morceaux
sur [a,b'] pour tout b’ tel que a < b’ < b, mais ne se prolonge pas en une fonc-
tion continue par morceaus sur [a, b], U'intégrale fab f(t)dt n’est pas définie.
Cette situation se présente, par exemple, lorque lim;_;, f(t) = +00, ou bien
lorsque il existe une suite strictement croissante de points de discontinuité
de f qui tend vers b.

De la méme maniere que la somme d’une série numérique est définie
comme limite de sommes ordinaires (les sommes partielles), une intégrale
impropre ou intégrale généralisée est définie comme une limite d’intégrales
ordinaires.



Tous les énoncés (sauf ceux du paragraphe 5) suivants sont numérotés
deux fois avec le méme numéro. Le premier énoncés est relatif aux séries,
le second relatif aux intégrales impropres. Pour alléger les énoncés relatifs
aux intégrales impropres (a part dans la définition 1), toutes les fonctions f
considérées sont supposées continues par morceaux sur chaque intervalle fermé
borné contenu dans [a, b dans le cas d'une intégrale impropre en b, continues
par morceaux sur chaque intervalle fermé borné contenu dans |a, b] dans le cas
d'une intégrale impropre en a.

Définition 1. Dire que la sériey ., , est convergente, c¢’est dire que la suite
N

(Sn)n, définie par Sy = Z Uy, est convergente. Par définition, la somme de

n=0
oo

la série, notée, Z Uy, est la limite de Sy, quand n tend vers l'infini.

n=0

Définition 1.

1. [intégrale impropre a droite] Soit a un réel, et a < b, ot b est soit
réel, soit +oo. Soit f une fonction continue par morceaur sur [a,b'],
pour tout réel b', a < b < b. Dire que l'intégrale impropre fff(t)dt
est convergente, c’est dire que la fonction F(b') définie par

b/

F@') = f(t)dt

a une limite quand b’ tend vers b, et par définition

b b
/a f(t)dt = Jim /a f(t)dt.

2. [intégrale impropre a gauche| Soit b un réel, et a < b, ot a est soit
réel, soit —oo. Soit f une fonction continue par morceauz sur [a’,b],
pour tout réel a’, a < a’ < b. Dire que l'intégrale impropre f;f(t)dt
est convergente, c’est dire que la fonction F(a’) définie par

b
F(d)= / f(t)dt

a une limite quand o' tend vers a, et par définition

b b
/ Ft)dt = lim [ f(t)dt.

’
a’ —a Jqr



C’est cette définition de l'intégrale impropre comme limite d’intégrales
ordinaires qui fait que l'on parle de convergence dans le cas des intégrales
impropres. Et c’est l'utilisation du méme symbole [ pour représenter les
intégrales impropres et les intégrales ordinaire qui incite certains a oublier
que ce sont deux notions bien différentes.

Certains étudiants ayant entendu parler de I'intégrale de Lebesgue, et
de la puissance de cette théorie, s’imaginent que c’est le cadre trop restreint
de l'intégration des fonctions continues par morceaux qui oblige & introduire
la notion d’intégrale impropre... Si les fonctions intégrables au programme
du, Capes étaient les fonctions intégrables au sens de Lebesgue, il n'y aurait
pas besoin de s’encombrer de la notion d’intégrale impropre. C’est faux. Un
exemple tres simple est 'intégrale impropre

/ sin dt.
1 t

qui n’ a pas plus de sens dans le cadre de l'intégrale de Lebesgue que dans
celui de I'intégration des fonctions continues par morceaux.

Définition 2. Soit Y7 u, une série convergente. Le reste d'ordre n de
cette série est la quantité

“+oo

> e

k=n-+1

Définition 2. Soit f: f(t)dt une intégrale impropre en b, convergente. Pour
tout ', a < b < b, le reste d'ordre V/ de cette série est la somme

b
F(t)dt.
bl

Théoreme 1. La nature d’une série ne dépend pas de ses premiers termes,
c’est a dire que, pour tout ng € N, les deux séries

—+o0 —+o0

E U, et E U,

n=0 n=ng
sont de méme nature.

Démonstration. Les sommes partielles de ces deux séries different d’une
constante qui est » ;% u. Elles sont donc simultanément convergentes ou
divergentes. O

Théoreme 1. Soit f: f(t)dt une intégrale impropre en b. Pour tout a; €
[a,b] les intégrales impropres

' t)dt et ' t)dt
/afu /alf()

sont de méme nature.



Démonstration. Les intégrales partielles F/(b') = fabl f(t)dtet Fy(b) = f;ll f(t)dt
different d’une constante qui est [ f(t)dt. Elles sont donc simultanément
convergentes ou divergentes lorsque o’ tend vers b. O

1 Le critere de Cauchy

Théoréme 2 (Le critére de Cauchy). Pour que la série 3,20 u, soit
convergente, il faut et il suffit que, pour tout € > 0, il existe un N tel que,

q
Dt

n=p

Vp,g N<p<qg = <e.

Théoréme 2 (Le critéere de Cauchy). Pour que l'intégrale f;f(t)dt,
impropre en b, soit convergente, il faut et il suffit que, pour tout € > 0, il
existe ¢, ¢ < b, tel que

b//

F(t)dt

b/

Wb e <t <V <b = <e.

2 Fonctions ou séries positives

Pour les fonctions positives, ou séries a termes positifs, on dispose de
critéres tres commodes permettant de déterminer la nature de la série, ou
de l'intégrale.

Théoréme 3 (La régle de comparaison). Soient u,, et v, positifs pour
tout n. Si 0 < u, < v, alors

. . o0 , . 0 .
1. Sila série ) " o uy est convergente la série )~ vy, est aussi conver-

gente, et, de plus
o0 o0
D <) vn
n=0 n=0

2. 81 07 o up diverge, il en est de méme de Y7 Uy.

Théoréme 3 (La régle de comparaison). Soient f et g positives.

1. Silintégrale impropre ff g(t) dt converge, il en est de méme de l'intégrale
impropre f;f(t) dt, et, de plus

/abf(t)dtg/abg(t)dt

2. Si f;f(t) dt diverge, il en est de méme de f:g(t) dt.



Théoréme 4 (La reégle des équivalents). Soiet u, et v, positifs pour
tout n. Si u, ~ v, quand n tend vers linfini, alors ZZO:() U, est de méme
nature que Y .~ Up.
De plus
1. Siles deux séries sont convergentes, alors les restes d’ordre n, ZILOZH U,
et Zﬁjﬂbﬂ v sont équivalents quand n tend vers linfini.

2. Si les deux séries sont divergentes, les sommes partielles d’ordre N,
Eg:o Uy €t Zgzo vy, sont équivalentes quand N tend vers l'infini.

Enongons 'analogue relatif aux intégrales dans le cas d’une intégrale
impropre en b. Le lecteur énoncera le théoreme dans le cas d’une intégrale
impropre en a.

Théoréme 4 (La régle des équivalents). Soit f et g positives sur [a, b[.
Si f(t) ~ g(t) au voisinage de b alors les deux intégrales impropres en b,
f:f(t) dt, et f:g(t) dt. sont de méme nature. De plus
1. Si les deuz intégrales impropres sont convergentes, alors les restes
fblj f()dt et fblj g(t)dt sont équivalents quand b/ tend vers b.

2. Si les deux intégrales impropres sont divergentes, les intégrales par-
tielles f; f(t)dt et ff g(t)dt sont équivalentes quand b’ tend vers b.

(&9 1

Théoréme 5 (Série de Riemann). La série de Riemann ) > | —

s1 et seulement si o > 1.

converge

Théoréme 5 (Intégrale de Riemann). L’intégrale impropre faoo L converge

tOé
si et seulement st o > 1.

3 Convergence et convergence absolue

Définition 3. On dit que la série Y, u, est absolument convergente si la
série Y o7 |un| est convergente.

Définition 3. On dit que l’intégrale impropre ff f(t)dt est absolument conver-

gente si l'intégrale impropre ff |f(t)| dt est convergente.

Théoréme 6. Sila série) ., u, est absolument convergente elle est conver-

gente, et
e @] o0
> ) <3l
n=0 n=0

Théoreme 6. Si l'intégrale impropre ff f(t)dt est absolument convergente

elle est convergente, et
b b
[ soa < [Ciscna




4 Intégrales impropres ou séries non absolument
convergentes

La encore ’analogie se poursuit, I'intégration par parties jouant, pour
les intégrales impropres, le role de la méthode de sommation d’Abel pour

les séries. Par exemple pour prouver que la série > 7 2% est convergente,

on constate que les sommes Zi\;l cosn sont bornées, et que la suitt (1/n)
tend vers 0 en décroissant, et on utilise la méthode de sommation d’Abel.

De méme, pour I’étude de la convergence de l'intégrale impropre floo e

On constate que les intégrales flT costdt sont bornées et que la fonction
1/ tend vers 0 en décroissant. Cela nous conduit a utiliser la méthode
d’intégrations par parties, en écrivant

X X
cosx 1
/ dx = / udv avec u = —, dv = coszdzx.
1 1

x x

Il vient

. X . . .
X cosz sinx X sinz sin X . X sinx
dr = + 5 dz = —sinl + 5 dz.
1 T T | 1T X 1T

Cette fois on a gagné car sin X/ X tend vers 0 quand X tend vers l'infini (la

fonction sin est bornée), et 'intégrale impropre fioo %d:ﬁ est absolument

convergente, par la regle de comparaison, car ‘S‘x%‘ < x%

5 Enoncés particuliers aux intégrales impropres

Ce paragraphe ne concerne que les intégrales impropres, et n’a pas d’ana-
logue relatif aux séries.

Définition 4. Soit ]a,b] un intervalle owvert (fini ou infini), et f conti-
nue par morceaux sur chaque intervalle fermé borné contenu dans la,bl.
L’intégrale doublement impropre ff f(t)dt est convergente si, pour un point
¢ de |a, b, lintégrale impropre en a, f:f(t)dt converge, et l'intégrale, im-

propre en b, fcbf(t)dt converge, et par définition,

/abf(t)dt _ /:m)dt + /cbf(t)dt.

Rappelons aussile résultat suivant, a bien distinguer du cas de I'intégrale
de Riemann (dans le cas de l'intégrale de Riemann, il y convergence si et
seulement si o > 1, contrairement & la sitation présente) !

Théoréme 7. Soit a < b deux nombres réels. Les intégrales impropres

convergent si et seulement si o < 1.



6 Une analogie qui ne fonctionne pas

Il ne faut pas cependant se laisser se fier sans retenue a cette analogie
entre intégrales impropres et séries numériques. Le théoréme suivant est bien
connu : Si la série numérique :{i% Uy, est convergente, alors limy,_, o0 Up =
0. L’énoncé analogue relatif aux intégrales impropres est le suivant : St
lintégrale généralisée f0+oo f(t)dt est convergente, alors lim;_, o f(t) = 0.
Or cet énoncé est faux. Il suffit pour s’en assurer de considérer la fonction

continue f définie sur R par
1. f(n) = 1 pour tout entier n.

2. f est linéaire sur chaque intervalle [n — 2%, n], et sur chaque intervalle,
[n,n + 2%]

. 1 1
3. f(z) =0siz ¢ U ["_271’”+271]'
n=1




