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CHAPITRE 1Rappels et 
ompléments d'arithmétique

Dans les exer
i
es suivants, On(x) représente l'ordre de x dans le groupe (Z/nZ)× deséléments inversibles de Z/nZ, dé�ni pourvu que x soit premier ave
 n. On dit que g est ungénérateur de Z/nZ si (Z/nZ)× est 
y
lique engendré par g.Exer
i
e 1.1 Démontrer la propriété d'asso
iativité suivante de la la division eu
lidienne :
(a : b) : c = a : (bc).Exer
i
e 1.2 Cal
uler l'inverse de 13 modulo 100.Exer
i
e 1.3 Résoudre les équations

19x ≡ 2 (mod 140) et 57x ≡ 87 (mod 105).Exer
i
e 1.4 Résoudre 42x + 150y = 18.Exer
i
e 1.51. Résoudre 6u + 5z = 10.2. Résoudre 4x + 5y = u.3. En déduire les solutions de 24x + 30y + 5z = 10Exer
i
e 1.6 Simpli�er l'expression pgcd(11 a + 5 b, 13 a + 6 b).Exer
i
e 1.7 Le produit de trois entiers 
onsé
utifs peut�il être un 
arré ?Fi
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i
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i
e 1.8 1. Montrer que, pour tout n ∈ N, n13 − n est multiple de 455.2. Montrer qu'on peut améliorer 
e résultat, 
'est à dire qu'il existe un multiple nontrivial de 455 qui divise tous les n13 − n.3. Quel est le plus grand entier m qui divise tous les n13 − n ?Exer
i
e 1.91. Démontrer le théorème de Wilson :Pour que p soit premier, il faut et il su�t que (p − 1)! ≡ −1 (mod p).2. Soit p ≥ 3 premier. Montrer que le numérateur de la fra
tion irrédu
tible de valeur
1 +

1

2
+

1

3
+ · · · +

1

p − 1est divisible par p.On peut démontrer, plus di�
ilement, que 
e numérateur est en fait divisible par p2(théorème de Wolstenholme).Exer
i
e 1.10 Soit a, b, c, d des entiers naturels tels que a

b
<

p

q
<

c

d
, et bc − ad = 1.1. Démontrer que q > max(b, d).2. Démontrer que la fra
tion de plus petit dénominateur, 
omprise stri
tement entre a

bet c

d
, est la fra
tion a + c

b + d
.Appli
ation :1. Donner un algorithme pour trouver la fra
tion de plus petit dénominateur 
ontenuedans un segment ]u, v[, ave
 u, v réels et u < v.2. Quelle est la fra
tion dont le dénominateur ne dépasse pas 10, qui est la plus pro
hede 6.55957 ?3. Soit [u, v] un intervalle réel. Donner un algorithme rendant la fra
tion de plus petitdénominateur appartenant à 
et intervalle.Exer
i
e 1.11 Démontrer que Hn =

1

1
+

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n
n'est jamais un entier (réduireau même dénominateur toutes 
es fra
tions, et étudier les parités du numérateur et dudénominateur).Exer
i
e 1.12 Soit x ∈ R et des entiers a1, a2, . . . , an tous ≤ x et tels que au
un des a1,

1 ≤ i ≤ n ne divise le produit des autres. Démontrer que n ≤ π(x), où π(x) est le 
ardinalde l'ensemble des nombres premiers ≤ x.Fi
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i
e 1.13 On dé�nit la suite des nombres de Fermat par Fn = 22n

+ 1.1. Montrer que les Fn sont deux à deux premiers entre eux.Indi
ation : si m < n alors Fm divise Fn − 2.2. En déduire qu'il existe une in�nité de nombres premiers.Exer
i
e 1.14 Prouver qu'il existe une in�nité de premiers de la forme 4k − 1. Exhiberune autre progression arithmétique ak + b 
ontenant une in�nité de premiers.Exer
i
e 1.15 Expli
iter un n tel que n, n + 1, n + 2, . . . , n + 9 soient tous non premiers :1. En supposant d'abord que vous ignorez le théorème des restes 
hinois.2. En utilisant le théorème des restes 
hinois.Exer
i
e 1.16 a et b sont premiers entre eux et ∈ N. On 
onsidère l'équation
ax + by = N (E)1. Montrer que si N est assez grand l'équation (E) a une solution en entiers naturels.2. Montrer que si N = (a− 1)(b − 1) − 1 l'équation (E) n'a pas de solutions en entiersnaturels.3. Montrer que si N ≥ (a − 1)(b − 1) l'équation (E) a une solution en entiers naturels.Exer
i
e 1.17 Soient x1, x2, . . . , xn des entiers relatifs. Montrer qu'il existe i, j entiers,

1 ≤ i < j ≤ n tels que xi + xi+1 + · · · + xj ≡ 0 (mod n).Exer
i
e 1.18 Véri�er que les 4 derniers 
hi�res (en base 10) de 93762 sont 9376. Déter-miner tous les entiers x, 0 ≤ x < 10000 tels que x2 ≡ x (mod 10000) ?Exer
i
e 1.19 Résoudre le système de 
ongruen
es






2x ≡ 3 (mod 5)
4x ≡ 3 (mod 7)
3x ≡ 5 (mod 8)Exer
i
e 1.20 Résoudre le système de 
ongruen
es







x ≡ a (mod 3)
x ≡ b (mod 5)
x ≡ c (mod 7)Fi
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i
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i
e 1.21 Résoudre le système de 
ongruen
es ave
 un minimum de 
al
uls :














5x ≡ 6 mod 7
7x ≡ 8 mod 9
9x ≡ 10 mod 11

11x ≡ 12 mod 13Exer
i
e 1.22 Démontrer que si vous disposez d'un algorithme de 
al
ul e�
a
e de ϕ(n),alors vous pouvez rapidement fa
toriser les entiers qui sont le produits de deux fa
teurspremiers.Exer
i
e 1.23 (Tiré de la rubrique de jeux mathématiques du Monde)1. Véri�er qu'il n'existe qu'un multiple de 4, plus petit 100 dont l'é
riture dé
imalen'utilise que les 
hi�res 1 et 22. Déterminer tous les multiples de 8, plus petits que 1000, dont l'é
riture dé
imalen'utilise que les 
hi�res 1 et 2.3. Démontrer que pour tout entier n ≥ 1 il n'existe un unique multiple de 2n dontl'é
riture dé
imale utilise exa
tement n 
hi�res appartenant tous à {1, 2}.Exer
i
e 1.241. Soit n un entier naturel dont l'é
riture en base 10 est n = ckck−1 . . . c1c0. Montrerque le nombre ck + ck−1 + · · · + c1 + c0 est 
ongru à n modulo 9.2. Soit n un entier naturel dont l'é
riture en base 10 est n = ckck−1 . . . c1c0. Montrerque le nombre c0 − c1 + c2 − · · · + (−1)kck est 
ongru à n modulo 11.Exer
i
e 1.25 Soit A = 44444444. Soit B la somme des 
hi�res de A, C la somme des
hi�res de B et en�n D la somme des 
hi�res de C. Cal
uler D.Exer
i
e 1.26 Soit m un entier impair non multiple de 5.1. Montrer qu'il existe un multiple entier de m dont l'é
riture dé
imale ne 
omporteque des 9.2. Montrer qu'il existe un multiple entier de m dont l'é
riture dé
imale ne 
omporteque des 1.Exer
i
e 1.27 Trouver les deux derniers 
hi�res de 393939 . Même question ave
 171717 .Exer
i
e 1.28 Montrer que si n est impair alors n | 2n! − 1.Fi
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i
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i
e 1.29 1. Par 
ombien de zéros se termine 2002! ?2. (1000
500

) est-il divisible par 7 ?3. Déterminer v2((2
n−1)!) 
'est à dire l'exposant de 2 dans la dé
omposition en fa
teurspremiers de (2n − 1)!.4. Montrer que 4 |

(

2n

n

) si n n'est pas une puissan
e de 2.Exer
i
e 1.30 Montrer que1. 11 | n11 + 10n2. 42 | n7 − n3. p | npp

− n (p est premier)4. Montrer que si p et q sont premiers distin
ts, pq | npq − np − nq + n.Exer
i
e 1.31 Montrer que si p est premier impair, le produit de deux générateurs de
Z/pZ n'est pas un générateur.Exer
i
e 1.32 Théorème de Lu
as. Soient q, a deux entiers naturels > 1 tels que1. aq−1 ≡ 1mod q2. Pour tout diviseur premier p de q − 1, a

q−1

p 6≡ 1mod q.Démontrer que q est premier et, de plus a est un générateur de Fq (indi
ation : 
onsidérerl'ordre de a dans Fq).Exer
i
e 1.33 Montrer que si p est un nombre premier impair alors, pour tout k :
Op(2

k) = Op

(

(p + 1

2

)k

)

Exer
i
e 1.34 Montrer que si p est un nombre premier impair, si (a, p) = 1 et si Op(a)est impair alors ax + 1 ≡ 0 mod p n'a pas de solution.Exer
i
e 1.35 Soit p un nombre premier et d ≥ 1 un diviseur de p − 1. Montrer quel'équation xd = 1 a exa
tement d solutions dans Fp.Exer
i
e 1.36 Montrer que si p est premier, (a, p) = 1, et 4 | Op(a) alors Op(a) = Op(−a).En déduire que si p est un nombre premier de la forme 4k + 1, et a un générateur de Z/pZalors −a est aussi un générareur.Fi
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i
e 1.37 Montrer qu'il n'existe pas d'entier n > 1 tel que n | (2n − 1). Indi
ation :
onsidérer le plus petit diviseur premier de n.Exer
i
e 1.38 Soit p premier. Montrer que a est d'ordre 3 modulo p si et seulement si
a + 1 est d'ordre 6.Exer
i
e 1.39 Si p = 2q + 1 est premier, ave
 q premier impair, et a est un entier tel que
a3 − a 6≡ 0 mod p, montrer que a ou bien −a est un générateur multipli
atif modulo p.Exer
i
e 1.40 Montrer que toute progression arithmétique in�nie d'entiers positifs 
on-tient k termes 
onsé
utifs tous 
omposés. Vous pourrez utiliser le théorème des restes
hinois, en remarquant qu'une 
ondition su�sante pour que a + bx soit non premier estque a + bx ≡ 0 (mod p), ave
 p premier (pourvu que p 6= a + bx).Exer
i
e 1.41 Montrer que si x ≡ p (mod p2) ave
 p premier, alors x n'est pas de laforme yn, n ≥ 2. En déduire que pour tout k, il existe k entiers 
onsé
utifs qui ne sont pasdes puissan
es. Indi
ation : On pourra résoudre le système x + i ≡ pi mod p2

i , i = 1, . . . , kExer
i
e 1.42 Soit n ≥ 2 un entier et n = pα1

1 pα2

2 . . . pαk

k , p1 < p2 < . . . < pk sa dé
om-position en produit de fa
teurs premiers. On rappelle l'expression de la fon
tion d'Euler,
ϕ(n) qui 
ompte les entiers ≤ n et premiers ave
 n :

ϕ(n) =

k
∏

i=1

(pi − 1)pαi−1

i .1. Montrer que k ≤
log n

log 2
.2. Pour 1 ≤ i ≤ k, montrer que pi ≥ i + 1.3. en déduire que ϕ(n) ≥
log 2

2

n

log n
.Exer
i
e 1.43 On appelle nième nombre de Fermat le nombre 22n

+ 1.1. Montrer que si un nombre premier est de la forme 2k + 1 alors 
'est un nombre deFermat.2. Soit Fn = 22n

+ 1 un nombre de Fermat. Montrer que les diviseurs premiers de Fnsont tous de la forme k2n+1 + 1 (si p est un diviseur premier de Fn, on 
onsidèreral'ordre de 2 modulo p et on montrera qu'il est exa
tement 2n+1).3. Cette question suppose 
onnu le 
hapitre du 
ours sur les 
arrés de Z/pZ : En
onsidérant le 
ara
tère quadratique de 2 modulo p montrer qu'on a un peu mieux :montrer que si p est un diviseur premier de Fn et p = 1 + k2n+1 alors k est pair.Ainsi les diviseurs premiers de Fn sont tous de la forme k2n+2 + 1.4. En mar
hant sur les tra
es d'Euler, en déduire que F5 = 232 + 1 = 4294967297 n'estpas premier.Fi
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i
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i
e 1.44 (Un autre théorème de Lu
as) 1. Soit p premier, 0 ≤ a ≤ p − 1 et
0 ≤ b ≤ p − 1. Montrer que pour tous n et k on a

(

np + a

kp + b

)

≡

(

n

k

)(

a

b

)

(mod p)ave
 la 
onvention
(

a

b

)

= 0 si b > a.Indi
ation : 
onsidérer le 
oe�
ient de xkp+b dans le développement de (1 + x)np+a,et utiliser l'identité (ave
 p premier)
(1 + x)p ≡ 1 + xp (mod p)2. Soient A =

∑r
i=0 aip

i et B =
∑r

i=0 bip
i les é
ritures en base p de A et B. Montrerque

(

A

B

)

≡
r
∏

i=0

(

ai

bi

)

(mod p)3. En déduire que p divise (A
B

) si et seulement si il existe un 
hi�re de l'é
riture en base
p de B qui est plus grand que le 
hi�re de même rang de l'é
riture en base p de A.
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