
Université Lyon 1 Master Math R1 ARC 2008-2009
CHAPITRE 2Les arrés et les non-arrés dans Z/nZ

Exerie 2.1 Soit p un nombre premier impair. Déterminer ( p+1

2

p

) et ( p−1

2

p

)

.Exerie 2.21. Déterminer les p premiers pour lesquels l'équation x2 ≡ 3 (mod p) admet au moinsune solution ?2. Pour quels p premiers l'équation x2 ≡ 5 (mod p) a-t-elle des solutions ?Exerie 2.3 Les nombres 131 et 263 sont premiers. Caluler O263(131) ave un minimumde aluls.Exerie 2.4 Montrer que les diviseurs premiers de 4n2 + 1 sont de la forme 4k + 1.Exerie 2.5 Que peut�on dire des diviseurs premiers de 12n2 − 1 ? Et de 12n2 + 1 ?Exerie 2.61. x2 ≡ 15 (mod 77).2. Résoudre l'équation x2 + 3x + 7 ≡ 0 (mod 115)Exerie 2.7 (La méthode de Hensel) Soit p premier impair et a non multiple de p.Démontrer que la ongruene x2 ≡ a (mod pn) admet des solutions si et seulement si
(

a
p

)

= 1, et dans e as, elle admet exatement 2 solutions modulo pn.Appliation : résoudre x2 + x + 3 ≡ 0 (mod 125).Fihe d'exeries 9 M. Deléglise
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2

≡ a (mod 2n) (a impair))1. Soit α ≥ 3, impair. Démontrer que la ongruene x2 ≡ a (mod 2n) n'a des solutionsque si a ≡ 1 (mod 8).2. On suppose a ≡ 1 (mod 8). Démontrer que x2 ≡ a (mod 8) admet exatement 4solutions modulo 8.3. On suppose toujours a ≡ 1 (mod 8). Démontrer par réurrene sur n que x2 ≡ a
(mod 2n) admet exatement quatre solutions modulo 2n et expliquer omment lesobtenir.Exerie 2.9 Soit a, b, α entiers ave a impair et α ≥ 1. On s'intéresse à la ongruene

x2 + ax + b ≡ 0 (mod 2α),1. Démontrer qu'elle n'a pas de solutions si b est impair.2. Démontrer que si ette ongruene admet une solution modulo 2α alors elle admetexatement deux solutions modulo 2α.3. A l'aide de l'exerie préédent prouver que lorsque b est pair elle admet exatement2 solutions modulo 2α.Exerie 2.10 Disuter selon les valeurs de α le nombre de solutions de la ongruene
x2 + 4x + 96 ≡ 0 (mod 2α)Exerie 2.111. Pour quels p premiers l'équation x2 + x + 1 = 0 (mod p) a-t-elle des solutions ?2. Pour haun de es nombres premiers, disuter selon la valeur de α ≥ 1 le nombrede solutions de

x2 + x + 1 ≡ 0 (mod pα)3. Quels sont les entiers n pour lesquels x2 + x + 1 ≡ 0 (mod n) a des solutions ? Dis-uter le nombre de es solutions selon la valeur de nExerie 2.121. Pour quels p premiers l'équation x2 + 6x + 1 = 0 (mod p) a-t-elle des solutions ?2. Pour haun de es nombres premiers, disuter selon la valeur de α ≥ 1 le nombrede solutions de
x2 + 6x + 1 ≡ 0 (mod pα)3. Quels sont les entiers n pour lesquels x2 + 6x + 1 ≡ 0 (mod n) a des solutions ? Dis-uter le nombre de es solutions selon la valeur de nExerie 2.13 Montrer que si q et p = 4q + 1 sont premiers 2 est un générateur de

(Z/pZ)×.Fihe d'exeries 10 M. Deléglise



Université Lyon 1 Master Math R1 ARC 2008-2009Exerie 2.14 Montrer que si p est premier de la forme 4n + 1 alors nn ≡ 1 (mod p).Exerie 2.15On appelle nième nombre de Fermat le nombre 22n

+ 1.1. Montrer que si un nombre premier est de la forme 2k + 1 alors 'est un nombre deFermat.2. Soit Fn = 22n

+ 1 un nombre de Fermat. Montrer que les diviseurs premiers de Fnsont tous de la forme k2n+1 + 1 (si p est un diviseur premier de Fn, on onsidèreral'ordre de 2 modulo p et on montrera qu'il est exatement 2n+1).3. En onsidérant le aratère quadratique de 2 modulo p montrer qu'on a un peumieux : les diviseurs premiers de Fn sont tous de la forme k2n+2 + 1.4. En marhant sur les traes d'Euler, en déduire que F5 = 232 + 1 = 4294967297 n'estpas premier.Exerie 2.16 Soit p = Fn = 22n

+ 1, ave n ≥ 1.1. On suppose que p est premier.(a) Montrer que g est un générateur (Z/pZ)× si et seulement si ( g
p

)

= −1.(b) Montrer que 3 est un générateur de (Z/pZ)×.2. Ii on ne suppose pas p premier, mais seulement que
3

p−1

2 ≡ −1 (mod p).Montrer que p est premier. Ce test de primalité pour les nombres de Fermat est letest de Pepin.Exerie 2.17 Soit a un élément non nul de Fp. On se propose de démontrer que, pour
x ∈ Fp, les évènements x est un arré non nul et x + a est un arré non nul sont à peuprès indépendants, 'est à dire que le nombre des x ∈ Fp tels que ( x

p

)

=

(

x + a

p

)

= 1est environ p

4
. On note don Ap le nombre des entiers x ∈ {0, 1, . . . , p − 1} tels que

(

x

p

)

=

(

x + a

p

)

= 1.1. Dans le as où a = 1 aluler A7.2. On pose Sp =

p−1
∑

x=0

[

1 +

(

x

p

)][

1 +

(

x + a

p

)]

. Montrer que
Sp = 4Ap + 2 +

(

a

p

)

+

(

−a

p

)

.3. On est ainsi ramené au alul de Sp. Montrer que
Sp = p +

p−1
∑

x=1

(

x(x + a)

p

)

.Fihe d'exeries 11 M. Deléglise



Université Lyon 1 Master Math R1 ARC 2008-20094. Pour 1 ≤ x ≤ p − 1, soit y l'inverse de x modulo p. Montrer que
(

x(x + a)

p

)

=

(

1 + ay

p

)

.5. En déduire que Sp = p − 1, puis la valeur de Ap, et en�n l'enadrement
p − 5

4
≤ Ap ≤

p − 1

4
.Exerie 2.18(D'après la rubrique de problèmes mathématiques du Monde) Soit (a1, a2, . . . , am) unesuite �nie d'entiers. On dé�nit la fontion f qui à tout entier x assoie l'entier y dé�ni dela façon suivante : on multiplie a1 par x et on ajoute a2. On multiplie le résultat par xet on ajoute a3, et ainsi de suite, le alul se terminant après la multipliation par am−1suivie de l'ajout de am.On suppose que f(1) = 2. Le nombre f(7) est-il un arré parfait ?Exerie 2.191. Soit p un nombre premier impair, k ≥ 1 un nombre entier naturel, a ∈ Z non multiplede p et r ∈ Z tel que

ar ≡ 1 (mod pk).On pose s = r(2 − ar). Montrer que l'on a
as ≡ 1 (mod p2k).En déduire un algorithme de alul de l'inverse de a modulo pn pour n ∈ N

∗.Appliation numérique : aluler l'inverse de 10 modulo 73 = 343.2. Soit b ∈ Z non multiple de p. On rappelle que si le symbole de Legendre ( b
p

) est égalà +1, la ongruene x2 ≡ b (mod pn) a deux solutions opposées pour tout n ∈ N
∗.Soit u ∈ Z et k ∈ N

∗ tels que u2 ≡ b (mod pk) et soit v ∈ Z tel que uv ≡ 1
(mod p2k).(a) Montrer que pk divise u − bv.(b) On pose w = u + bv. Montrer que w2 ≡ 4b (mod p2k).() Déduire de la question préédente un nombre y tel que y2 ≡ b (mod p2k).3. Donner un algorithme de résolution de la ongruene x2 ≡ b (mod pn) pour n ∈ N

∗.Appliation numérique : Résoudre x2 ≡ 2 (mod 343).Exerie 2.20 (Calul d'une raine arrée modulo p)On donne dans et exerie un algorithme e�ae de alul des raines arrées de a dans
Z/pZ lorsque p est premier impair.1. Dans la as ou p ≡ 3 (mod 4) et algorithme est partiulièrement simple. Soit a unarré modulo p. Démontrer que a

p+1

4 est un raine arrée de a.Fihe d'exeries 12 M. Deléglise



Université Lyon 1 Master Math R1 ARC 2008-20092. A partir de maintenant p est un nombre premier impair quelonque. Expliquer om-ment, en pratique, on peut trouver rapidement un entier b qui ne soit pas un arrémodulo p. On hoisit un tel entier. On onsidère alors l'ensemble E des ouples
(e1, e2) satisfaisant

ae1be2 ≡ 1mod p. (2.1)3. Montrer que (p − 1

2
, 0
)

∈ E4. Montrer que si (e1, e2) ∈ E alors e2 est pair.5. Montrer que si (e1, e2) ∈ E et si e1 est impair alors
x = a

e1+1

2 b
e2
2est une raine arrée de a modulo p.6. Soit (e1, e2) ∈ E ave e1 pair. Soit u = a

e1
2 b

e2
2 . Que pouvez vous dire de u2 ? Endéduire un ouple (e′1, e

′

2) ∈ E ave e′1 = e1/2.7. En déduire un algorithme de alul d'une raine arrée de a modulo p. Analyser laomplexité de et algorithme dans le pire des as, 'est à dire le nombre maximumd'opérations à e�etuer pour obtenir ainsi une raine arrée de a. Que se passe-t-illorsque p est de la forme p = 4k + 3 ?.Exerie 2.21 (Raines arrées et fatorisation)
N = pq est le produit de deux nombres premiers impairs p et q.1. On suppose onnues p et q. Montrer peut on résoudre e�aement l'équation x2 ≡ a

(mod N) à l'aide du théorème des restes hinois et de l'exerie préédent. Ceiprouve que le problème du alul des raines arrées modulo N n'est pas plus di�ileque le problème de la fatorisation de N .2. Dans ette question on montre que le problème du alul des raines arrées modulo
N est aussi di�ile que la fatorisation de N . Pour ela supposons qu' Alie disposed'un orale à qui l'on peut poser autant de fois que l'on veut la question : a estun arré modulo N . Donnez moi une raine arrée de a modulo N , et qui répond àhaque fois en renvoyant l'une des raines arrées de a modulo N .Expliquez omment, à l'aide et orale peut failement fatoriser N .

Fihe d'exeries 13 M. Deléglise


