
CHAPITRE 3Séries de Diri
hlet, produits eulériens, fon
tions arithmétiques, nombrespremiers
Dans toute 
ette �
he1. µ représente la fon
tion de Möbius.2. ϕ la fon
tion d'Euler : ϕ(n) =

∑

1≤m≤n, (m,n)=1 1.3. d(n) =
∑

d|n 1 le nombre des diviseurs de l'entier n.4. σ(n) =
∑

d|n d la somme des diviseurs de l'entier n.5. Pour x ∈ R on note π(x) le nombre des entiers premiers p ≤ x.Exer
i
e 3.1 Soit la série de Diri
hlet ∞
∑

n=1

an

ns
, d'abs
isse de 
onvergen
e σc, et s0 ∈ C telque 
ette série 
onverge pour s = s0.1. Soit s ∈ R, Re(s) > Re(s0) + 1. Montrer que la série ∞

∑

n=1

∣

∣

∣

an

ns

∣

∣

∣
est 
onvergente.2. En déduire que l'abs
isse de 
onvergen
e absolue σa est inférieure ou égale à σc + 1.Exer
i
e 3.2 Déterminer les abs
isses de 
onvergen
e et de 
onvergen
e absolue de1. ∞

∑

n=1

(−1)n

ns
?2. ∞

∑

n=1

an

ns
ave
 an =

{

1 si n est un 
arré
0 sinon.Exer
i
e 3.3 Soit ζ la fon
tion de Riemann. On rappelle que, pour Re(s) > 1

ζ(s) =

+∞
∑

n=1

1

ns
·1. En 
omparant la somme à une intégrale prouver que, pour 1 < x on a

1

x − 1
< ζ(s) < 1 +

1

x − 12. On admet que la fon
tion ζ de Riemann se prolonge en une fon
tion méromorphedans le 
omplexe dont le seul p�le est s = 1. Quel est le résidu de ζ en 
e p�le ?15
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i
e 3.4 Montrer que la fon
tion arithmétique f dé�nie par f(n) = (−1)n+1 pour
n ≥ 1 est multipli
ative. Soit g l'inverse de f pour la 
onvolution. Expli
iter g(pα) pour ppremier et α ∈ N puis g(n) pour un entier n ≥ 1 quel
onque.Exer
i
e 3.5 Ω(n) est le nombre des fa
teurs premiers de n, 
omptés ave
 leur ordre demultipli
ité 
'est à dire

Ω(n) =

k
∑

i=1

αi, si n =

k
∏

i=1

pαi

i .La fon
tion de Liouville est la fon
tion λ dé�nie par λ(n) = (−1)Ω(n). Montrer que λ estune fon
tion 
omplètement multipli
ative, et que le produit de 
onvolution λ ⋆ 1 est lafon
tion 
ara
téristique des 
arrés 
'est à dire que
∑

d|n
λ(d) = 1 si et seulement si n est un 
arré.Exer
i
e 3.6 Soit λ la fon
tion de Liouville dé�ne dans l'exer
i
e pré
édent. Déterminerl'abs
isse de 
onvergen
e absolue de ∞

∑

n=1

λ(n)

ns
. Transformer la somme en un produit eulérienet montrer que pour Re(s) > 1 on a

∞
∑

n=1

λ(n)

ns
=

ζ(2s)

ζ(s)
·Exer
i
e 3.71. Montrer que la fon
tion d est le produit de 
onvolution d'une fon
tion très simplepar elle même.2. En utilisant le théorème relatif à la série de Diri
hlet d'un produit de 
onvolutiondémontrer que l'abs
isse de 
onvergen
e de la série de Diri
hlet

∞
∑

n=1

d(n)

nsest inférieure ou égale à 1 et que, pour Re(s) > 1 la somme de 
ette série de Diri
hletest ζ(s)2, où ζ est la fon
tion ζ de Riemann.Exer
i
e 3.8 On note σ(n) la somme des diviseurs (positifs) de n. Démontrer que pourtout s, Re(s) > 2, on a
∑

n≥1

σ(n)

ns
= ζ(s)ζ(s − 1)Démontrer que l'abs
isse de 
onvergen
e de 
ette série de Diri
hlet est exa
tement 2.Fi
he d'exer
i
es 16 M. Deléglise
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i
e 3.91. Démontrer que, pour Re(s) > 2 la série génératri
e de ϕ(n) est absolument 
onver-gente et que
∑

n≥1

ϕ(n)

ns
=

ζ(s − 1)

ζ(s)2. Retrouver 
e résultat plus rapidement, en partant de l'identité
n =

∑

d|n
ϕ(d),que vous exprimerez 
omme une identité de 
onvolution.3. En utilisant la minoration ϕ(n) ≥ log 2

2

n

log n
montrer que l'abs
isse de 
onvergen
ede 
ette série de Diri
hlet est 2.Exer
i
e 3.10 Soit x réel, x > 1. Demontrez les estimations suivantes qui seront utilesdans les exer
i
es suivants :1. log x ≤

∑

d≤x

1

d
≤ 1 + log x.2. ∑

d≥x

1

d2
≤ 1

x − 1
·Pour le point 2 on pourra 
omparer la somme à une intégrale ou majorer 1

d2
par 1

d(d − 1)
.

Exer
i
e 3.11 Montrer que σ(n)

n
a une valeur moyenne asymptotique égale à π2

6
, 
'est àdire que

lim
x→∞

1

x

∑

n≤x

σ(n)

n
=

π2

6
.Plus pré
isément montrer que 1

x

∑

n≤x

σ(n)

n
=

π2

6
+ O

(

log x

x

)

·

Exer
i
e 3.12 Montrer que, lorsque x → +∞, la quantité 1

x

∑

n≤x
d(n), autrement dit dela valeur moyenne entre 1 et x de la fon
tion d(n), satisfait

1

x

∑

n≤x

d(n) = log x + 0(1).
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i
e 3.13 (La méthode de l'hyperbole de Diri
hlet)Dans 
et exer
i
e on améliore notablement l'estimation de ∑

n≤x d(n).1. Montrer que ∑

n≤x d(n) est le nombre des points à 
oordonées entières situés dans lequart de plan u ≥ 1, v ≥ 1 et sous l'hyperbole d'équation uv = x.2. En utilisant la symétrie du graphe de l'hyperbole uv = x, en déduire que
∑

n≤x

d(n) =



2
∑

d≤√
x

⌊x

d

⌋



 −
⌊√

x
⌋2

.3. En admettant la formule d' Euler ∑

d≤x

1

d
= log x + γ + O

(

1

x

) en déduire que
1

x

∑

n≤x

d(n) = log x + (2γ − 1) + O

(

1√
x

)

.Exer
i
e 3.14 Donner un équivalent de 1

x

∑

n≤x
σ(n), autrement dit de la valeur moyenneentre 1 et x de la fon
tion σ(n).Indi
ation : Si on é
rit ∑

n≤1

σ(n) =
∑

n≤x

∑

d|n
d =

∑

d≤x

d
⌊x

d

⌋

=
∑

d≤x

d
x

d
−

∑

d≤x

d
{x

d

} on ob-tient
∑

n≤x

σ(n) = x
∑

d≤x

1 −
∑

d≤x

d
{x

d

}et on n'arrive pas à 
on
lure, 
ar les 2 termes sont de même ordre de grandeur. On remar-quera que
∑

n≤x

σ(n) =
∑

n≤x

∑

d|n
d =

∑

n≤x

∑

d|n

n

dExer
i
e 3.15 On se propose dans 
et exer
i
e de 
al
uler un équivalent du nombre S(x)des entiers sans fa
teur 
arré, inférieurs ou égaux à x.1. Montrer que S(x) =
∑

n≤x
µ2(n), où µ est la fon
tion de Möbius.2. Montrer que la série de Diri
hlet ∞

∑

n=1

µ2(n)

ns

onverge pour Re(s) > 1, et que, alors

∞
∑

n=1

µ2(n)

ns
=

ζ(s)

ζ(2s)
.3. Montrer qu'il existe une unique fon
tion arithmétique multipli
ative g telle que

µ2 = 1 ∗ g, et expli
iter g(pα). En déduire que g(n) = 0 si n n'est pas un 
arré,et que g(n2) = µ(n).4. Montrer que la série de Diri
hlet de g 
onverge absolument pour Re(s) > 1/2, et que,dans 
e 
as ∞
∑

n=1

g(n)

ns
=

1

ζ(2s)
=

∞
∑

n=1

µ(n)

n2s
.Fi
he d'exer
i
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n≤x µ2(n) en utilisant l'égalité µ2 = g ⋆ 1, puis une permu-tation de l'ordre de sommation. En déduire que
S(x) =

x

ζ(2)
+ O(

√
x).Exer
i
e 3.16 Soit P (n) le plus grand fa
teur premier de n. Cal
uler ∑

P (n)≤5

1

n
.

Exer
i
e 3.17 Soit S :=
{

n ≥ 1 : p|n =⇒ p2|n
} et Sx = 
ard (S ∩ [1, x]).1. Montrer que tout élément de S s'é
rit de manière unique sous la forme m3u2 ave
 msans fa
teur 
arré.2. En déduire que

Sx =
∑

m≤ 3
√

x

µ(m)2
⌊
√

x

m3

⌋

=
√

x
∞

∑

m=1

µ(m)2

m3/2
+ O

(

x1/3
)3. En transformant la somme 
i-dessus en un produit eulérien, montrer que

Sx ∼ ζ(3/2)

ζ(3)

√
x.Exer
i
e 3.18 Soit x un réel x ≥ 1.1. Montrer, par exemple en utilisant la deuxième formule d'inversion de Möbius, que

∑

n≤x

µ(n)
⌊x

n

⌋

= 1.2. En déduire que ∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n≤x

µ(n)

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1.Exer
i
e 3.19On peut démontrer relativement simplement, en utilisant le théorème des nombres pre-miers, que la série +∞
∑

n=1

µ(n)

n
est 
onvergente (et ré
iproquement, si l'on admet que 
ettesérie est 
onvergente, il est assez fa
ile de prouver le théorème des nombres premiers).En 
onsidérant la série de Diri
hlet +∞

∑

n=1

µ(n)

ns
démontrer que

+∞
∑

n=1

µ(n)

n
= 0.
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i
e 3.20 Déterminer toutes les fon
tions arithmétiques f 
omplètement multipli
a-tives telles que F = 1 ∗ f soit en
ore 
omplètement multipli
ative.Exer
i
e 3.211. Montrer que pour tout n on a ϕ(n)σ(n) ≤ n2.2. Montrer que pour tout n on a ϕ(n)d(n) ≥ n.Exer
i
e 3.22 On dit qu'un entier n est abondant si σ(n) ≥ 2n. Montrer que si n estabondant et impair il admet au mois 3 fa
teurs premiers.Exer
i
e 3.231. Montrer que ϕ(mn) ≥ ϕ(m)ϕ(n), ave
 égalité seulement si (m,n) = 1.2. Montrer que d(mn) ≤ d(m)d(n) ave
 égalité si et seulement si (m,n) = 1.Exer
i
e 3.24 Pour quelles valeurs de n le nombre des diviseurs de n est-il pair ?Exer
i
e 3.25 Montrer que pour tout n, σ(3n − 1) est un multiple de 3.Exer
i
e 3.26 En partant de l'en
adrement
∀x ≥ 30 0.9

x

log x
≤ π(x) ≤ 1.2

x

log x
,prouver que pour tout n ≥ 30, il existe un nombre premier 
ompris stri
tement entre n et

2n. En déduire le théorème de Bertrand :
∀n ≥ 2, il existe p premier n < p < 2n.Exer
i
e 3.27 Est�il vrai que tout entier naturel peut être transformé en un nombrepremier en modi�ant uniquement un 
hi�re de son é
riture dé
imale ?Exer
i
e 3.28 On note pn le nème nombre premier. Montrer que pn ∼ n log n.Exer
i
e 3.29On note pn le nème nombre premier.1. Montrer que la série +∞

∑

n=1

1

pn log pn
est 
onvergente.2. Donner un équivalent du reste Rn =

∑+∞
k=n+1

1
pk log pk

.Exer
i
e 3.30 Montrer que, pour n > 1, n! n'est pas de la forme ab ave
 b > 1.Indi
ation : on 
onsidèrera le plus grand premier p ≤ n et on utilisera le théorème deBertrand.Fi
he d'exer
i
es 20 M. Deléglise


