CHAPITRE 3

Séries de Dirichlet, produits eulériens, fonctions arithmétiques, nombres
premiers

Dans toute cette fiche

1. p représente la fonction de Mdbius.
¢ la fonction d’Euler : p(n) = 321 nep (mn)=1 1-
d(n) = > 4, 1 le nombre des diviseurs de I'entier n.
o(n) = > gy, d la somme des diviseurs de I'entier n.

AT

Pour x € R on note w(x) le nombre des entiers premiers p < x.

oo
a
Exercice 3.1 Soit la série de Dirichlet g —Z, d’abscisse de convergence o, et sg € C tel
n
n=1
que cette série converge pour s = sg.
oo
: _ a
1. Soit s € R, Re(s) > Re(sp) + 1. Montrer que la série E ‘—Z‘ est convergente.
n
n=1

2. En déduire que I'abscisse de convergence absolue o, est inférieure ou égale a o, + 1.

Exercice 3.2 Déterminer les abscisses de convergence et de convergence absolue de
oo

1)
T A
nS
n=1
D . P
an, 1 sin est un carré
2. E — avec a, = .
i ns 0 sinon.
n:

Exercice 3.3 Soit ¢ la fonction de Riemann. On rappelle que, pour Re(s) > 1
“+oo
1
Cs)=2_
n=1
1. En comparant la somme & une intégrale prouver que, pour 1 < x on a
1 1
— < <l4—-
z—1 ¢(s) * z—1
2. On admet que la fonction ¢ de Riemann se prolonge en une fonction méromorphe
dans le complexe dont le seul podle est s = 1. Quel est le résidu de ¢ en ce pole?
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Exercice 3.4 Montrer que la fonction arithmétique f définie par f(n) = (=1)"*! pour
n > 1 est multiplicative. Soit g I'inverse de f pour la convolution. Expliciter g(p®) pour p
premier et & € N puis g(n) pour un entier n > 1 quelconque.

Exercice 3.5 Q(n) est le nombre des facteurs premiers de n, comptés avec leur ordre de
multiplicité c’est & dire

k k
Qn) = Zai, sin= pr”
i=1 i=1

La fonction de Liouville est la fonction A définie par A(n) = (—1)%("), Montrer que X est
une fonction complétement multiplicative, et que le produit de convolution A x 1 est la
fonction caractéristique des carrés c’est a dire que

Z A(d) =1 si et seulement si n est un carré.
dln

Exercice 3.6 Soit A la fonction de Liouville défine dans ’exercice précédent. Déterminer

o
. A(n ) .
I’abscisse de convergence absolue de g (—8) Transformer la somme en un produit eulérien
n
n=1

et montrer que pour Re(s) > 1 on a

(2
ns  ((s)

= \n ((2s
S _q2s)

n=1

Exercice 3.7
1. Montrer que la fonction d est le produit de convolution d’une fonction trés simple
par elle méme.

2. En utilisant le théoréme relatif & la série de Dirichlet d’'un produit de convolution
démontrer que ’abscisse de convergence de la série de Dirichlet

. d(n
o

est inférieure ou égale a 1 et que, pour Re(s) > 1 la somme de cette série de Dirichlet
est ((s)?, ot ¢ est la fonction ¢ de Riemann.

Exercice 3.8 On note o(n) la somme des diviseurs (positifs) de n. Démontrer que pour
tout s, Re(s) > 2, on a

S s)es— 1)

ns
n>1

Démontrer que ’abscisse de convergence de cette série de Dirichlet est exactement 2.
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Exercice 3.9
1. Démontrer que, pour Re(s) > 2 la série génératrice de ¢(n) est absolument conver-
gente et que

p(n) _¢(s—1)

n® ¢(s)

n>1
2. Retrouver ce résultat plus rapidement, en partant de I’identité

n=>d),

din

que vous exprimerez comme une identité de convolution.

log2 n , .
—— montrer que 1’abscisse de convergence
2 logn

3. En utilisant la minoration ¢(n) >

de cette série de Dirichlet est 2.

Exercice 3.10 Soit = réel, x > 1. Demontrez les estimations suivantes qui seront utiles
dans les exercices suivants :

1
1. logx < ZE <1+ logz.
d<z

1 1
2. — < .
ZdQ_:c—l
d>z

1
dld—1)

Pour le point 2 on pourra comparer la somme & une intégrale ou majorer 7z par

2
o(n 7r
Exercice 3.11 Montrer que (n) a une valeur moyenne asymptotique égale a 5 c’est &
dire que
1 o(n) w2
lim — — =
T—00 I Z n 6
n<x
1 o(n 2 log =
Plus précisément montrer que — Z L = —+ O( & > .
T n 6 x

n<x

1
Exercice 3.12 Montrer que, lorsque x — 400, la quantité — > d(n), autrement dit de
n<x
la valeur moyenne entre 1 et x de la fonction d(n), satisfait

i Z d(n) =logz 4 0(1).

n<x
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Exercice 3.13 (La méthode de I’hyperbole de Dirichlet)

Dans cet exercice on améliore notablement l'estimation de Y __d(n).

1. Montrer que ), . d(n) est le nombre des points & coordonées entiéres situés dans le
quart de plan u > 1,v > 1 et sous ’hyperbole d’équation uv = .

n<x

2. En utilisant la symétrie du graphe de I’hyperbole uv = x, en déduire que

Sdm= {23 5] | - Lval*.

n<x A<z

1 1
3. En admettant la formule d’ Euler E 7= logx + v+ O<—> en déduire que
x
d<z

3 d(n) = loga + (27 - 1)+0<%> :

n<x

1
Exercice 3.14 Donner un équivalent de — > o(n), autrement dit de la valeur moyenne
n<x
entre 1 et = de la fonction o(n).

Indication : Si on écrit Za(n) = ZZd: Z d LEJ = Z d% — Zd{%} on ob-
d<z d<z

n<l n<z dn d<z
tient .
i)
Do =a 1-3 d{g

n<lz d<zx d<z

et on n’arrive pas a conclure, car les 2 termes sont de méme ordre de grandeur. On remar-

Som =3 d=>> <

n<z n<z dln n<z djn

quera que

Exercice 3.15 On se propose dans cet exercice de calculer un équivalent du nombre S(x)
des entiers sans facteur carré, inférieurs ou égaux a x.

1. Montrer que S(z) = > u?(n), ot u est la fonction de Mébius.
n<x

1% (n)

nS

o0
2. Montrer que la série de Dirichlet Z

n=1

i p(n)
ns

n=1

3. Montrer qu’il existe une unique fonction arithmétique multiplicative g telle que
p? =1xg, et expliciter g(p®). En déduire que g(n) = 0 si n n’est pas un carré,
et que g(n?) = u(n).

4. Montrer que la série de Dirichlet de g converge absolument pour Re(s) > 1/2, et que,
dans ce cas

converge pour Re(s) > 1, et que, alors

¢(s)
¢(2s)

= g(n 1 > n
2 97(18) T C(2s) nz ;;(25).

n=1 =1
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5. Transformer la somme Y, __u?(n) en utilisant I'égalité u? = g 1, puis une permu-
tation de 'ordre de sommation. En déduire que

+0(Vz).

X

50 = 7

1
Exercice 3.16 Soit P(n) le plus grand facteur premier de n. Calculer Z —.

n
P(n)<5

Exercice 3.17 Soit S:={n>1 : pjn = p*In} et S, = card (S N[1,z]).

1. Montrer que tout élément de S s’écrit de maniére unique sous la forme m
sans facteur carré.

3’LL2 avec m

2. En déduire que

m< ¥z

3. En transformant la somme ci-dessus en un produit eulérien, montrer que

B,
%~ 2 v

Exercice 3.18 Soit z un réel z > 1.

1. Montrer, par exemple en utilisant la deuxiéme formule d’inversion de Md&bius, que

> hin 2] 1

n<x

2. En déduire que Z M <1.
n

n<x

Exercice 3.19
On peut démontrer relativement simplement, en utilisant le théoréme des nombres pre-

“+o00
. L. n L, . .
miers, que la série g wln) est convergente (et réciproquement, si 'on admet que cette
n
n=1
série est convergente, il est assez facile de prouver le théoréeme des nombres premiers).
= i(n)
En considérant la série de Dirichlet E ——~ démontrer que
n
n=1

<~ u(n)
E —= =0.
n=1 n
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Exercice 3.20 Déterminer toutes les fonctions arithmétiques f complétement multiplica-
tives telles que F' = 1 * f soit encore complétement multiplicative.

Exercice 3.21
1. Montrer que pour tout n on a ¢(n)o(n) < n?.
>n

2. Montrer que pour tout n on a ¢(n)d(n)

Exercice 3.22 On dit qu'un entier n est abondant si o(n) > 2n. Montrer que si n est
abondant et impair il admet au mois 3 facteurs premiers.

Exercice 3.23

1. Montrer que @(mn) > ¢(m)e(n), avec égalité seulement si (m,n) = 1.

>
2. Montrer que d(mn) < d(m)d(n) avec égalité si et seulement si (m,n) = 1.

Exercice 3.24 Pour quelles valeurs de n le nombre des diviseurs de n est-il pair ?

Exercice 3.25 Montrer que pour tout n, o(3n — 1) est un multiple de 3.

Exercice 3.26 En partant de ’encadrement

Va > 30 0.9 x
log

< <1.2
< () < logx’

prouver que pour tout n > 30, il existe un nombre premier compris strictement entre n et
2n. En déduire le théoréme de Bertrand :

Vn > 2, il existe p premier n < p < 2n.

Exercice 3.27 Est—il vrai que tout entier naturel peut étre transformé en un nombre
premier en modifiant uniquement un chiffre de son écriture décimale ?

Exercice 3.28 On note p, le n®™® nombre premier. Montrer que p, ~ nlogn.

Exercice 3.29
On note p, le n®™® nombre premier.
+oo

1. Montrer que la série Z

n=1

——— est convergente.
Pnlogpn

+oo 1

2. Donner un équivalent du reste Ry =3 ;% 1 50—

Exercice 3.30 Montrer que, pour n > 1, n! n’est pas de la forme a® avec b > 1.

Indication : on considérera le plus grand premier p < n et on utilisera le théoréme de
Bertrand.
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