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FICHE 1

Rappels et compléments d'arithmétique

Dans les exercices suivants, O, (x) représente l'ordre de x dans le groupe (Z/nZ)* des
éléments inversibles de 7./nZ, défini pourvu que x soit premier avec n. On dit que g est un

générateur de Z/nZ si (Z/nZ)” est cyclique engendré par g.

Exercice 1.1 Démontrer la propriété d’associativité suivante de la la division euclidienne :

(a:b):c=a: (be).

Exercice 1.2 Calculer 'inverse de 13 modulo 100.

Exercice 1.3 Résoudre les équations

192 =2 (mod 140) et 57z =87 (mod 105).

Exercice 1.4 Résoudre 42z + 150y = 18.

Exercice 1.5
1. Résoudre 6u + 5z = 10.

2. Résoudre 4x + 5y = u.
3. En déduire les solutions de 24x + 30y + 5z = 10

Exercice 1.6 Simplifier 'expression pged(11a + 5b,13a + 6b).

Exercice 1.7 Le produit de trois entiers consécutifs peut—il étre un carré?
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Exercice 1.8 1. Montrer que, pour tout n € N, n'3 — n est multiple de 455.

2. Montrer qu’on peut améliorer ce résultat, c’est a dire qu’il existe un multiple non
13 _

trivial de 455 qui divise tous les n n.
3. Quel est le plus grand entier m qui divise tous les n'3 —n?
Exercice 1.9 Démontrer le théoréme de Wilson :
Pour que p soit premier, il faut et il suffit que (p —1)! = —1 (mod p).

Exercice 1.10 Soit p > 3 premier. Montrer que le numérateur de la fraction irréductible

égale a
1+1+1+ + !
2 3 p—1

est divisible par p. On peut démontrer, plus difficilement, que ce numérateur est en fait
divisible par p.

a c
Exercice 1.11 Soit a,b, c,d des entiers naturels tels que 3 < b < —,et bc—ad=1.
q

1. Démontrer que ¢ > max(b,d).

. . . . . a
2. Démontrer que la fraction de plus petit dénominateur, comprise strictement entre 3

t <, est la fraction —
et —, est la fraction .
d’ +d
Application :
1. Donner un algorithme pour trouver la fraction de plus petit dénominateur appar-
tenant a Ju,v[, avec u, v réels et u < v.

2. Quelle est la fraction dont le dénominateur ne dépasse pas 10, qui est la plus proche

de 6.559577
. 1 1 1 . . .
Exercice 1.12 Démontrer que H, = 1 + 3 + 3 + ...+ — n’est jamais un entier.
n
Soit V' = ppem(1,2,...,n). On écrit
1+ = + = + -+ LY
2 3 n vV

avec U entier. Soit 2 la plus grande puissance de 2 inférieure ou égale a n.

1. Démontrer que pour tout entier k, 1 < k < n, on a va(k) < a, avec égalité si et
seulement si k = 2%,

2. Quelle est la valeur de vo(V)?

1 U
3. Soit k un entier 1 < k < n, et U 'unique entier tel que = Vk Exprimer la valeur

de vo(Uy) au moyen de vy (k).

4. En déduire que U est un nombre impair et que H,, n’est pas un entier.
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Exercice 1.13 Soit x € R et des entiers aq,ao,...,a, tous < x et tels que aucun des aq,
1 <i < n ne divise le produit des autres. Démontrer que n < 7(z), ot m(x) est le cardinal
de ’ensemble des nombres premiers < x.

Exercice 1.14 Prouver qu'’il existe une infinité de premiers de la forme 4k — 1. Prouver
de la méme fagon qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 6k — 1.

Exercice 1.15 Expliciter un n tel que n,n+1,n+2,...,n+ 9 soient tous non premiers :
1. En supposant d’abord que vous ignorez le théoréme des restes chinois.

2. En utilisant le théoréme des restes chinois.

Exercice 1.16 a et b sont premiers entre eux et € N. On considére 1’équation
ar +by =N (E)

1. Montrer que si N est assez grand ’équation (F) a une solution en entiers naturels.

2. Montrer que si N = (a —1)(b—1) — 1 ’équation (E) n’a pas de solutions en entiers
naturels.

3. Montrer que si N > (a — 1)(b — 1) 'équation (E) a une solution en entiers naturels.

Exercice 1.17 Soient z1,xo,...,x, des entiers relatifs. Montrer qu’il existe ¢,j entiers,
1<i<j<ntelsquez;+ziy1+---+2x; =0 (mod n).

Exercice 1.18 1. Vérifier que les 4 derniers chiffres (en base 10) de 93762 sont 9376.
Déterminer tous les entiers x, 0 < z < 10000 tels que 22 = x (mod 10000) ?

2. Si vous ne 'avez pas remarqué, vérifiez que = est solution de 22 — 2 =0 (mod N) si
et seulement si 1 — x est solution. Retrouvez ainsi sans calcul le résultat précédent.

Exercice 1.19 Résoudre le systéme de congruences

2r = 3 (mod 5)
dr = 3 (mod 7)
3r = 5 (mod 8)

Exercice 1.20 Résoudre le systéme de congruences

r = a (mod 3)
x = b (modb5)
xr = ¢ (mod 7)
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Exercice 1.21 Résoudre le systéme de congruences avec un minimum de calculs :

5 = 6 mod 7
7t = 8 mod 9
92 = 10 mod 11
11x = 12 mod 13

Exercice 1.22 Démontrer que si vous disposez d'un algorithme de calcul efficace de ¢(n),
alors vous pouvez rapidement factoriser les entiers qui sont le produits de deux facteurs
premiers.

Exercice 1.23 (Tiré de la rubrique de jeux mathématiques du Monde)

1. Vérifier qu’il n’existe qu'un multiple de 4, plus petit 100 dont ’écriture décimale
n’utilise que les chiffres 1 et 2

2. Déterminer tous les multiples de 8, plus petits que 1000, dont I’écriture décimale
n’utilise que les chiffres 1 et 2.

3. Démontrer que pour tout entier n > 1 il n’existe un unique multiple de 2" dont
Pécriture décimale utilise exactement n chiffres appartenant tous a {1,2}.

Exercice 1.24
1. Soit n un entier naturel dont 1’écriture en base 10 est n = ¢gcp_q ... ¢1¢9. Montrer
que le nombre ¢ + cx_1 + -+ -+ ¢1 + ¢ est congru & n modulo 9.
2. Soit n un entier naturel dont I’écriture en base 10 est n = ¢i¢r_1 ... c1¢9. Montrer
que le nombre ¢y — ¢; + ca — -+ + (—1)F¢y, est congru & n modulo 11.

Exercice 1.25 Soit A = 4444%*%4, Soit B la somme des chiffres de A, C' la somme des
chiffres de B et enfin D la somme des chiffres de C. Calculer D.

Exercice 1.26 Comment calculer rapidement les 40 premiers facteurs premiers de 10107 —
1.

Exercice 1.27 Soit m un entier impair non multiple de 5.

1. Montrer qu’il existe un multiple entier de m dont 1’écriture décimale ne comporte
que des 9.

2. Montrer qu’il existe un multiple entier de m dont ’écriture décimale ne comporte
que des 1.

Exercice 1.28 Trouver les deux derniers chiffres de 399" . Méme question avec 1717
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Exercice 1.29 Montrer que si n est impair alors n | 2" — 1.

Exercice 1.30 Soit n un entier positif ou nul.

1. Démontrer la formule de Legendre :

SNERE

n
2. Prouver que chacun des termes de la suite ({—4) est le quotient de la division
p

euclidienne du précédent par p.

3. Ecrire en Sage la fonction vpfact(n,p) qui renvoie la valuation en p de n!.

Exercice 1.31 1. Par combien de zéros se termine 2002! 7

2. (15%000) est-il divisible par 77
3. Déterminer vo((2"—1)!) c’est & dire 'exposant de 2 dans la décomposition en facteurs

premiers de (2" — 1)!.

2n
4. Montrer que 4 ‘ < ) si n n’est pas une puissance de 2.
n

Exercice 1.32 Montrer que si p est premier impair, le produit de deux générateurs de
(Z/pZ)™ n’est pas un générateur.

Exercice 1.33 Théoréme de Lucas. Soient ¢, a deux entiers naturels > 1 tels que
1. ¢! =1modg
-1
2. Pour tout diviseur premier p de ¢ — 1, o7 # 1modg.

Démontrer que g est premier et, de plus a est un générateur de F, (indication : considérer
l'ordre de a dans F).

Exercice 1.34 Montrer que si p est un nombre premier impair alors, pour tout k :

ot =0u((151)')

Exercice 1.35 Expliciter un générateur multiplicatif de Z/4913Z = Z/173Z.

Exercice 1.36 Montrer que si p est premier, (a,p) = 1, et 4 | Op(a) alors Op(a) = Op(—a).
En déduire que si p est un nombre premier de la forme 4k + 1, et @ un générateur de Z/pZ
alors —a est aussi un générareur.
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Exercice 1.37 Montrer qu'’il n’existe pas d’entier n > 1 tel que n | (2" — 1). Indication :
considérer le plus petit diviseur premier de n.

Exercice 1.38 Si p = 2q + 1 est premier, avec ¢ premier impair, et a est un entier tel que
a’® — a # 0 mod p, montrer que a ou bien —a est un générateur multiplicatif modulo p.

Exercice 1.39 Montrer que toute progression arithmétique infinie d’entiers positifs con-
tient k termes consécutifs tous composés. Vous pourrez utiliser le théoréme des restes
chinois, en remarquant qu’une condition suffisante pour que a + bz soit non premier est
que a + bz =0 (mod p), avec p premier (pourvu que p # a + bx).

Exercice 1.40 Montrer que si # = p (mod p?) avec p premier, alors = n’est pas de la
forme ¢, n > 2. En déduire que pour tout k, il existe k entiers consécutifs qui ne sont pas
des puissances. Indication : On pourra résoudre le systéme x +i = p; mod p?, i =1,...,k

@l Q2

Exercice 1.41 Soit n > 2 un entier et n = p{"'py ...pgk, p1 < p2 < ...<pg sa décom-
position en produit de facteurs premiers. On rappelle 'expression de la fonction d’Euler,
©(n) qui compte les entiers < n et premiers avec n :

k
o(n) =i - D)pf".
i=1
1
1. Montrer que k < g
log 2
2. Pour 1 <i < k, montrer que p; > ¢+ 1.

log2 n

3. en dédui > )
en déduire que p(n) > > logn

Exercice 1.42 (Nombre de retenues dans une addition) Soit p entier, p > 2. On
s’intéresse a ’addition des entiers en base p. Soit A, B deux entiers de la forme

s T
A= Zakpk et B= Z bip”.
k=0 k=0
Les écritures en base p de A et B sont donc respectivement
ar...a1ag et by...bibg.

On note Ay = > p_; agp® (resp. By = > ;_, bp") le quotient de la division euclidienne de
A par p (resp. de B par p). Les écritures en base p de A; et By sont donc

ar...a; et ber...b

Pour tout couple d’entiers naturels U,V on note r(U, V') le nombre de retenues dans 1’ad-
dition en base p de U et de V. Démontrez que
1. Siap+by <ponar(A,B)=r(A;,B)
2. Si ag + by > p, soit a > 0 la valuation en p de Ay + By + 1 c’est & dire le plus grand
entier « tel que p® divise A7 + By + 1. Démontrer que

I‘(A,B) =1 +« +1“(A1,Bl)
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Exercice 1.43 (Un autre théoréme de Lucas) Soit p un nombre premier fixé. Pour
tout entier n > 1 on notera V(n) la valuation en p de n! c’est a dire

Soient m,n,a,b € N avec a et b strictement inférieurs & p. Montrer que
1. Pour A1 € Net ap € {0,1,...,p— 1} prouver que V(Ai1p+ ag) = A1 + V(A4;)
2. Soient Aj, By dans N et ag, by dans {0,1,...,p — 1}. Prouver que

Al—i-Bl—i-V(Al—i-Bl) siag+by <p

V[(A1p +ag) + (Bip+ by)| =
(Arp+a0) + (Bip +bo)] {A1+B1+1+V(A1+B1+1) siag+byg>p

3. En déduire que

v ((AM? +ao) + (Bip+ bo)) — V(A1p +bo) — V(Bip + by) =

V(Al + Bl) —V(Al) — V(Bl) si ag+byg<p
1 +V(A1 + By + 1) —V(Al) —V(Bl) si ag + b(] >Dp

A+ B A+ B)!
4. Notons W(A,B) =V (( :Z >> =W (%) En utilisant exercice 1.42,

démontrer que W(A, B) est égal au nombre de retenues dans l’addition de A et B
en base p.

n
5. En déduire que < /<:> est premier avec p si et seulement si les chiffres de I’écriture en

base p de n sont supérieurs ou égaux aux chiffres de I’écriture en base p de k.

Exercice 1.44 On rappelle qu'un nombre de Carmichael est un entier m non premier tel
que pour tout entier a premier avec m on ait

m=1 -1

a (mod m).

On ne peut pas donc pas prouver qu’un tel nombre n’est pas premier en exhibant un a
premier avec m tel que a™ ! # 1 (mod m).
Démontrer que n = 561 est un nombre de Carmichael.

Exercice 1.45 Soit m entier tel que 6m+1, 12m+ 1, 18m + 1 soient premiers. Démontrer
que n = (6m + 1)(12m + 1)(18m + 1) est un nombre de Carmichael.

Exercice 1.46 Soit n un entier tel que
1. n est impair, sans facteurs carrés.
2. Pour tout diviseur premier p de n, p — 1 divise n — 1.

Démontrer que n est un nombre de Carmichael.
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Exercice 1.47 Dans cette exercice on démontre que la condition suffisante pour qu’un
entier soit un nombre de Carmichael, démontrée dans ’exercice précédent, est aussi néces-
saire. Soit donc n = [];_; p;"* un nombre de Carmichael.
. . . X ..
1. Soit a un entier premier avec n. Prouver que son ordre dans (Z/nZ)” est un diviseur
den —1.

2. Soit p un diviseur premier impair de n et a = vp(n) la valuation de n en p.

(a) A laide du théoréme des restes chinois prouver qu'il existe un entier a, premier
avec n, dont l'ordre dans (Z/nZ)* est p®*~(p — 1).

(b) En déduire que @ = 1, que p — 1 est un diviseur de n — 1 et enfin que n est
impair.
3. Démontrer qu’une puissance de 2 n’est jamais un nombre de Carmichael.
4. Déduire des questions précédentes que
(a) n est impair, sans facteurs carrés.

(b) Pour tout diviseur premier p de n, p — 1 divise n — 1.
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