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Exercice 1

Les années ou la comete A est visible sont les années dont le millésime z vérifie x = —2
(mod 5). Les années ot la comete B est visible sont les années dont le millésime z vérifie
x = —3 (mod 7). Les années ou la comete C' est visible sont les années dont le millésime x
vérifie z = —8 (mod 13). Pour que les 3 cometes soient visibles I'année de millésime = il faut
et il suffit que x vérifie le systeme de congruences

r = —2 (mod5)
xr = -3 (mod?7)
r = —8 (mod 13)
Résolvons d’abord les systemes élémentaires
x = 1 (mod5), x = 0 (mod?5), x = 0 (mod?5),
x = 0 (modT7), z = 1 (modT), x = 0 (modT7),
x = 0 (mod 13). x = 0 (mod 13). xr = 1 (mod 13).

Les solutions du premier sont de la forme 91k, & cause des 2 derniéres congruences. La
premiére congruence donne 1 = 91k =k (mod 5) et &1 = 91(50 4 1) = 455¢ 4 91 soit 1 = 91
(mod 455).

Toute solution du second est de la forme 65k, avec 65k = 1 (mod 7), ce qui donne 2k =1
(mod 7), ou encore 2k = 8 (mod 7) soit k =4 (mod 7), et x93 = 260 (mod 455).

Toute solution du troisieme est de la forme 35k, avec 35k = 1 (mod 13), ce qui donne 9k =1
(mod 13), soit k =3 (mod 13) et et 3 = 105 (mod 455).

On en déduit la solution

x=—2r1 —3x9 —8x3 = —2x 91 — 3 x 260 — 8 x 105 = —1802 = 18 (mod 455).

Exercice 11

1. Comme n n’est pas un carré, \/n n’est pas un entier, et, pour x entier, 0 < x < /n
est équivalent & 0 < x < [/n] (ce qui serait faux si n était un carré). Les entiers
x satisfaisant 0 < z < /n sont donc tous les entiers de 0 & |y/n]. Leur nombre est
|v/n] + 1, et le nombre des couples (z,y) vérifiant 0 < z < /n et 0 < y < /n, est

([vn] +1)°
2. Le nombre de couples (z,y) tels que 0 < z,y < /n est donc

([va] +1)* > (Va)? = n.

D’autre part le nombre des classes modulo n est n, il existe donc deux couples distincts
(uy,v1) et (ug,va) tels que

avy — up = avg —x2  (mod n).
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3. La congruence ci-dessus s’écrit encore av = u avec u = u; — ug et v = vy — vo. Or, il
résulte de 0 < uy < /n et 0 < wug < y/n que

—V/n <u=1u; —us < n.

De méme v = v1 — vy est dans Uintervalle |—+/n, +/n].

Exercice 111

1. Par multiplicativité du symbole de Jacobi

2\ [ -1\ /2
()-3)G)
Pour que —2 soit un carré modulo p il faut et il suffit que
— Ou bien les symboles de Jacobi <_71> et (%) sont tous les deux +1, c’est a dire
p=1 (mod 4) et p= =1 (mod 8), ou encore p =1 (mod 8).
— Ou bien les symboles de Jacobi (_71 et ( % sont tous les deux —1, c’est a dire
p=3 (mod 4) et p=+£3 (mod 8), ou encore p =3 (mod 8).
En résumé —2 est un carré modulo p si et seulement si p=3 ou p=1 (mod 8).

2. Si p =2+ 292, Péquation 22 = —2y> (mod p) donne

~()-()-()H)-(2)

Par la questio précédente p =1 ou 3 (mod 8).

3. Elevant au carré les deux termes de av = u (mod p) on obtient a*v? = u? (mod p),

uis, avec I’hypotese sur a
b )

2

—20*> =u* (mod p).

Cela signifie qu’il existe un entier k tel que u? 4+ 2v? = kp. De u,v < /D il résulte
u? + 2v% < 3p et donc k € {1,2}.

~ Sik=1, p=u®+20% est de la forme 22 + 2y>.

— Si k=2, égalité u? 4+ 20? = 2p montre que u est pair, u = 2w, et
4w? 4+ 20% = 2p,

et p = v? + 2w? est encore de la forme z2 + 2y2.

Probleme

1. Comme h(1) # 0, la fonction h admet une inverse h; pour la convolution, et la relation
f = gxh est équivalente a fxh; = g. Cela montre I’existence et I'unicité de g. La fonction
¢ est multiplicative, et donc aussi f = 1/p. h étant completement multiplicative est
multiplicative, ainsi que son inverse hj. Il en résulte que g = f x hy est multiplicative.

2. L’équation f = g% h, donne, en évaluant les deux termes en p,
L= g(Dh() + g((L) = -+ 9(p)
=4g p g\p = —7T9WP)

p—1 P

soit g(p) =1/(p—1) = 1/p=1/(p(p — 1)).
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Prouvons maintenant que, pour tout a > 2 on a g(p®) = 0. Pour a = 2, évaluons les
deux termes de f = gx h en le nombre p? :

1

o) = IWRE) +9@)h) + g(rRD)

1 1 1
= =+ 7_}; —|—g(p2)

p(p—1

soit g(p?) = 0. Supposons démontré que g(p®) = 0 pour 2 < # < . On en déduit, en

évaluant les deux termes de f = g+ h au point p®+!.
1 1 1 1
= - — +g(p**!
p*(p—1) ptt plp—1)p* @™
1
= ——— 490",
p*(p—1) @)

qui donne g(p**t1) = 0.

3. Pour appliquer le théoreme du produit eulérien a la série de Dirichlet

i g(n)y

=1

3

étudions la sommabilité de la famille

7 N\
Q

(r%) ay
. Comme g(p*) = 0 pour o > 1, on
pEP

s
p a>1

est ramené a étudier la sommabilité de la famille

(5),.0

1
c’est a dire la convergence absolue de la série Z ————, c’est a dire, en notant
pHi(p—1)
peP
L. 1 o
o = Re(s), la convergence de la série Z m, Quand p tend vers l'infini, le

peEP
terme général de cette série est équivalent a

1

p2+o

Il en resulte que, si 0 > —1, cette série converge absolument. Lorsque Re(s) > —1, on
peut donc appliquer le théoréeme du produit eulérien. La série de Dirichlet de g est alors
absolument convergente, et on a 1’égalité

> =11 (14 =)

n=1 peEP
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4. Pour s = 0 en particulier, la série Z g(d) est absolument convergente, de somme

d=1
1 1 1
. 1-=-+— 1+ —
H<1+p(p—1)> = " =1
peP peP 1 —— pe7>1——2
b p

L
1 P _C2)¢B3).

SEICHNE

5. Pour d suffisamant grand on a logd < v/d et donc 0 < g(d)logd < g(d)Vd. La série

> g(d)Vd =
d=1

est convergente, car c’est la série de Dirichlet de g au point —1/2 > —1. Par le théoréme
o

[e.9]

d=1

de comparaison des séries a termes positifs, la série Z g(d)log d est donc convergente.
d=1

6. L’équation f = g+ h donne

S = S e@n (%) = Y@
n<lz n<z din n<z d|n
1
SN CDIEED W -
d<z ng d<z 1<k<Z

Soit r1(x) la fonction définie par

1
E — =logz + ri(x),
n

1<n<zx

qui, d’apres 1’énoncé, verifie 0 < ri(z) < 1, pour tout . On a obtenu

St = Cota (s (3) +71 (7))
= toxa Y o) — Yot loxd + gl (%)

d<z d<z d<z
= logz Y g(d) — rale) + ra(a) (1)

d<zx

en posant
> g(d)logd < " g(d)logd (2)
d<z d=1

et
=> gl (3) < Z (3)
d<z d=
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Comme les fonctions 73 et r3 sont bornées, en divisant les deux membres de (1) par
log x, puis en faisant tendre x vers ’infini, on obtient

lim Zn<x f (3) .

e=oo  logx ¢(6)

c’est a dire

7. Lasérie > 52 | g(d) étant convergente, de somme

membre de ’équation (1) le terme log x Zg(d) par
d<x

log:):ig(d) - log:ng(d) = log:BC(? logacZg
d=1

d>zx d>x

on obtient

Zf(n)—logwg(z_z = —Zg )logz — ro(x) 4+ r3(x).
d>z

n<x

Les fonctions g, 73 et 3 ne prenant que des valeurs positives on en déduit (en utilisant
(3)) pour la derniere inégalité

+oo
_ Zg( logx — ro(x Z f(n 4(3) logz < r3(z) < Zg(d). (4)
d=1

d>zx n<z )

Pour la minoration on remarque que

S g(d)logz <3 g(d)logd

d>x d>x

et cela donne avec (2)

> gld)logz +ra(x) < g(d)logd + Y g(d)logd = Zg ) log(d

d>x d>x d<z

ou encore

—Zg( logx — ro(x Zg )log(d

d>x

Avec (4) il vient

—Zg(d)log Zf ( log:p<Zg
d=1

n<x
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