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Devoir Maison

Exercice 1

On dit qu'un entier n > 2 est abondant si o(n) > 2n, ou o est la fonction somme
des diviseurs.

1. Quels sont les 3 premiers entiers abondants ?

2. Montrer qu’un nombre entier n impair et abondant a au moins 3 facteurs
premiers distincts (on considérera la fonction o(n)/n).

Exercice 2

Soit N = 5(n!)? — 1 avec n entier > 2.

1. Montrer que N posséde un diviseur premier p > n, avec p Z 1 (mod 5).

2. Montrer que <§> = <B> = 1.
D )

3. Montrer que p # £2 (mod 5).
4. En déduire qu'il existe une infinité de nombres premiers = —1 (mod 5).

5. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers dont I’écriture en base
10 se termine par un 9.

Exercice 3
Soit p un nombre premier, différent de 2 et 3, tel qu’il existe x et y entiers naturels
avec p = 2x° + 332

1. Montrer que p =2 (mod 3).

2. Montrer que —6 est un carré modulo p.

3. Montrer que les symboles de Legendre suivants vérifient :

B-(3)
En déduire que <_76> = (’g’) (%)
4. En déduire que p =5 ou 11 (mod 24).

Probléme

P est I'ensemble des nombres premiers. ¢, o et 1 sont les fonctions arithmétiques
définies par : o(n) = >~ 1<<n 1 (la fonction d’Euler), o(n) = >_,, d (somme des
(k;n)=

diviseurs) et 1(n) = 1 (fonction constante de valeur 1). L’opérateur * est la convo-
lution des fonctions arithmétiques.

On s’intéresse ici a la fonction arithmétique f: n+— f(n) = —=——=.

p(n) a(n)
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Démontrer que f est multiplicative.

Expliciter f(p®) pour p premier et o > 0.

Démontrer que f(n) < 1 pour tout entier n > 1. Dans quel cas a-t-on
I’égalité ?

Prouver qu’il existe une unique fonction arithmétique g telle que f = 1xg,
et que g est multiplicative.

Expliciter g(p®) pour p premier et a > 0.

+oo

Pour p fixé, démontrer que la série E |g(p™)| est convergente, et calculer
a=1

sa somme.

En déduire que le théoréme du produit eulérien s’applique a la série

+o00
Z g(n) et calculer la somme de cette série.
n=1

9(9)

“+oo
4. Prouver que la série E ——= est absolument convergente.

d=1

5. Pour tout x > 1, prouver 1’égalité

X g(d d x
S g =X 2P - S EE S o {3}

n<x d<1

6. En déduire que la fonction f(n) posséde une moyenne asymptotique c’est a
dire qu’il existe une constante C' telle que, lorsque x — +00

iZf(n) —C 1 o(1).

n<x

1
7. Prouver que C' = H (1 - m) .

peEP

8. (Question facultative.) Préciser le résultat de la question 6 en prouvant que

L3 sm =c o E).

n<x
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