
CHAPITRE 4Fon
tions arithmétiques, nombres premiers
Dans toute 
ette �
he1. µ représente la fon
tion de Möbius.2. ϕ la fon
tion d'Euler : ϕ(n) =

∑

1≤m≤n, (m,n)=1 1.3. d(n) =
∑

d|n 1 le nombre des diviseurs de l'entier n.4. σ(n) =
∑

d|n d la somme des diviseurs de l'entier n.5. Pour x ∈ R on note π(x) le nombre des entiers premiers p ≤ x.Exer
i
e 4.1 Soit x > 0 arbitraire.1. Montrer, par exemple en utilisant la deuxième formule d'inversion de Möbius, que
∑

n≤x

µ(n)
⌊x

n

⌋

= 1.2. En déduire que ∣
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∣

∣

∑

n≤x

µ(n)

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1.Exer
i
e 4.21. Montrer que pour tout n on a ϕ(n)σ(n) ≤ n2.2. Montrer que pour tout n on a ϕ(n)d(n) ≥ n.Exer
i
e 4.3 On dit qu'un entier n est abondant si σ(n) ≥ 2n. Montrer que si n estabondant et impair il admet au mois 3 fa
teurs premiers.Exer
i
e 4.41. Montrer que ϕ(mn) ≥ ϕ(m)ϕ(n), ave
 égalité seulement si (m,n) = 1.2. Montrer que d(mn) ≤ d(m)d(n) ave
 égalité si et seulement si (m,n) = 1.19
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i
e 4.5 Pour quelles valeurs de n le nombre des diviseurs de n est-il pair ?Exer
i
e 4.6 Montrer que pour tout n, σ(3n − 1) est un multiple de 3.Exer
i
e 4.7 En partant de l'en
adrement de T
heby
hef
∀x ≥ 30 0.9

x

log x
≤ π(x) ≤ 1.2

x

log x
,prouver que pour tout n ≥ 30, il existe un nombre premier 
ompris stri
tement entre n et

2n. En déduire le théorème de Bertrand :
∀n ≥ 2, il existe p premier n < p < 2n.Exer
i
e 4.8 Est�il vrai que tout entier naturel peut être transformé en un nombre pre-mier en modi�ant uniquement un 
hi�re de son é
riture dé
imale ?Exer
i
e 4.9 Montrer que la série ∑

p∈P

1

p log p
est 
onvergente. En utilisant le théorèmedes nombres premiers, donner un équivalent du reste d'ordre x, Rx =

∑

p>x

1
p log p

. Indi
ation :on utlisera la formule ∑

p

f(p) = . . .Exer
i
e 4.10 On note pn le nème nombre premier. Montrer que pn ∼ n log n.Exer
i
e 4.11 En utilisant l'estimation ∑

p≤x

1

p
= log log x + b + O (1/ log log x), obtenirdonner un équivalent de ∑

n≤x

ω(n).Exer
i
e 4.12 En utilisant l'estimation ∑

p≤x

1

p
= log log x + b + O (1/ log log x), montrerqu'il existe une 
onstante c telle que

∏

p≤x

(

1 −
1

p

)

∼
c

log xLe théorème de Mertens dit que la 
onstante c est égale à e−γ .Fi
he d'exer
i
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i
e 4.13 Montrer que, pour n > 1, n! n'est pas de la forme ab ave
 b > 1. Indi
ation :on 
onsidèrera le plus grand nombre premier qui ne dépasse pas n et on utilisera le théorèmede Bertrand.
Exer
i
e 4.14 Soit (an) une suite de 
omplexes, et f une fon
tion de 
lasse C1 sur [1,∞[.On pose A(x) =

∑

n≤x

an. En vous inspirant de la démonstration donnée en 
ours pour laformule ∑

p≤x

f(p), démontrer la formule sommatoire d'Abel :
∑

1≤n≤x

anf(n) = A(x)f(x) −

∫ x

1
A(t)f ′(t)dt

Exer
i
e 4.15 Vous avez vu en 
ours l'estimation ∑

p≤x

1

p
= log log x + A + O(1/ log x),
omme une 
onséquen
e immédiate du théorème des nombres premiers. Dans 
et exer
i
eon donne une démonstration élémentaire de 
e
i, 
'est à dire n'utilisant pas le théorèmedes nombres premiers.1. Soit Λ(n) = log p si n = pα et Λ(n) = 0 sinon. En utilisant la formule de Legendre quidonne l'exposant de p dans la dé
omposition de n! en fa
teurs premiers, transformerla somme ∑

n≤x

log n et montrer que
∑

n≤x

Λ(n)

n
= log x + O(1).2. Montrer que

∑

p≤x

log p

p
= log(x) + O(1).(on pourra soustraire de 
ette somme la somme ∑

n≤x

Λ(n)
n

et utiliser la question pré
é-dente).3. En utilisant la formule sommatoire d'Abel, déduire du résultat de la question pré
é-dente :
∑

p≤x

1

p
= log log x + b + O

(

1

log x

)
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