CHAPITRE 4

Fonctions arithmétiques, nombres premiers

Dans toute cette fiche

1. u représente la fonction de Mobius.
¢ la fonction d’Euler : o(n) =3 1n<p (mny=1 1-
d(n) = > g, 1 le nombre des diviseurs de I'entier n.

o(n) = X gy, d la somme des diviseurs de I'entier n.

Crk LN

Pour x € R on note w(x) le nombre des entiers premiers p < x.

Exercice 4.1 Soit x > 0 arbitraire.

1. Montrer, par exemple en utilisant la deuxiéme formule d’inversion de Mobius, que

> hin 2] 1.

n<x

2. En déduire que Z M <1
n

n<x

Exercice 4.2
1. Montrer que pour tout n on a p(n)o(n) < n.
2. Montrer que pour tout n on a ¢(n)d(n) > n.

Exercice 4.3 On dit qu'un entier n est abondant si o(n) > 2n. Montrer que si n est
abondant et impair il admet au mois 3 facteurs premiers.

Exercice 4.4
1. Montrer que p(mn) > ¢(m)p(n), avec égalité seulement si (m,n) = 1.

>
2. Montrer que d(mn) < d(m)d(n) avec égalité si et seulement si (m,n) = 1.
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Exercice 4.5 Pour quelles valeurs de n le nombre des diviseurs de n est-il pair?

Exercice 4.6 Montrer que pour tout n, o(3n — 1) est un multiple de 3.

Exercice 4.7 En partant de ’encadrement de Tchebychef

Vz > 30 0.9 :'3
log

< <1.2
<m(z) < log x’

prouver que pour tout n > 30, il existe un nombre premier compris strictement entre n et
2n. En déduire le théoréeme de Bertrand :

Vn > 2, il existe p premier n < p < 2n.

Exercice 4.8 Est—il vrai que tout entier naturel peut étre transformé en un nombre pre-
mier en modifiant uniquement un chiffre de son écriture décimale ?

. . 1 e
Exercice 4.9 Montrer que la série Z est convergente. En utilisant le théoreme
plogp
peEP
des nombres premiers, donner un équivalent du reste d’ordre z, R, = > pligp. Indication :

p>x

on utlisera la formule Y f(p) = ...
P

Exercice 4.10 On note p, le n®™® nombre premier. Montrer que p, ~ nlogn.

1
Exercice 4.11 En utilisant l’estimation Z — =loglogz + b+ O(1/loglogz), obtenir
p<w

donner un équivalent de Y w(n).
n<x

1
Exercice 4.12 En utilisant l’estimation Z — =loglogz + b+ O(1/loglogx), montrer
p<z
qu’il existe une constante c telle que

1 c
11 (1_5> " logx

p<z

Le théoréme de Mertens dit que la constante c est égale a e™7.
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Exercice 4.13 Montrer que, pour n > 1, n! n’est pas de la forme a® avec b > 1. Indication :

on considerera le plus grand nombre premier qui ne dépasse pas n et on utilisera le théoréme
de Bertrand.

Exercice 4.14 Soit (a,) une suite de complexes, et f une fonction de classe C! sur [1, c0].

On pose A(z) = > ap. En vous inspirant de la démonstration donnée en cours pour la
n<x

formule Z f(p), démontrer la formule sommatoire d’Abel :
p<z

S anf(n) = A@)f(x) - /1 " AW (1)t

1<n<z

. . 1
Exercice 4.15 Vous avez vu en cours lestimation E — =loglogz+ A+ O(1/log ),
p<x
comme une conséquence immeédiate du théoréme des nombres premiers. Dans cet exercice

on donne une démonstration élémentaire de ceci, c’est a dire n’utilisant pas le théoréme
des nombres premiers.

1. Soit A(n) =logpsin = p® et A(n) = 0 sinon. En utilisant la formule de Legendre qui
donne l'exposant de p dans la décomposition de n! en facteurs premiers, transformer

la somme Y logn et montrer que
n<x

Z % =logz + O(1).

n<x

2. Montrer que

Z logp _ log(x) + O(1).

p<x
A(n)

(on pourra soustraire de cette somme la somme ) = et utiliser la question précé-

n<x

dente).

3. En utilisant la formule sommatoire d’Abel, déduire du résultat de la question précé-

dente : ) .
Z—zloglogﬂ:—kb—kO( >
P log x

p<z

Fiche d’exercices 21 M. Deléglise



