Université Lyon 1 Arithmétique et Combinatoire 2009-2010

Examen partiel du 19 mars 2010

Les exercices 1, 2 et le probleme sont deux a deux indépendants.

Exercice 1 (4 pts)

v est la fonction d’Euler qui compte les entiers premiers avec n compris entre 1 et n et
1 la fontion de Mobius.

1. La fonction arithmétique n — —— est-elle multiplicative, complétement multipli-

p(n)
cative ?
2
2. Démontrer I'identité n :ZM ()
pln) 4= ld)

Exercice 2 (4 pts)
1. Soit n entier et p # 3 un facteur premier de n? + n + 1. Prouvez que —3 est un
carré modulo p.
2. En utilisant le symbole de Legendre, démontrez que p =1 (mod 3).

3. Soit q1,qo, ..., qx des nombres premiers congrus a 1 modulo 3. Que pouvez-vous
dire des diviseurs premiers de (3q1q2- - qx)* + (3q1q2 - - qr) + 17

4. Montrez qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus & 1 modulo 3.

Probléme (12 pts)

Soit ¢ la fonction d’Euler. On considére la fonction arithmétique f définie par

1. Soit h(n) = 1/n. Prouvez qu’il existe une unique fonction arithmétique g telle que
f = g* h, ot x désigne le produit de convolution des fonctions arithmétiques.
Prouvez que g est multiplicative.

2. Démontrez que

1 2
g(p) = —, gp®)=0 et g(p*)=0 pourtout «>2
W)= ) ()

en déduire que g(n) > 0 pour tout n.
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(n)

3. Prouvez que la série de Dirichlet de g, Z —= est absolument convergente pour

Res > —1 et exprimez sa somme comme un prodult eulérien.

2)C(3
4. Démontrez que la série Z g(d) est convergente, de somme %
d=1
5. Montrez que la série Z g(d)Ind est convergente.
d=1
6. Justifiez les égalités
1

D =2 > gy =D gd >, 7.

nlz n<z d|n d<z 1<k<%

et en déduire que, quand x tend vers l'infini,

Y Sy = (Z g(d)> logx —ri(x) = ra(2) + 13()

1<n<z

avec

= longg(d), ro(z) = Zg(d) logd et r3(z)= Zg(d)r (3)

d>zx d<z d<zx

1
et r(u) défini pour tout u > 1 par r(u) = ( Z E) — logu.
1<k<u

7. On admettra sans démonstration que 0 < r(u) < 1 pour tout u. Démontrez que

5 - 2o

c’est a dire qu’il existe une constante A telle que, pour x > 1,

j{: 1 . C(2zg(3)ln($)

A.
22 o) () =
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