Université Lyon 1 Arithmétique et Combinatoire 2009-2010

Examen partiel du 19 mars 2010

Corrigé

Exercice 1

1. Les fonctions n et ¢(n) sont multiplicatives, il en est donc de méme de n/p(n).
Cette fonction n’est pas complétement multiplicative car
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2. La fonction n — n/p(n) est multiplicative. La fonction n +— Z @
¥
dn
plicative car c’est le produit de convolution de la fonction n +— u*(n)/@(n) et de

la fonction constante 1, qui sont multiplicatives. Il suffit donc d’établir 1’égalité
demandée pour n = p* avec a > 1 et p premier. Or
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et, puisque p(p®) = 0 pour 3 > 2,
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Exercice 2

1. Puisque p divise 4n* +4n +4 = (2n+1)> +3, on a —3 = (2n + 1)® (mod p) est

donc —3 est un carré. Par hypothése 3 est premier avec p, donc | — | =1
p

2. La multiplicativité du symbole de Legendre, le critére d’Euler appliqué a —1 et
enfin la loi de réciprocité quadratique donnent

=(3)-(F)E) ()

et donc p =1 (mod 3).

3. Notons n = 3q1¢s - - - ¢ Soit p un facteur premier de n? + n + 1. Puisque 3 divise
n il ne divise pas n? +n + 1, donc p # 3. Par la question précédente p est congru
a 1 modulo 3. De plus p n’appartient pas a I’ensemble {q1, q2, - .., qx }-

4. On vient de prouver que pour tout ensemble fini {q1, ¢, ..., qr} de nombres pre-
miers ¢ congrus a 1 modulo 3 il existe un nombre premier congru a 1 modulo
3 qui n’appartient pas a {qi, ¢, ...,qx}. Ceci prouve que I’ensemble des nombres
premiers congrus & 1 modulo 3 est infini.
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Probléme

1. h(1) # 0. Soit donc h; l'inverse de h pour la convolution. La relation f = g+ h
est équivalente a f x hy = g. Cela montre 'existence et I'unicité de g. Puisque h
est multiplicative, h; 'est aussi. f = 1/¢ est multiplicative. Donc g = f % h; est
multiplicative.

2. (a) L’équation f = g% h, donne, en évaluant les deux termes en p,

1 1
i f(p) = g()h(p) + g(p)h(1) = il 9(p),
it g(p) 1 1 1
soit g(p) = —— — - = ——-
p—=1 p pp-1)
(b) Pour a = 2, évaluons les deux termes de f = g h en le nombre p? :

]ﬁ = f(®*) = g(h(®*) + g(p)h(p) + g(p*)h(1).

En utilisant g(p) = 1/(p(p — 1)) que l'on vient de prouver cela donne
L ) = L g0?)
-1 pp-hp T -1 T

soit g(p?) = 0.
(c) Supposons démontré que g(p®) = 0 pour 2 < 8 < «a. En évaluant les deux
termes de f = g% h en p®*! on en déduit

1

m = f(paﬂ)
= g hE™™) + g(p) h(P™) + D g(@”) b 7) + g(p*) h(1)
B=2
_ 1 1 - &) a+1-p3 a+1
T potl +pa+1(p_1) +§g(p ) h(p ) +9(*)
= m +g(p™*h), soit g(p**') = 0.
3. Pour appliquer le théoréme du produit eulérien a la fonction multiplicative n — %,

9(p*)
pCYS
(a) Pour chaque p fixé, puisque g(p®) = 0 pour a > 2, on a

) est sommable. Notons o = Re(s) > —1.
pEP

prouvons que la famille (
a>1

—+00

D

a=1

g(p®)
pO[S

_ ‘g(p)
e

1 ‘_ 1
ps+1(p _ 1) - p"“(p _ 1)

(b) Il reste a prouver que la série Z est convergente. Cette série est

o+1 _
S —1)
« extraite » de la série
oo
P
v noti(n — 1)
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1 1
Et cette série est convergente car ~ avec 0 + 2 > 1 vu
) noti(n — 1) no+2

I’hypothése o > —1.

On peut donc appliquer le théoréme du produit eulérien & la série de Dirichlet de
g ce qui donne la convergence absolue de cette série et 1’égalité

—9(n) _ =9 _ 1
Z ns _H<1+; pos >_H(1+ps+l(p_1))’

n=1 peEP peP

puisque ¢(p®) = 0 pour a > 2.

4. Puisque 0 > —1, on déduit de la question précédente, en choisissant s = 0, que la
oo

série Z g(n) est absolument convergente, de somme

oo = I (14 5505) - 15524

peP
1
14+ —
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p

1
1— —

- (1-%) fipl_?)) r-on

5. Pour d suffisament grand, log(d) < v/d, et donc 0 < g(d)Ind < g(d)\/c_l. La série

S gtava=3 40

d=1

est absolument convergente, car c¢’est la série de Dirichlet de g au point —1/2 > —1.

Par le critére de comparaison des séries a termes positifs, Z g(d)logd. est donc

d=1
convergente.

6. L’équation f = g h donne

S fm) = YD g@dn (%) = ZZg(d)%

n<lz n<z dn n<z d|n
SDIUDSEED T S
d<z n=kd d<z <k:<§

n<x
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Puisque Z r = r(y) + logy pour tout y on en déduit
k<y

;f(m ~ Zg ) (s (3) +7(3))
= longg _Zg(d)logd+29(d)7“<§>

= logz ) _g(d) —ri(x) = ro(z) + ry(x) (1)

avec

=logz Y g(d), ra(zr) =) g(d)logd et TS(x):Zg(d)T(g)

d>x d<z d<z

7. Prouvons que r3(z) — ri(z) — ro(z) est bornée. Commengons par remarquer que g
et r sont a valeurs positives. Il en est donc de méme des fonctions rq, ro, 73.

(a) Majoration :

r3(x) —ri(z) —ro(z) < r3(x Zg (2) = ijig(d)

d<z

parce que 0 < r(z) <1 pour tout x.

(b) Pour minorer on écrit
= Zg(d) Inx < Zg(d) Ind
d>x d>x

puis

v)+7ra(z) <Y g(d)Ind+ Y g(d)Ind = g(d)In(d)

d>x d<z

et donc, avec r3(x) > 0,

rs(x) — ri(x) = ra(x) > —ri(z) — ra(x) > =Y g(d) In(d),
d=1
et, finalement, avec les questions (4) et (6)

=S gld)in(d) < 3 fn) “2@@ e <Y gd).

n<lz d=1

Examen partiel mars 2010 4 M. Deléglise



