Université Lyon 1 Arithmétique et Combinatoire 2008-2009

Corrigé du devoir maison.

17 mars 2009

1
1. Notons g(n) = — E dh(d). I’égalité g(n) = E h(d)— montre que g est le
n
dl

din
produit de convolution de la fonction multiplicative h par la fonction multi-

als| —

1
plicative d — 7 Il en résulte que g est aussi une fonction multiplicative, et

(e}

pour prouver que g = f il suffit de prouver que g(n) = f(n) pour tout n = p
avec p premier et « entier o > 1. Soit donc n = p®. Alors
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E%dh(d)_pa<1+pp(p—l)) pp—1 plp—1) @n)

h (e
est multiplicative. Prouvons que ( st)) est
(peP,a>1)

2. La fonction n — 3
n

une famille sommable. Soit ¢ = Re(s) > —1. Pour chaque valeur de p fixée
h(p®)
pas
I
plp—Dp*| ‘p(p - 1)191" 1

o= 1) est sommable. Vu o= 1) ~ pras cette somme

est obtenu pour o = 1. Cette

—+oo
le seul terme non nul de la somme E

a=1

. Il reste & prouver que la

somme se réduit donc a

famille Z

peEP

est de méme nature que la somme Z donc convergente puisque o+2 > 1.

peEP

3. Pour n suffisamment grand on a 0 < h(n) < h(n)Inn < h(n)y/n. Il suffit donc
+oo

de prouver que Z h(n)y/n est convergente. Cela résulte de la question (2)

n=1
h
puisque h(n)y/n = (_ng
n-2

4. Vu la question 1 on a

> = LY
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et -3 > —1.
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5. En écrivant ¥(u) = Inu + R(u) le résultat précédent donne

L (5)+ Sran ()

1
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n<x

= lanh

d<zx

+oo
= Inz Z h(d)
d=1

=) " h(d)

d<z

—Inz Y h(d) 3k )1nd+Zh(d)R<§)

d>z

Remarquons que h(n) > 0 pour tout n. En effet si n = Hle pi*, par mul-
tiplicativité h(n) est le produit des h (p;*) qui sont des réels positifs ou nuls

par définition de h. De plus on a 0 < R (3) < 1. Il en résulte, en posant

C' =35 h(d),

Clnz —lanh(d) —

d>x

En remarquant que Inxz Z h(

d>x

+o0
Clnz — Z h(d)
d=1

En notant A = max{> 1"

c’est & dire qu e

d<z

S )

1nd<Z—<C’ln:c+Zh

d<:c

d) < h(d)Ind on en déduit encore

d>x

1nd<Z—<Clnx+Zh

d<m

"2 h(d)Ind} on a donc

—Clnz

<A

h(d),
1
—Chhz=0(1).
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6. Explicitions la valeur de C. Puisque h est multiplicative et la série Zh(d)

d=1

absolument convergente, la formule du produit eulérien s’applique et donne

c = ioh(d):
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