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Soit f : N* — C la fonction arithmétique définie par f(n) = —— ou ¢ est la
o(n

fonction d’Euler. et A 'unique fonction arithmétique multiplicative telle que pour
tout premier p et tout entier o > 1,
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1. Prouver que pour tout entier n > 1 on a f(n) = — Z dh(d).
n
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2. En utilisant le théoréme du produit eulérien prouver que la série de Dirichlet

ns
n=1
est absolument convergente pour tout complexe s tel que Re(s) > —1, et
écrire le produit eulérien correspondant. Prouver que ’abscisse de convergence

absolue de cette série de Dirichlet est exactement —1. Quelle est son abscisse
de convergence ?
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3. Montrer que les séries Z h(n) et Z h(n)Inn sont toutes deux convergentes.
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4. Pour tout réel > 0 on note ¥(z) = Z — et on admettra que V(z) = Inz + R(z)
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avec 0 < R(z) < 1. Démontrer que
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5. En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour z > 1 réel,

Zﬁ =Clnz+ O(1).
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6. Montrer que C' =
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