Exercice 1 (x) Déterminer (lorsqu’elles existent) les bornes inférieures et supérieures
ainsi que les maxima et minima de chacun des ensembles suivants :
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Majorant d'un ensemble D?

Un majorant M de I'ensemble D est un élément qui est plus grand que I'ensemble des

éléments de cet ensemble D.
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Exercice 4 (x) Soit f :[0;1] — [0;1] une application croissante.
1. Montrer que 'ensemble E' = {z € [0;1] | f(x) < 2} admet une borne inférieure b.
2. Montrer que /(1)) =b.
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Propriété de la borne supérieure: Soit un ensemble A, qui est majorée. Alors cet
ensemble A-admet une borne s|uper|eure
Soit un ensemble A, qui est minorée. Alors cet ensemble A admet une borne inf.
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Correction de la question C de I’Exercice 1 de la feuille de TD 1 - Révision
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Nous pouvons d’abord remarquer que I’ensemble C' est composé de sommes d'un nombre réel positif

compris entre 0 et 1 et d'un nombre réel négatif compris entre —1 et 0. On voit donc assez facilement
que C C [—1,1], ce qui nous donne déja un bon indice.

Nous allons montrer que supC = 1.

Montrons que 1 est un majorant de C'. Soit n,p € N* nous avons :
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Donc 1 est un majorant de C.

Maintenant montrons que 1 est effectivement la borne supérieure de C'. Soit € > 0, nous voulons trouver

un élément de C' qui soit strictement plus grand que 1 — €.
Pour cela fixons ng = 1 et choisisons py > L Alors :
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r - — L e, donc nous pouvons conclure que sup C' = 1.
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De plus, vu que 1 > %, % > (0, nous avons que % - % < 1. Donc la borne supérieure n’est pas atteinte
et C' n’admet pas de maximum.

De méme, nous montrons que inf C' = —1 et que C' n’admet pas de minimum.



Correction de la fin de I’Exercice 4 de la feuille de TD 1 - Révision

Nous raisonnons par 'absurde et supposons que f(b) # b. Nous avons déja montrer que f(b) < b
conduit & une contradiction.

Supposons que f(b) > b.
La fonction f est croissante, donc pour x > b, nous avons f(z) > f(b). Cela nous méne & penser que
pour x > b suffisamment proche de b, nous devrions également avoir f(x) > z, ce qui conduirait a une
contradiction, car cela contredirait le fait que b soit la borne inférieure de l'ensemble {z, f(z) < z}
(voir le graphique). En effet, par définiton de la borne inférieure, pour tout ¢ > 0, il existe ¢ € [b,b+¢],
tel que ¢ € {z, f(z) < x}.Nous obtenons, donc une contradiction en trouvant un € > tel que pour tout
¢ € [b,b+ €[, nous avons ¢ ¢ {x, f(z) < x}.
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Note : regardez surtout le graphique de droite.

Par croissance de f, pour tout ¢ > b, nous avons f(c¢) > f(b). En particulier c¢’est vrai pour tout
ce b fB)]
D’une part : f(c¢) > f(b).
D’autre part : ¢ < f(b).
Donc pour tout ¢ € [b, f(b)[,¢ < f(c) et donc ¢ ¢ {z, f(x) < x}. Nous contredisons alors I'hypothése
ci-dessus en choissant € := f(b) — b, ce qui méne a [b,b+e[= [b, f(b)[.
Nous avons donc obtenu une contradiction.

Nous pouvons donc conclure que f(b) = b.




