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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux groupes définissables dans certains types de
corps. Si F est un corps et si G est un groupe algébrique abstrait défini sur F , alors
G(F ) l’ensemble des points de G qui sont dans F est un exemple de groupe définissable
dans F .

Inversement si G est un groupe définissable dans F , quel lien existe-t-il entre G et
un groupe algébrique ?

En ce qui concerne les corps algébriquement clos, une réponse a été apportée par le
théorème de Weil qui affirme que tout groupe définissable dans un corps algébriquement
clos est définissablement isomorphe à un groupe algébrique.

L’article de A. Pillay et E. Hrushovski de 1994 Groups definable in local fields and
pseudo-finite fields [3] cherche à répondre à cette question dans le corps des réels, des
p-adiques et dans les corps pseudo-finis.

Pillay a démontré en 1988 et 1989([4] et [5]) que les groupes définissables dans R et
dans Qp sont définissablement isomorphes à un groupe de Nash. Le premier résultat de
l’article est le théorème suivant :

Théorème. F désigne R ou Qp. Soit G un groupe de Nash sur F.
Alors il y a un groupe algébrique H défini sur F et un isomorphisme entre un

voisinage de l’élément neutre de G et un voisinage de celui de H(F).

Pour les corps pseudo-finis, le résultat principal est :

Théorème. Soit G un groupe définissable dans un corps pseudo-fini. Alors il existe
un groupe algébrique H défini sur F et une isogénie définissable entre un sous-groupe
d’indice fini de G et H(F ).

L’article admet beaucoup de propriétés de R, Qp et des corps pseudo-finis et s’at-
tache à la construction des isomorphismes et des isogénies.

On défini dans un premier chapitre la notion de structures géométriques qui servira
de cadre générale. On prouve alors un premier théorème sur les groupes définissables
qui sera à la base des autres démonstrations.

Dans un second chapitre, on s’intéresse au cas de R et de Qp. Après en avoir rappeler
quelques propriétés, on défini la notion de groupes de Nash. On démontre enfin le
théorème.
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Le cas des corps pseudo-finis est traité dans le dernier chapitre. On a alors besoin
de résultats de stabilité locale pour démontrer le théorème sur les corps pseudo-finis.
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Préliminaires et notations

Notation
Si L est un langage du premier ordre. On noteraM,N, ... les L-structures, etM,N, ...

les ensembles sous-jacents.
On note lg(x̄) = n si x̄ ∈Mn.

Si M est une L-structure, A ⊆M et a ∈M :
– on note LA le langage L enrichi d’un symbole de constante pour chaque élément

de A.
– on note a ∈ dclM(A) (resp. a ∈ aclM(A)), s’il existe ψ une LA-formule telle que
M ⊧ ψ(a) et M ⊧ ∃!xψ(x) (resp. il existe n ∈ N tel que M ⊧ ∃=nψ(x)).
Remarquons que si M ≼N, on a dclM = dclN et aclM = aclN.

– on notera a ∈ qfdclM(A) (resp. a ∈ qfaclM(A)) si ψ est sans quantificateur.
– de même, qftp(a) est le type sans quantificateur de a.

Si M est une sous-structure de N, et G est un groupe définissable (éventuellement
à paramètre) dans N, on note G(M) l’ensemble des éléments de G qui sont dans M .

Si k est un corps, on note k̃ sa clôture algébrique au sens de la théorie des corps.

Dimension
Si acl est une prégéométrie , on peut définir la notion de famille libre, génératrice

et de base.
Si A ⊆M tel que acl(A) = A, toutes les bases de A ont le même cardinal. On peut

donc définir la dimension de A, noté dim(A), comme le cardinal d’une base de A, c’est
également le cardinal maximal d’une famille libre de A.

On pose dim(ā) = dim(acl(ā)).
Si X est un ensemble définissable, dimX = max{dim(ā)∣ā ∈X}.

Si ā ∈X, on dit que ā est générique si dim(ā) = dimX.
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Indépendance
Lemme 0.1. M est une structure ∣A∣+-saturée avec A ⊆M et a, b, c, d ∈M . On suppose
que tp(a/A) est stationnaire.

Si tp(a/A) = tp(c/A), tp(b/A) = tp(d/A) et a ⫝A b, c ⫝A d,
alors tp(a; b/A) = tp(c;d/A).

Bases canoniques
Soit T une L-théorie stable et M un modèle de la théorie, A ⊆M et p ∈ S(A).

Proposition 0.2. Si p est un type stationnaire, alors il est définissable, i.e. pour toute
formule ψ(x̄; ȳ) ∈ L il existe dψ(ȳ) à paramètre dans acl(A) telle que pour tout b̄, on
ait : ⊧ dψ(b̄) ssi ψ(x̄; b̄) ∈ p.

Définition 0.3. Si p est un type stationnaire, on définit Cb(p) la base canonique de p
comme :

Cb(p) = dcl({c ∈M eq ∣ c est le paramètre canonique de dψ pour ψ ∈ L})

Remarque. – Cb(p) est le plus petit ensemble sur lequel p est définissable.
– Si p est stationnaire et si q est une extension non déviante de p alors q est sta-

tionnaire et q a la même base canonique de p.

Proposition 0.4. Soit p(x) ∈ S(A) un type stationnaire. Alors :
(i) Cb(p) ⊆ dcl(A) ;
(ii) ∀B ⊆ A, p ne dévie pas sur B ssi Cb(p) ⊆ acl(B) ;
(iii) ∀B ⊆ A, p ne dévie pas sur B et p ↾ B est stationnaire ssi Cb(p) ⊆ dcl(B) ;
(iv) Soit M un modèle ∣T ∣+-saturé et fortement ∣T ∣+-homogène. On suppose p(x) ∈
S(M). Soit f un automorphisme de M. Alors f(p) = p ssif fixe Cb(p) point par point ;
(v) Cb(tp(a/acl(A))) ⊆ dcl(A,a).

Remarque. Si T est une théorie ω-stable, la base canonique d’un type stationnaire
est un uple fini de M (c’est le paramètre canonique d’une formule ψ(x̄) de p telle que
RM(ψ) = RM(p)).

La base canonique est unique à interdéfinissabilité près, en prenantCb(p) le para-
mètre dans M eq de la classe des paramètres canoniques des différentes formules ψ qui
conviennent, Cb(p) est unique.

Groupes définissables dans le contexte stable
Théorème 0.5 (Weil-Hrushovski). Soit M une structure fortement minimale saturée.
Soit A un sous-ensemble de M .
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On considère p(x̄), q(x̄) ∈ S(A) stationnaires et f(x̄1; x̄2) et g(x̄; ȳ) des fonctions
partielles A-définissables telles que :
(i) Pour ā1, ā2 ⊧ p, A-indépendants, alors f(ā1; ā2) est défini et si ā3 = f(ā1; ā2) alors
ā3 ⊧ p et de plus ā3 ⫝A ā1 et ā3 ⫝A ā2.
(ii) Si ā ⊧ p, et b̄ ⊧ q avec ā ⫝ b̄ alors g(ā; b̄) est défini et g(ā; b̄) ⊧ q et g(ā; b̄) ⫝A ā.
(iii) Si ā1, ā2, ā3 ⊧ p indépendants, alors f(ā1; f(ā2; ā3)) = f(f(ā1; ā2); ā3)
(iv) Si ā1, ā2 ⊧ p, b̄ ⊧ q et {ā1, ā2, b̄} sont A-indépendants, alors g(f(ā1; ā2); b̄) =
g(ā1; g(ā2; b̄)).

Alors, on peut interpréter dans M un groupe connexe G, un ensemble X, et une
action transitive de G sur X (à paramètre dans A), et des fonctions partielles, inver-
sibles, A-définissables h1 et h2 telles que :
(a) si a ⊧ p, alors h1(a) réalise le type générique de G ;
si b ⊧ q, alors h2(b) réalise le type générique de X ;
(b) si a1, a2 ⊧ p et a1 ⫝ a2, alors h1(f(a1;a2)) = f(a1) ⋅ f(a2) ;
(c) si a ⊧ p, b ⊧ q et a ⫝ b, alors h2(g(a; b)) = h1(a) ⋅ h2(b).

Théorème 0.6. Soit F un corps algébriquement clos. Soit G un groupe connexe définis-
sable dans F . Alors il existe un groupe algébrique H et un isomorphisme f définissables
à paramètres dans F entre G et H.

De plus, si F est de caractéristique nulle, et G est définissable à paramètres dans un
sous-corps k de F , alors H et f peuvent être choisis k-définissables.
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Chapitre 1

Les structures géométriques

1.1 Structures géométriques, sous-structures et corps
Définition 1.1. Une structure infinie M est une structure géométrique si :
(i) Dans tout modèle N de Th(M), aclN définit une prégéométrie.
(ii) Pour toute formule ϕ(x; y) de LM , il existe n ∈ N tel que ∀b ∈ M ϕ(M; b) est fini
ssi ∣ϕ(M; b)∣ ⩽ n.

Remarque. :
– Du fait que acl est une prégéométrie, on peut définir une notion de dimension

avec la propriété d’additivité :

dim(a, b/A) = dim(a/A, b) + dim(b/A)

– On peut définir une bonne notion d’indépendance :
a ⫝A B ssi dim(a/A ∪B) = dim(a/A)

Lemme 1.2. Soit M une structure géométrique saturée.
(i) Si A ⊂ B ⊂M et p un type partiel sur A alors dimA(p) = dimB(p).
(ii) Soit ϕ(x̄; ȳ) une formule. Soit m ⩽ lg(x). Il existe une formule δ(ȳ) telle que pour
tout b̄ dim(ϕ(x̄; b̄)) =m ssi M ⊧ δ(b̄)
(iii) Soit X1, ...,Xk des sous-ensembles définissables de Mn.
dim(X1 ∪ ... ∪Xk) = max(dimXi; i = 1, ..., n)

Démonstration. (ii)/ On construit par récurrence la formule dim(ϕ(x̄; b̄)) ≥m.
On note Ni le nombre tel que pour tout b̄ l’ensemble

∃x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xnϕ(x1; ...;xi−1;M;xi+1; ...;xn; b̄)

est fini ssi son cardinal est plus petit que Ni.
● On a dim(ϕ(x̄; b̄)) ≥ 1 ssi ⋁

1≤i≤n
∃≥Nix

(l)
i ⋀

1≤l≤Ni+1

∃x
(l)
1 ...∃x

(l)
i−1∃x

(l)
i+1....∃x

(l)
n ϕ(x̄; b̄) :

En effet, cette formule affirme qu’il y a un i tel que l’ensemble
∃x̄ϕ(x1; ...;xi−1;M;xi−1; ...;xn; b̄) est infini. Par compacité, il existe N ⪰M avec (aji)j<ℵ1
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dans N telle que ⊧ ∃x̄ϕ(x1; ...;xi−1;aji ;xi−1; ...;xn; b̄) pour tout j < ℵ1. Or, le nombre
de formules algébriques est dénombrable, ainsi il n’y a qu’un nombre dénombrable
d’éléments algébriques. Donc il y a un aji non algébrique sur ∅. Comme M est saturée,
le type de aji est réalisé dans M par a′i. Ainsi on a bien ā′ ∈Mn tels que a′i ∉ acl(∅) et
ϕ(ā′; b̄).

● dim(ϕ(x̄; b̄)) ≥m ssi

⋁
1≤i1,...,im≤nik≠il

∃≥Ni1xi1 ...∃
≥Nimxim ⋀

1≤lm≤Ni1
+1

... ⋀
1≤lm≤Nim+1

∃xj1 ...∃xjn−mϕ(x̄; b̄)

L’hypothèse de récurrence nous permet d’affirmer qu’il existe (en simplifiant les
notations) a1, ..., am1 ∈M tels que dim(a1; ...;am−1) =m − 1 et
⊧ ∃≥Nmxm ⋀

1≤l≤Nm+1

∃xm+1...∃xnϕ(ā;xm; ...;xn; b̄).

Par le même raisonnement qu’à l’étape 1, il existe am ∉ acl(a1; ....;am−1) et am+1, ..., an
tels que ⊧ ϕ(ā; b̄) et dim(ā) ≥ dim(a1; ...;am) =m.

Exemples. Les ensembles fortement minimaux et les structures o-minimales sont des
structures géométriques.

Définition 1.3. Soit M une structure géométrique saturée.
(i) On dit que M a la propriété (E) si : dès que X ⊆Mn est définissable et dimX =m
alors il n’existe pas de relation d’équivalence définissable E sur X avec une infinité de
classes de dimension m.
(ii)On dit que M a la propriété (S1) si : dès que X ⊆Mn est définissable et dimX =m et
ϕ(x̄; ȳ) une formule, alors il n’existe pas de de suite (b̄i)i∈N telle que dim(X ∩ϕ(x̄; b̄i)) =
m pour tout i ∈ N et dim(ϕ(x̄; b̄i) ∧ ϕ(x̄; b̄j)) <m pour i ≠ j.

Si M n’est pas saturé, il suffit qu’un modèle saturé élémentairement équivalent ait
la propriété (E) ou (S1) pour le dire de M.

Définition 1.4. Soit D un ensemble fortement minimal avec l’élimination des quanti-
ficateurs dans L. Soit F une sous-structure infinie de D.

On dit que F est une sous-structure géométrique de D si :
(i) F est une structure géométrique.
(ii) dcl(F ) = F .
(iii) Pour toutes structures (D1;F1) modèles de Th(D;F ) avec A ⊆ F1 et a ∈ F1, si
a ∈ acl(A) il existe ψ définie sur A telle que F1 ⊧ ψ(a) et ψ(D) est fini.

Remarque. Cette définition permet d’avoir facilement :
– aclF1(A) = F1 ∩ aclD1(A)
– Si X ⊆Dn est un ensemble définissable à paramètres dans F , alors X(F ) =X∩F n

est également définissable dans F .
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Lemme 1.5. Soit F une sous-structure géométrique de D. On suppose que D a l’élimi-
nation faible des imaginaires. Soit A ⊆ F tel que acl(A) ∩ F = A et ā ∈ F .

Alors qftp(ā/A) est stationnaire. (Il existe A0 ⊆ A fini tel que qftp(ā/A0) est sta-
tionnaire et ā ⫝A0 A)

Démonstration. Soit V la variété affine définie sur A et dont ā est un point générique.
On a A[V ] ≃ A[ā] ≃ A[X]/IV , donc V est une variété irréductible sur A car A[ā]
est intègre. A est parfait, on a A(ā ∩ acl(A)) = A, donc V est une variété absolument
irréductible et ainsi qftp(ā/A) est stationnaire.

Définition 1.6. Soit F un corps (L = {0; 1;+; ⋅;−}).
On dit que F est un corps géométrique si F est une sous-structure géométrique de

F̃ où F̃ est la clôture algébrique de F ( au sens de la théorie des corps).

Remarque. 1. dcl(F ) = F donc F est parfait.

2. aclF (A) = acl(A) ∩ F = k̃(A) ∩ F.

Proposition 1.7 (admis). Les corps suivants sont des corps géométriques :
1. Le corps des nombres réels R ;
2. Le corps des nombres p-adiques Qp ;
3. Les corps pseudo-finis.

1.2 Un théorème de configuration de groupe
Théorème 1.8. Soit F une sous-structure géométrique d’un ensemble fortement mini-
mal D avec l’élimination des quantificateurs.

On suppose de plus :
(i) D a l’élimination des imaginaires.
(ii) Pour tout sous-ensemble A fini de F , et tout sous-ensemble X A-définissable de F n,
X a un point générique.
(iii) G est un groupe définissable dans F .

Alors il existe un sous-ensemble fini A de F sur lequel G est définissable, un groupe
connexe H A-définissable sans quantificateur dans D et des points a, b et c dans G et
a′, b′ et c′ dans H(F ) tels que :
(a) a ⋅ b = c (dans G) et a′ ⋅ b′ = c′ (dans H) ;
(b) acl(aA) = acl(a′A), acl(b′A) = acl(bA) et acl(c′A) = acl(cA) ;
(c) a et b sont des points A-génériques de G et a ⫝A b ;
(d) de même a′ et b′ sont des points A-générique de H et a′ ⫝A b′.

Corollaire 1.9 (Applications aux corps). F désigne R,Qp ou un corps peudo-fini ω-
saturé. Soit G un groupe définissable dans F sur A0 fini.

Alors il y a un sous-ensemble fini A ⊇ A0 et un groupe connexe algébrique H défini
sur F (A) tel que il existe a, b, c ∈G et a′, b′, c′ ∈H vérifiant (a), (b), (c) et (d) du théorème
précédent.
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Notation. On pose acl(A) = aclD(A) et dcl(A) = dclD(A).
Comme F est une sous-structure géométrique de D, on a aclF (A) = F ∩ aclD(A).
De plus, comme D a l’élimination des quantificateurs, aclD(A) = qfaclD(A) et

dclD(A) = qfdclD(A) = qfdclF (A).

Démonstration du théorème 1.8. Soit A0 ⊆ F fini tel que G soit défini (en tant que
groupe) sur A0, dimG = n. Soit a, b A0-indépendant et A0- générique dans G. On pose
c = a ⋅ b. On a dim(a/A0) = dim(b/A0) = n et par additivité dim(a, b/A0) = 2n et
dim(a, b, c/A0) = 2n. Dans F , on a c ∈ dclF (a, b,A0) et b ∈ dclF (a, c,A0)

● Passage de dclF à dclD

Lemme 1.10. Il existe A2 ⊆ F fini, A0 ⊆ A2 avec ab ⫝A0 A2 et il existe a1, b1, c1 ∈ F
tels que acl(aA2) = acl(a1A2), acl(bA2) = acl(b1A2) et acl(cA2) = acl(c1A2) et de plus
b1 ∈ qfdcl(A2a1c1) et c1 ∈ qfdcl(A2a1b1).

Démonstration. Soit x′ ∈ G générique sur A0⋃{a; b}. On pose y′ = x′ ⋅ b et z′ = x′ ⋅ a−1

(on a z′ ⋅ c = y′). Puisque x′, y′, z′ sont deux à deux interdéfinissable sur A0⋃{a, b, c},
on a dim(y′, z′/A0, a, b, c) = dim(z′/A0, a, b, c) = dim(x′/A0, a, b, c) = dim(x′/A0, a, b) = n
Donc dim(a, b, c, y′, z′/A0) = dim(y′, z′/A0, a, b, c)+dim(a, b, c/A0) = 3n. Comme c ⫝A0 y

′

et z′ ∈ acl(c, y′), on a dim(a, b, c/A0) = dim(z′, c, y′/A0) = 2n (⋆).
Affirmation : Soit c′ ∈ D tel que qftp(c′/a, b, y′, z′,A0) = qftp(c/a, b, y′, z′,A0), alors
c′ ∈ acl(c,A0).

En effet : Sinon on a dim(c, c′/A0) ≥ n + 1 On a c ∈ aclF (A0, a, b) donc c ∈
aclD(A0, a, b) donc c ∈ qfaclD(A0, a, b) donc c′ ∈ qfdclD(A0, a, b), donc c′ ∈ aclD(A0, a, b).
Donc dim(a, b, c, c′/A0) = dim(a, b, c/A0) = 2n.

dim(a, b/c, c′cA0) = dim(a, b, c, c′/A0) − dim(c, c′/A0) ≤ 2n − n − 1 ≤ n − 1

De (⋆), on déduit que a, b ⫝A0,c z
′, y′, donc y′z′ ⫝A0,c acl(a, b, c,A0) donc y′z′ ⫝A0,c a, b, c

′

et y′z′ ⫝A0,c,c′ ab.

dim(a, b, z′, y′, c, c′/A0) = dim(a, b/z′, y′, c, c′,A0) + dim(z′, y′, c, c′/A0)

= dim(a, b/c, c′,A0) + 2n car ab ⫝A0,c,c′ z
′y′

≤ n − 1 + 2n ≤ 3n − 1 Contradiction !

On a c ∈ dclF (A0, a, b)⋂dclF (A0, y′, z′) d’où c ∈ aclD(A0, a, b, y′, z′). Soit X = {γ1 =
c;γ2; ...;γr} l’ensemble des conjugués de c dans D au dessus de A0, a, b, y′, z′. Par
l’affirmation et l’élimination des quantificateur dans D, X ⊆ acl(cA0). Comme D
a l’élimination des quantificateurs, soit c1 le paramètre canonique de X, on a c1 ∈
dclD(a, b, z′, y′,A0), c1qfdcl(a, b, z′, y′,A0), donc c1 ∈ dclF (a, b, z′, y′,A0) et c1 ∈ F .

On pose a1 = (a; z′), b1 = (b; y′) et A1 = A0⋃{x′}. On a c1 ∈ dcl(X) et X ⊆ acl(c,A0)
donc c1 ∈ acl(c,A1) et c ∈ acl(c1A1), d’où acl(c1,A1) = acl(c,A1). On a aussi acl(a1A1) =
acl(aA1), acl(b1A1) = acl(bA1) et c1 ∈ qfdcl(A1, a1, b1) (⋆⋆).
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Soit z1 ∈ G générique au dessus de A1⋃{a; b}. Soit x1 = z1 ⋅a y1 = z1 ⋅c, alors x1 ⋅b = y1.
On a :

– x1 ⫝A0 b, car : z1 ⫝A0 ab donc z1 ⫝A0,a b, x1 ⫝A0,a b donc x1 ⫝A0 b car b ⫝A0 a ;
– dim(x1/A1) = n, car :x1 et z1 sont interdéfinissables sur A1ab et dim(z1/A1ab) = n ;
– x1b ⫝A0 x

′, car : b ⫝A0 x
′ et dim(x1/A1b) = dim(x1/A0) ce qui donne x1 ⫝A0,b x

′.
En utilisant le même raisonnement, on peut trouver x2, y2 et b2 dans F tels que

acl(x1,A1) = acl(x2,A1), acl(y1A1) = acl(y2A1), acl(bA1) = acl(b2A1) et
y2 ∈ qfdcl(x2, b2,A1) (⋆ ⋆ ⋆). Comme acl(b,A1) = acl(b1,A1) on peut supposer que b2

contient b1. On a dim(a1, b2, c1, x2, y2/A1) = 3n et dim(x2, y2, b2/A1) = dim(a1, c1, b2/A1) =
2n.

Soit b′2 vérifiant le même type sans quantificateur de b2 au dessus deA1⋃{a1, c1, x2, y2},
par le même raisonnement que dans l’affirmation, on trouve que b′2 ∈ acl(A1, b2). On
pose A2 = A1⋃{z1} donc b2 et b′2 ont le même type sans quatificateurs au dessus de
A2⋃{a1, c1, x2, y2} et b′2 ∈ acl(A2, b2). Soit b3 le paramètre canonique de l’ensemble fini
des conjugés de b2 dansD au dessus deA1⋃{a1, c1, x2, y2} alors b3 ∈ qfdcl(A2⋃{a1, c1, x2, y2}
On a par (⋆⋆) et (⋆⋆⋆) y2, c1 ∈ qfdcl(A2⋃{a1, x2, b2}) Donc il existe f, g deux fonctions
définissables sans quantificateur à paramètres dans A2 ∪ {a1;x2} tel que y2 = f(b2) et
c1 = g(b2). Comme b′2 satisfait le même type sans quantificateur que b2 au dessus de
A2 ∪ {a1;x2; y2; c1} alors, on a aussi y2 = f(b′2) et c1 = g(b′2). On en déduit finalement
y2, c1 ∈ qfdcl(A2 ∪ {a1;a2; b3}).

On renomme (a1;x2) comme a1, (y2; c1) comme c1 et b3 en b1, ce qui prouve le
lemme.

On pose A = acl(A2) ∩ F .

Lemme 1.11. Les types qftp(a1; b2; c1/A) et qftp(b1, c1 ∶ A,a1) sont stationnaires.

Démonstration. Par le lemme 1.5, commeA est algébriquement clos dans F , qftp(a1, b1, c1/A)
est stationnaire, et qftp(b1/A) est stationnaire. Comme b1 ⫝A a1 alors qftp(b1/A,a1)
est également stationnaire (toute extension non déviante de qftp(b1/A,a1) est une
extension non déviante de qftp(b1/A)). Enfin qftp(b1, c1/A,a1) stationnaire car c1 ∈
qfdcl(A,a1, b1).

● Définitions de germes On peut maintenant considérer σ dans D, la base cano-
nique de qftp(b1, c1/A,a1), on a σ ∈ qfdcl(A,a1) donc σ ∈ F . On pose :

r = qftp(σ/A) q1 = qftp(b1/A) q2 = qftp(c1/A)

On a dim q1 = dim q2 = n.

Lemme 1.12. Le type r est stationnaire et dim r = n.
De plus, σ ⫝A b1, σ ⫝A c1 et c1 ∈ qfdcl(A;σ; b1), b1 ∈ qfdcl(A;σ; c1).

Démonstration. Par le lemme 1.5, r est stationnaire. a1, b1 et C1 sont deux à deux
A-indépendants. Comme σ ∈ acl(A,a1), on a dim r ≤ dim(a1/A) = n. De plus σ
est A-indépendant de b1 et de c1 car a1 l’est. Du fait que c1 ∈ qfdcl(A;a1; b1) et
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b1 ∈ qfdcl(A;a1; c1), comme σ est une base canonique de qftp(b1; c1/A,a1), alors c1 ∈
qfdcl(A,σ, b1) et b1 ∈ qfdcl(A,σ, c1). En particulier, n = dim(c1/A, b1) ≤ dim(σ/A, b1) ≤
dim(σ/A), donc dim r = n.

r va être le type d’un germe inversible qui envoie génériquement q1 sur q2. C’est-
à-dire il existe une fonction A-définissable partiel µ telle que c1 = µ(σ; b1), on note
c1 = σ ⋅ b1. De plus, si σ′ ⊧ r et b′1 ⊧ q1 avec σ′ ⫝A b′1, alors µ(σ′; b′1) = σ′ ⋅ b′1 est bien
définie, réalise q2 et est indépendant de σ′ et de b′1. En effet : comme σ′ ≡A σ, b′1 ≡A b1

et σ′ ⫝A b′1 et σ ⫝A b1, alors par le lemme 0.1 tp(σ′; b′1/A) = tp(σ; b1/A).
De même, il existe une fonction partiel A-définissable ν telle que ν(σ; c1) = b1 noté

σ−1 ⋅ c1 et telle que pour σ′ et c′1 des réalisations indépendantes de r et de q2 respecti-
vement et (σ′)−1 ⋅ c′1 réalise q1 et σ ⋅ ((σ′)−1 ⋅ c1) = c1.

Lemme 1.13. Soit σ1, σ2 des réalisations de r et b′ une réalisation de q1 avec
b′ ⫝A σ1, σ2.

Si σ1 ⋅ b′ = σ2 ⋅ b′ alors σ1 = σ2.

Démonstration. Montrons que σ1 est la base canonique de p = qftp(b′, c′/Aσ1, σ2) Soit
s ∈ A, et ψ(x; y; s) une formule :

ψ(x; y; s) ∈ p ssi ⊧ ψ(b′, c′; s) ssi ⊧ ψ(b1; c1; s) ssi ψ(x; y; s) ∈ qftp(b1; c1/A)

ssi ⊧ dψ(s;σ) ssi ⊧ dψ(s;σ1)

donc qftp(b′, c′/A,σ1) est bien définissable sur σ1, on a b′, c′ ⫝A,σ1 σ2 aussi
qftp(b′, c′/Aσ1, σ2) est également définissable sur σ1. Il vient que σ1 est une base cano-
nique de qftp(b′, c′/A,σ1, σ2), il en est de même pour σ2. Donc σ1 = σ2.

● Construction d’un germe d’une fonction inversible de q1 dans q1 Soit σ1,
σ2 des réalisations A-indépendantes de r. (On peut choisir σ1, σ2 dans F .) Soit b2 une
réalisation de q1 indépendantes de σ1,σ2 au dessus de A. Ainsi σ1 ⋅ b2 réalise q2 et est
indeépendante de σ2 ( car b2 ⫝A σ1, σ2, b2 ⫝A,σ1 σ2, d’où σ1 ⋅ b2 ⫝A,σ1 σ2 et σ1 ⋅ b2 ⫝A σ2

car σ2 ⫝A σ1). Aussi σ−1
2 ⋅ (σ1 ⋅ b2) = b3 réalise q1.

σ−1
2 ⋅ σ1 est le germe d’une fonction inversible de q1 dans q2.

Lemme 1.14. b3 ∈ qfdcl(A,σ1, σ2, b2) et b3 ∈ qfdcl(A,σ1, σ2, b2). On a b2 ⫝A σ1, σ2 et
b3 ⫝A σ1, σ2. De plus qftp(b2, b3/A,σ1, σ2) est stationnaire.

Démonstration. On a, par la construction des germes, b3 ∈ qfdcl(A,σ1, σ2, b2) et b2 ∶
inqfdcl(A,σ1, σ2, b3). Comme b2 ⫝A σ1, σ2, on en déduit que σ1 ⋅ b2 ⫝A σ1, σ2, il vient
alors que σ−1

2 ⋅ σ1 ⋅ b2 ⫝A σ1, σ2 i.e. b3 ⫝A σ1, σ2. En faisant la même démonstration pour
le lemme 1.11, on obtient que le type qftp(b2, b3/A,σ1, σ2) est stationnaire.

On appelle τ la base canonique de qftp(b2, b3/A,σ1, σ2) dans D, comme en 1.12
b3 ∈ qftp(A; τ ; b2) et b3 ∈ /qftp(A; τ ; b3). On note s = qftp(τ/A). s est stationnaire, et
on peut voir τ comme le germe d’une fonction inversible de q1 dans lui-même. On écrit
τ ⋅ b2 = b3 et τ−1 ⋅ b3 = b2.

On a l’analogue du lemme 1.13 :
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Lemme 1.15. Si τ ⋅ b′ = b′′ et τ ′ ⋅ b′ = b′′ avec b′ ⫝A τ, τ ′, alors τ = τ ′.

On peut donc écrire τ = σ−1
2 ⋅ σ1. Ainsi, τ ∈ qfdcl(σ1, σ2,A), σ1 ∈ qfdcl(τ, σ2,A) et

σ2 ∈ qfdcl(τ, σ1,A). Il vient que τ est indépendant de b2 et de b3 au dessus de A. On
note τ ⋅ b2 = b3 et τ−1 ⋅ b3 = b2.

Lemme 1.16. dim s = n, et τ est indépendant de σ1 et de σ2 au dessus de A.

Démonstration. On pose σ1 ⋅ b2 = c2 et donc σ2 ⋅ b3 = c2. Comme b2 ⫝A σ1, σ2, il vient que
b2 ⫝A b3 et c2 ⫝ b2, b3. On a aussi τ ⫝A b2. τ et b3 sont inter-définissables au dessus de
A ∪ {b2}, ainsi :

dim(τ/A) = dim(τ/A, b2) = dim(b3/A, b2) = dim(b3/A) = n

donc dim s = n. On a aussi σ1 et c sont inter-définissables au dessus de A∪ {b2}, donc :

dim(σ1/A, b2, b3) = dim(c/A, b2, b3) = dim(c/A) = n

Donc σ1 ⫝A b2, b3 et σ1 ⫝A τ . On a de même σ2 ⫝A τ .

● Application du théorème 0.5 et conclusion

Lemme 1.17. Il existe une fonction f définissable (sans quantificateur) dans D à
paramètres dans A, telle que :
(i) si τ1 et τ2 sont des réalisations indépendantes de s, alors f(τ1; τ2) réalise s et est
indépendante de τ1 et de τ2 au dessus de A ;
(ii) si, de plus, b′ réalise q1 et b′ ⫝A τ1, τ2 alors f(τ1; τ2) ⋅ b′ = τ1 ⋅ (τ2 ⋅ b′).

Démonstration. Soit τ1 et τ2 des réalisations indépendantes de s et b′ une réalisation de
q1 tel que b′ ⫝A τ1, τ2. Soit maintenant σ′2 une réalisation de r telque σ′2 ⫝ τ1, τ2, b′. Alors
par le lemme 0.1, on a qftp(σ1; τ/A) = qftp(σ′2; τ1/A) et qftp(σ1; τ/A) = qftp(σ′2; τ2/A).
Ainsi il existe σ′1 et σ′3 des réalisations de r tels que τ1 = (σ′1)−1 ⋅σ′2 et τ2 = (σ′2)−1 ⋅σ3. On a
que τ2 ⋅b′ ⊧ q1 et τ2 ⋅b′ ⫝A τ1, ainsi c′ = τ1 ⋅(τ2 ⋅b′) est bien défini. Il vient que σ1 ⫝A σ3, on a
aussi b′ ⫝A σ1, σ3. Si on pose τ3 = (σ′1)−1 ⋅σ′3, alors τ3 réalise s et clairement τ3 est la base
canonique de qftp(b′, c′/A1, τ1, τ2). Aussi τ3 ⋅b′ = c′ et il existe une fonction A-définissable
(sans quantificateur) f tel que f(τ1; τ2) = τ3. Le lemme est ainsi prouvé.

On va maintenant appliquer le théorème 0.5où f va être la fonction définie par le
lemme 1.17 et la fonction g est donnée par (τ ; b)Ð→ τ ⋅ b. Il reste à vérifier l’hypothèse
(iii).

Prenons τ1, τ2 et τ3 des réalisations indépendantes de s et b une réalisation de q1

vérifiant b ⫝A τ1, τ2, τ3. Par 1.17, il est clair que τ1 ⋅ (τ2(τ3 ⋅ b)) = f(τ1; f(τ2; τ3)) ⋅ b =
f(f(τ1; τ2); τ3) ⋅ b. Alors par 1.13

On peut maintenant appliquer le théorème 0.5. Soit h et X et h1 et h2 donnés. On
peut supposer que h1 et h2 sont toutes deux l’identité. On a ainsi que s est le type
générique de H et q1 celui de X. Si τ1 et τ2 sont des réalisations indépendantes de s,
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alors τ1 ⋅ τ2 dans le groupe H est donnée par f(τ1; τ2), de plus pour τ ⊧ s et b ⊧ q1 avec
τ ⫝A b l’application (τ ; b)Ð→ b définit bien l’action du groupe H sur X.

On considère les éléments σ, b1 et c1 introduit précédemment . Soit σ1 ∈ F tel que
σ1 ⊧ r et σ1 ⫝A σ, b1, c1, on a c2 = σ−1

1 ⋅ c1 est dans F , réalise q1 et est indépendant de σ1

au dessus de A. On a aussi τ = σ−1
1 ⋅ σ est dans H(F ) et réalise s de plus, τ ⫝A σ1. On

pose A1 = acl(A;σ − 1) ∩ F , alors :

dim(a, b, c/A1) = 2n, acl(A1; τ) = acl(A1;a) et acl(A1; c2) = acl(A1; c)

Soit maintenant τ1 ∈ F tel que τ1 ⊧ s et τ1 ⫝A1 τ, b1, c2. Posons τ2 = τ ⋅τ1 et b2 = τ−1
1 ⋅b1,

alors τ2 ⋅ b2 = c2, on peut voir que b2 ⫝ τ, τ2, b1. On pose A2 = acl(A1; b2) ∩ F , alors :

dim(a, b, c/A2) = 2n, acl(A2;a) = acl(A2; τ), acl(A2; b) = acl(A2; τ1),

acl(A2, c) = acl(A2; τ2) et τ ⋅ τ1 = τ2

On renome τ , τ1 et τ2 en a′, b′ et c′ respectivement, ce qui termine la démonstration.
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Chapitre 2

Les groupes définissables dans R et
dans Qp

2.1 Propriétés de R et de Qp

Fait 2.1. Dans le langage L = {0,1,+,−, ⋅,<}, R admet l’élimination des quantificateurs.
Dans le langage LMac = {0,1,+,−, ⋅, div,Pn ∣ n ∈ N∗} (où Pn(x)←→ ∃y yn = x∧y ≠ 0),

Qp admet l’élimination des quantificateurs.

Fait 2.2. Dans Rn les ensembles définissables sont de la forme :

{(x1; ...;xn) ∈ Rn ∣ f1(x1; ...;xn) = 0∧...∧fk(x1; ...;xn) = 0∧g1(x1; ....;xn) < 0∧....∧gl(x1; ...;xn) < 0}

où les fonctions f1, ..., fk, g1, ...., gl sont des polynômes.

Les ensembles définissables dans les corps réel et p-adiques sont souvent appelé
semi-algébriques.

Fait 2.3. F désigne R ou Qp.
(i) Soit X un ensemble définissable de F n et soit f ∶ X Ð→ F une fonction dé-

finissable. Alors il existe un ouvert Y définissable dense dans X tel que f ↾ Y soit
analytique.

(ii) Soit k un sous-corps de F , alors acl(k) = dcl(k).

Fait 2.4. 1. R a la propriété (E) mais pas (S1).
2. Qp n’a pas la propriété (E).

Fait 2.5. F désigne R ou Qp. Soit A un sous-ensemble dénombrable de F , soit X un
sous-ensemble A-définissable de F n.

Alors X contient un point générique au dessus de A, c’est à dire il existe ā ∈ X tel
que dim(ā/A) = dim(X).
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Lemme 2.6. F désigne R ou Qp. Soit X un sous-ensemble A-définissable de F n et
ā ∈X tel que dim(a/A) = n.

Si ϕ(x̄) est une A-formule tel que ⊧ ϕ(ā) alors il existe un voisinage ouvert définis-
sable U de ā dans X tel que ϕ(x̄) est vérifiée pour tous les éléments de U .

Démonstration. ● sur R, par l’élimination des quantificateurs , le type ā est déterminé
par les formules atomiques qui sont de la forme :

f(ā) = 0 ou f(ā) < 0 ou f(ā) ≠ 0

où f est polynomiale. Comme ā est un uple de n éléments indépendants, on ne peut
pas avoir f(ā) = 0 pour aucun polynôme.

Ainsi les seules formules atomiques vérifiées par ā définissent des ouverts car f
est continue. Ainsi toute formule ψ(x̄) ∈ tp(ā/A) est impliquée par une combinaison
booléenne positive de formules qui définissent des ouverts. Donc il existe un voisinage
de ā ouvert telle que ψ(x̄) est vérifié dans ce voisinage.

● sur Qp, on procède de même : on a, en effet, par l’élimination des quantificateurs,
que le type de ā est déterminé par des formules atomiques de la forme :

f(x̄) ≠ 0 ou v(f(x̄)) = v(g(x̄)) ou v(f(x̄)) < v(g(x̄)) ou Pn(f(x̄))

où f et g sont des fonctions polynomiales.
Ces formules définissent des ouverts (y compris Pn(f(x̄)) par le lemme de Hensel).

En utilisant le même raisonnement, on termine la preuve.

2.2 Variétés et groupes de Nash
Définition 2.7. Une fonction de Nash est une fonction définissable dans le langage des
corps, analytique d’un ouvert définissable X de Rn dans R.

Définition 2.8. .
1. Une variété réelle de Nash de dimension n est un objet (X;V1;V2; ...;Vk; f1; ...; fk)

vérifiant :
(i) X est un espace topologique séparé ;

(ii) Les Vi sont des ouverts de X, et X =
k

⋃
i=1

Vi ;

(iii) fi est un homéomorphisme de Vi sur Ui de Rn ouvert définissable ;
(iv) Pour tout i, j, l’homéomorphisme induit parfi○f−1

j de fj(Vi⋂Vj) ⊆ Uj vers fi(Vi⋂Vj) ⊆
Ui est une fonction de Nash (définissable et analytique).

2. Une application de Nash entre deux variétés de Nash (X;V1; ...;Vk; f1; ...; fk) et
(Y ;W1; ...;Wm; g1; ...; gm) est une application h ∶X Ð→ Y continue telle que
(i) pour 1 ⩽ i ⩽ k, 1 ⩽ j ⩽ m on a Ui,j = fi(f−1(Wi)⋂Vj) est un ouvert définissable de
Ui ;
(ii) gj ○ h ○ f−1

i ↾Ui,j
est une fonction de Nash.
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3. Une variété de Nash est dite affine si il y a un plongement de Nash de X dans
un certain Rm.

Remarque. – Si f est un plongement de Nash de X dansY , on dit que f(X) est
une sous-variété de Nash.

– Si X et Y sont des variétés de Nash, alors X × Y a une structure de variété de
Nash.

Définition 2.9. Une groupe de Nash réel est une variété de Nash équipée d’une struc-
ture de groupe tel que ⋅ et −1 sont des applications de Nash.

Remarque. Toute variété de Nash est naturellement interprétable dans R, donc défi-
nissable par l’élimination des imaginaires.

Pillay a démontré que tout groupe définissable dans R est définissablement iso-
morphe à un groupe de Nash.

Fait 2.10. Si G est groupe algébrique défini sur R, alors G(R) est un groupe de Nash.

On peut également définir les mêmes objets et avoir les mêmes propriétés avec Qp.

2.3 Propriété des groupes définissables
Théorème 2.11. F désigne R ou Qp. Soit G un groupe de Nash sur F.

Alors il y a un groupe algébrique H défini sur F et un isomorphisme entre un
voisinage de l’élément neutre de G et un voisinage de celui de H(F).

Démonstration. G est un groupe définissable sur F.
Par le Théorème 1.8, on a un groupe H connexe définissable sans quantificateur,

avec a, b, c ∈ G et a′, b′, c′ ∈H tels que :
(a) a ⋅ b = c (dans G) et a′ ⋅ b′ = c′ (dans H) ;
(b) acl(aA) = acl(a′A), acl(bA) = acl(b′A) et acl(cA) = acl(c′A) ;
(c) a et b sont génériques et a ⫝A b ;
(d) a′ et b′ sont génériques et a′ ⫝A b′.

Soit k = F0(A) le sous-corps de F engendré par A. Par le théorème de Weil, on peut
supposer que H est un groupe algébrique défini sur k. Par le Fait 2.10, H(F ) est aussi
un groupe de Nash.

Par le Fait 2.3 a et a′ sont interdéfinissables sur k, ainsi que b, b′ et c, c′.

Lemme 2.12. Il y a des voisinages k-définissables U ,V et W dans G de a,b et c
respectivement et U ′,V ′ et W ′ dans H(F ) de a′, b′, c′ et des fonctions k-définissables
f , g et h tels que :
(i) f(a) = a′ et f est un Nash-homéomorphisme de U dans U ′

g(b) = b′ et g est un Nash-homéomorphisme de V dans V ′

h(c) = c′ et h est un Nash-homéomorphisme de W dans W ′

(ii) ∀a′′ ∈ U , ∀b′′ ∈ V f(a′′) ⋅ g(b′′) = h(a′′ ⋅ b′′)
(iii) ∀x, z ∈ U x−1 ⋅ c ∈ V et z ⋅ x−1 ⋅ c ∈W
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Démonstration. (i)/ Comme a et a′ sont interdéfinissables, il existe ϕ(x; y) dans Lk
telle que F ⊧ ϕ(a;a′) et F ⊧ ∃!x′ϕ(a;x′) ∧ ∃!xϕ(x;a′).

Comme dim(a/k) = dim(a′/k) = n, par le Lemme 2.6, il existe un voisinage U1 de a
dans G et U2 de a′ dans H, tels que pour tout x ∈ U1 on a F ⊧ ∃!x′ϕ(x;x′), et de même
pour x ∈ U2 F ⊧ ∃!xϕ(x;x′).

On obtient ainsi deux fonctions k-définissables f ∶ U1 Ð→ F n et f−1 ∶ U2 Ð→ F n et
telles que f(x) est l’unique y qui vérifie ⊧ ϕ(x; y). Par le Fait 2.3 il existe un ouvert
dense U3 de U1 k-définissable tel que f ↾U3 est analytique. Par le Lemme 2.6 , a ∈ U3.
De même, il existe U4 ouvert dense de U2 k-définissable tel que f−1 ↾U3 analytique et
a′ ∈ U4.

On a ainsi un ouvert U ∋ a sur lequel f est un Nash-homéomorphisme dans un
voisinage U ′ de a′ tel que f(a) = a′. Par le même raisonnement, on trouve V , V ′ et W ,
W ′.

(ii)/ Comme dim(a, b/k) = 2n et f(a) ⋅ g(b) = h(a ⋅ b) alors il existe un voisinage Z
de (a, b) dans F 2n tel que pour tout (x, y) ∈ Z f(x) ⋅ g(y) = h(x ⋅ y). On peut rétrécir
U,V tels que U × V ⊆ Z.

(iii)/ On peut rétrécir U, V tels que U ⋅ V ⊆W (dans G )et U−1 ⋅ c ⊆ V .

Lemme 2.13. L’application χ ∶ U−1 ⋅ a Ð→ (U ′)−1 ⋅ a′ défini par χ(x−1 ⋅ a) = f(x)−1 ⋅ a′

est un isomorphisme local entre un voisinage de l’identité dans G et un voisinage de
l’identité dans H(F).

Démonstration. On sait déjà que χ est un Nash-homéomorphisme entre U−1 ⋅a et (U ′)−1 ⋅
a′. il reste à montrer que χ(x ⋅ y) = χ(x) ⋅ χ(y) pour tout x, y ∈ U−1 ⋅ a qui vérifient
x ⋅ y ∈ U−1 ⋅ a.

On pose x = x′−1 ⋅a et y = y′−1 ⋅a. Il existe z tel que x′−1 ⋅a ⋅y′−1 ⋅a = z−1 ⋅a, c’est-à-dire
a = x′ ⋅ z−1 ⋅ y′.

On pose b1 = x′−1 ⋅ c et c1 = z ⋅ b1. Par le Lemme 2.12(iii) b1 ∈ V et c1 ∈W .
On a y′ ⋅ b = y′ ⋅ a−1 ⋅ a ⋅ b = y′ ⋅ a−1 ⋅ c = y′ ⋅ y′−1 ⋅ z ⋅ x′−1 ⋅ c = c1. Par le Lemme 2.12 (ii)
f(y) ⋅ g(b) = h(c1)
f(z) ⋅ g(b1) = h(c1)
f(x) ⋅ g(b1) = h(c)

f(x′) ⋅ f(z)−1 ⋅ f(y′) ⋅ g(b) = f(x′) ⋅ f(z)−1 ⋅ h(c1)

= f(x′) ⋅ g(b1)

= h(c)

= f(a) ⋅ g(b)
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D’où f(x′) ⋅ f(z)−1 ⋅ f(y′) = f(a), et

χ(x) ⋅ χ(y) = χ(x′−1 ⋅ a) ⋅ χ(y′−1 ⋅ a)

= f(x′)−1 ⋅ f(a) ⋅ f(y′)−1 ⋅ f(a)

= f(z)−1 ⋅ f(a)

= χ(z−1 ⋅ a)

χ(x) ⋅ χ(y) = χ(x ⋅ y)

Remarque. Dans le théorème 2.11, on ne peut pas faire mieux qu’un isomorphisme
local.

Considérons, en effet, dans R le groupe de l’addition modulo Z c’est un groupe de
Nash, définissable dans R, mais il n’admet pas de fonction de Nash non constante dans
R, alors que toute partie rationelle d’un groupe algébrique admet un plongement de
Nash dans Rn.
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Chapitre 3

Les groupes définissables dans les
corps pseudo-finis

3.1 Définition et propriétés des corps pseudo-finis
Définition 3.1. Soit F un corps.

On dit que F est un corps pseudo-fini s’il vérifie les axiomes suivants :
– F est un corps parfait ;
– F a exactement une extension algébrique de degrès n pour tout n ;
– F est pseudo-algébriquement clos : i.e. toute F -variété absolument irréductible

possède un point rationnel.

Remarque. La théorie des corps pseudo finis est l’ensemble des énoncés qui sont vrais
dans tous les corps Fq pour q assez grand.

Fait 3.2. Soit F1 et F2 deux corps pseudo-finis, et E ⊆ F1 ∩ F2 un sous-corps.
Alors F1 ≡E F2 ssi il existe un E-isomorphisme entre Ẽ ∩ F1 et Ẽ ∩ F2.

Fait 3.3. Soit F un corps pseudo-fini, et E un sous-sorps de F , a ∈ F .
tpF (a/E) est déterminé par des conjonctions de ∃tf(ā; t) = 0 et de ∀tf(ā; t) ≠ 0, où

f ∈ E[X̄;T ].

Fait 3.4. Soit F un corps pseudo-fini.
Tout ensemble définissable X ⊆ F n peut s’écrire π(W ) où W ⊆ F n+m est défini par

des équations et π ↾W est à fibres finies.

Fait 3.5. Les corps pseudo-finis sont des corps géométriques avec la propriété (S1).

3.2 Stabilité locale

3.2.1 Formules stables

Vocabulaire. Soit δ(x; y) une L-formule.
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– une instance de δ est une formule de la forme : δ(x;a) avec a ∈M ;
– une δ-formule est une combinaison booléenne d’instances de δ ;
– une δ −A−formule est une δ-formule à paramètres dans A ;
– un δ-type complet sur A est un ensemble maximal et consistent de δ−A−formules,

on note Sδ(A) l’ensemble des δ-types sur A ;
– si p ∈ S(A), on note p∣δ l’ensemble des δ-formules de p.

Remarque. Si p ∈ Sδ(M) où M est un modèle, p est déterminé par l’ensemble des
instances de δ et ¬δ qui sont dans p.

Définition 3.6. Soit p ∈ Sδ(M).
On dit que p est définissable s’il existe une formule ε(y) à paramètres dans M telle

que :
∀a ∈M δ(x;a) ∈ p ssi ⊧ ε(a)

Une telle formule (si elle existe) est unique (à équivalence près).
Si p = q∣δ où q ∈ S(M), ε est la δ-définition de q.

Définition 3.7. La formule δ(x; y) est dite stable s’il n’existe pas de suites (ai)i∈N et
(bi)i∈N dans M, tel que ⊧ δ(ai; bi) ssi i < j pour tout i et j.

La théorie T est dite stable si toute formule ϕ(x; y) de L est stable.

Remarque. 1. Si δ(x; y) est stable alors il existe n ∈ N tel qu’il n’existe pas de suite
finie (ai)i<n et (bi)i<n telles que ⊧ δ(ai; bi) ssi i < j (pour i, j < n).

2. Si δ(x; y) est stable, alors δ′(y;x) = δ(x; y) l’est aussi.
3. Si δ1(x; y1) et δ2(x; y2) sont stables et si δ3(x; (y1; y2)) est une combinaison boo-

léenne de δ1 et δ2, alors δ3 est stable.

Proposition 3.8. δ(x; y) est stable. Soit p(x) ∈ S(M).
(i) p∣δ est définissable.
(ii) Il y a c1, ..., ck dans M tel que la δ-définition de p est équivalente à une combinaison
booléenne positive de δ(ci; y).
(iii) Si A ⊆ M et si M est ∣A∣+-saturé, alors les éléments c1, ..., ck peuvent être choisis
tels que ci ⊧ p∣A⋃{c1; ...; ci−1}.

Démonstration. .
0. Par la remarque précédente, on sait qu’il existe N ∈ N tel que

(i) ∄ci, ai(i ⩽ N) tels que ⊧ δ(ci;aj) ssi i < j
(ii) ∄ci, bi(i ⩽ N) tels que ⊧ ¬δ(ci; bj) ssi i < j

Soit N ≽M, et soit c* une réalisation de p(x) dans N. On peut supposer qu’il existe
d, e dans M tels que ⊧ δ(c∗;d) ∧ ¬δ(c∗; e).

1. On va construire par récurrence :
– une suite d’éléments c0, c1, ..., ci, ... de M ;
– des ensembles K(i), L(i) ⊆ P({0; ...; i − 1}) ;
– des éléments as et bt dans M pour chaque s ∈K(i) et t ∈ L(i).
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● On choisit c0 arbitraire dans M. On pose L(0) =K(0) = {∅}.
● On suppose construits c0, c1, ..., cn, K(0), ...,K(n), L(0), ..., L(n) et asi , bti pour

s ∈K(i) et t ∈ L(i) (i ⩽ n).
K(n + 1) = {W ⊆ {0; ...;n}∣∃a ∈M ∀j ∈W ⊧ δ(cj;a) et ⊧ ¬δ(c∗;a)}

On pose pour W ∈ K(n + 1), aWn+1 un témoin, i.e.. ∀j ∈ W ⊧ δ(cj;aWn+1) et ⊧
¬δ(c∗;aWn+1).

L(n + 1) = {W ⊆ {0; ...;n}∣∃b ∈M ∀j ∈W ⊧ ¬δ(cj; b) et ⊧ δ(c∗; b)}
On pose pour W ∈ L(n + 1), bWn+1 un témoin, i.e.. ∀j ∈ W ⊧ ¬δ(cj; bWn+1) et ⊧
δ(c∗; bWn+1).

On remarque que K(n) ⊆ K(n + 1) et L(n) ⊆ L(n + 1), on peut faire en sorte que
asn = asn+1 (pour s ∈ K(n)), on notera cet élément as, de même on définit bt (pour
t ∈K(n)).

On pose Bn+1 = {as∣s ∈ K(n + 1)}⋃{bt∣t ∈ L(n + 1)}. On choisit cn+1 dans M tel
que ⊧ δ(cn+1;d) ssi ⊧ δ(c∗;d), pour tout d ∈ B(⋆) (en effet c’est exprimable par une
formule et vérifié par c* dans N donc aussi dans M.).

On remarque que si M est ∣A∣+-saturé, alors p ↾ (A ∪ B ∪ {c0; ...; cn}) est finiment
réalisé puisque réalisé dans N par c*, on peut donc exiger cn+1 ⊧ p ↾ (A∪B∪{c0; ...; cn}).

2. Pour i < n, s ∈K(i) et t ∈ L(i), on a ⊧ ¬δ(cn;as) ∧ δ(cn; bt). En effet, as, bt ∈ Bn−1

et on a ⊧ ¬δ(c∗;as) ∧ δ(c∗; bt), donc par(⋆) ⊧ ¬(cn;as) ∧ δ(cn; bt).
3.

Lemme 3.9. Supposons que i(0) < i(1) < ... < i(n) < ω et pour un certain a ∈ M
⊧ δ(ci(0);a)∧ ...∧ δ(ci(n);a)∧¬δ(c∗;a). Alors il existe des éléments d0, d1, ..., dn dans M
tels que ⊧ δ(ci(j);dr) ssi i < r (pour 0 ⩽ j, r ⩽ n).

Démonstration. On a K(i(0)) ≠ ∅ (car ∅ ∈ K(0) ⊆ K(i(0))). On pose d0 = as pour
s ∈K(i(0)), donc ⊧ ¬δ(ci(j);d0) pour j = 0, ...n.

Alors par hypothèse Wk = {i(0); ...; i(k)} ∈ K(i(k + 1)), on pose dk+1 = aWk . On a
donc ⊧ δ(ci(j);dk+1) pour j ⩽ k et par 2. ⊧ ¬δ(ci(0);dk+1) pour k + 1 ⩽ j ⩽ n

4.

Lemme 3.10. Supposons que i(0) < i(1) < ... < i(n) < ω et pour un certain b ∈ M
⊧ ¬δ(ci(0);a)∧ ...∧¬δ(ci(n); b)∧ δ(c∗; b). Alors il existe des éléments e0, e1, ..., en dans M
tels que ⊧ ¬δ(ci(j); er) ssi i < r (pour 0 ⩽ j, r ⩽ n).

Démonstration. idem en prenant ek = bWk où Wk = {i(0); ...; i(k)}.

5. Soit a ∈ M . On note Sa = {i ∈ {0; ...; 2N}∣ ⊧ δ(ci;a)} et Ta = {i ∈ {0; ...; 2N}∣ ⊧

¬δ(ci;a)}. On a ∣Ta∣ ⩾ N ou ∣Sa∣ ⩾ N .
– si ∣Ta∣ ⩾ N , d’après le Lemme 3.9, on a ⊧ δ(c∗;a), donc δ(x;a) ∈ p(x).
– si ∣Sa∣ ⩾ N , d’après le Lemme 3.10, on a ⊧ ¬δ(c∗;a), donc δ(x;a) ∉ p(x).

Ainsi δ(x;a) ∈ p(x) ssi ⋁
W⊆{0;...;2N}
∣W ∣=N

( ⋀
i∈W

δ(ci;a)).
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Proposition 3.11. Soit δ(x; y) une L-formule.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) δ(x; y) est stable ;
(ii) pour tout modèle M et p(x) ∈ Sδ(M), p(x) a une δ-définition.
(iii) pour tout cardinal λ ⩾ ∣T ∣, et tout ensemble de paramètre A :

∣A∣ ⩽ λÔ⇒ ∣Sδ(A)∣ ⩽ λ

(iv) il existe un cardinal λ ⩾ ∣T ∣ tel que pour tout ensemble de paramètre A :

∣A∣ ⩽ λÔ⇒ ∣Sδ(A)∣ ⩽ λ

Démonstration. (i)⇒(ii)/ donné par 3.8.
(ii)⇒(iii)/Soit A ⊆M et λ > ∣T ∣. Soit M un modèle de cardinal λ contenant A. Par

3.12 tout type p(x) ∈ Sδ(M). Par (ii) q est déterminé par sa δ-définition. Comme il y
a au plus λ formules dans LM , il vient que le nombre de types dans Sδ(A) est majoré
par λ.

(iii)⇒(iv)/ évident.
(iv)⇒(i)/ Par contraposée, supposons δ(x; y) instable. Soit λ ≥ ∣T ∣ et µ le plus petit

cardinal tel que µ ≤ λ et 2µ > λ. On note µ2 l’ensemble des fonctions de µ dans {0; 1}.
Pour f, g ∈µ 2 on définit f ≤ g si il existe α < µ tel que f ↾α= g ↾α et f(α) = 0 et g(α) = 1.
c’est un ordre total. Soit X ⊆µ 2 l’ensemble des fonctions constantes sur un segment
final, alors X est dense dans µ2 et ∣X ∣ ≤ λ.

Par compacité et comme δ(x; y) est instable, il existe af , bf pour f ∈µ 2 tel que
⊧ δ(af ; bg) ssi f ≤ g. Soit M un modèle de cardinalité λ contenant {bg; g ∈ X}. Si
f ≠ g ∈µ 2, les δ -types de af et ag au dessus deM sont différents, donc ∣Sδ(M)∣ > λ.

Proposition 3.12. Soit δ(x; y) stable. Soit p(x) ∈ S(A) et M un modèle contenant A.
Il existe q(x) ∈ Sδ(M) tel que p(x)⋃ q(x) est consistent et q(x) est δ-définissable

sur acleq(A).

Démonstration. On peut supposer que M est ∣A∣+-saturé et ∣A∣+-fortement homogène.
Soit X = {q ∈ Sδ(M)∣q(x)⋃p(x) est consistent}. X est un espace compact totalement
discontinu. Il existe un ensemble X0 fini qui contient tous les types de rang de Cantor-
Bendixson maximum. X0 est laissé fixe sous l’action de AutA(M).

Soit q ∈ X0 et ψ(y) ∈ LM sa δ-définition. Pour f ∈ AutA(M), f(q) ∈ Sδ(M) a pour
définition f(ψ). {f(q)∣f ∈ AutA(M)} ⊆ X0 est fini, donc {f(ψ)∣f ∈ AutA(M)} est fini
aussi.

Montrons que ψ est équivalente à une acl(A)-formule, i.e.. Y = ψ(M) est acleq(A)-
définissable. Soit c̄ ∈ Meq le paramètre canonique de Y . Y est c̄-définissable. Pour
f ∈ AutA(Meq), f(c̄) est le paramètre canonique de f(Y ), donc l’orbite de c̄ sous
l’action de AutA(Meq) est finie et c̄ ∈ acleq(A). Donc Y est acleq(A)-définissable.

Définition 3.13. Soit q(x) ∈ Sδ(M) et A ⊆M.

23



– Si la δ-définition est à paramètres dans acleq(A), alors on dit que q ne dévie pas
sur A.

– Si q(x) ∈ Sδ(B) et A ⊆ B, on dit que q ne dévie pas sur A si q a une extension
r ∈ Sδ(M) à un modèle M qui ne dévie pas sur A.

Remarque. La Proposition 3.12 nous assure, en particulier, de l’existence d’une ex-
tension non déviante pour tout p ∈ Sδ(A).

Proposition 3.14. δ(x; y) est une formule stable. On note δ′(x; y) la formule δ(y;x).
Soit p(x) ∈ Sδ(M) et q(y) ∈ Sδ′(M).

On note ε(y) la δ-définition de p et σ(x) la δ′-définition de q. Alors σ(x) ∈ p(x) ssi
ε(y) ∈ q(y).

Démonstration. Par la proposition 3.8, ε(y) est une δ′-formule à paramètre dans M.
Donc soit ε(y), soit ¬ε(y) est dans q(y). De même soit σ(x), soit ¬σ(x) est dans p(x).
On peut supposer que p et q sont définis au dessus d’un ensemble A ⊂M , et que M est
∣A∣+-saturé. Par l’absurde, supposons que ¬σ(x) ∈ p mais ε(y) ∈ p. On définie (ai)i∈N et
(bi)i∈N dans M par

ai ⊧ p ↾ A⋃{b0; ...; bi−1} et bi ⊧ q ↾ A⋃{a0; ...;ai−1}

En particulier, on a ⊧ ¬σ(ai) et ⊧ ε(bj), donc ¬δ(ai; y) ∈ q et δ(x; bj) ∈ p, aussi ¬δ ∈ q ↾
A⋃{a0; ...;ai−1} et δ(x; bj) ∈ p ↾ A⋃{b0; ...; bi−1}. On en déduit ⊧ ¬δ(ai; bj) pour j > i et
⊧ δ(ai; bj) pour i > j, c’est à dire ⊧ δ(ai; bj) ssi i > j. Ce qui contredit la stabilité de δ
et prouve la proposition.

Proposition 3.15. δ(x; y) est une formule stable. Soit p1(x), p2(x) ∈ Sδ(M) définis
sur A ⊆M eq avec A = acleq(A).

Si p1∣A = p2∣A alors p1 = p2.

Démonstration. Soit b ∈ M . On doit vérifier que δ(x; b) ∈ p1 ssi δ(x; b) ∈ p2. Soit q0(y)
le δ′-type complet de b sur A. Par 3.12 il y a q(y) ∈ Sδ′(M) qui étends q0(y) et tel que
la δ′-définition est à paramètres dans A. Soit εi(y) la δ-définition de pi(x) pouri = 1,2.
Soit σ(x) la δ′-définition de q. ε1, ε2 et σ sont à paramètres dans A.

Par la proposition 3.14 ε1(y) ∈ q ssi σ(x) ∈ p1 ssiσ(x) ∈ p2 ssi ε(y) ∈ q. Mais εi(y) ∈ q
ssi ⊧ σi(b). Donc ⊧ σ1(b) ssi ⊧ σ2(b).

On note FERδ(A) l’ensemble des relations d’équivalence définissables par des δ-
formule à paramètres dans A avec un nombre fini de classes d’équivalence.

Proposition 3.16. p(x) ∈ Sδ(A) et A ⊂M .
Soit X = {q(x) ∈ Sδ(M)∣q est une extension non déviante de p}. Alors :

(i) X est fini ;
(ii) Si M et suffisamment homogène, alors AutA(M) agit transitivement sur X ;
(iii) Il existe E(x1;x2) ∈ FERδ(A) telle que pour tout q1, q2 ∈X q1 = q2 ssi q1(x1)⋃ q2(x2) ⊢
E(x1;x2).
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Démonstration. (ii)/ Soit Y = {q ↾ acleq(A); q ∈ X}. Par la proposition 3.15, il suffit de
démontrer que AutA(M) agit transitivement sur Y . Il est claire que Y est laissé stable
par l’action de AutA(M). Soit p1(x) un type complet sur A étendant p(x), et q(x) ∈ Y .
Alors p1(x)⋃ q(x) est consistent.

En effet : sinon par compacité, il existe σ(x) ∈ q(x) telle que σ(x)⋃p1(x) est
inconsistant. Comme p1(x) est laissé fixe sous l’action de AutA(M), chaque A-conjugué
de σ est inconsistent avec p1(x). σ(x) est une δ-formule à paramètre dans acleq(A) donc
σ n’a qu’un nombre fini de conjugués au dessus de A. Soit ψ(x) une disjonction de ceux-
ci, donc ψ(x) est inconsistent avec p1(x) et est laissée fixe sous l’action de AutA(M).
Aussi ψ(x) est une δ-formule sur A de q, donc ψ(x) ∈ p, ce qui contredit le fait que p1

étends p. Donc p1(x)⋃ q(x) est consistent.
Soit q1, q2 ∈ Y . On peut donc choisir a ⊧ q1 et b ⊧ q2 tels que a, b ⊧ p1 (i.e. tp(a/A) =

tp(b/A) = p1(x)). Soit f ∈ AutA(M) tel que f(a) = b. On pose g = f ↾ acleq(A), on a
donc g(q1) = q2 (il suffit de le montrer pour chaque formule).

(i)/ Soit q0 ∈X. Soit ε(y) la δ-définition de q0, ε(y) est à paramètre dans acleq(A),
et a donc un nombre fini de conjugués sous AutA(M). Si f ∈ AutA(M) alors f(ε) est
la δ-définition de f(q0) ∈X. Donc par (ii) X est fini.

(iii)/Comme X est fini, il existe une collection finie de formules Φ(x) qui différen-
cient les types deX. Par la proposition 3.15, on peut choisir des δ-formules à paramètres
dans acleq(A).
Pour q1, q2 ∈X : q1 = q2 ssi pour tout ϕ(x) ∈ Φ(x) ϕ(x) ∈ q1 ↔ ϕ(x) ∈ q2.
On peut supposer que Φ est clos sous l’action de AutA(M).
On pose E(x1;x2) = ⋀

ϕ∈Φ
ϕ(x1) ↔ ϕ(x2). Alors E est clairement une relation d’équiva-

lence à un nombre fini de classes qui satisfait (iii).

Définition 3.17. Soit δ(x;a) une instance de δ stable.
On dit que δ(x;a) ne dévie pas sur A, si pour un modèle M contenant A⋃{a}, il

existe p ∈ Sδ(M) contenant δ(x;a) qui ne dévie pas sur A.

Proposition 3.18. .
1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) δ(x;a) ne dévie pas au dessus de A ;
(ii) Il existe une combinaison booléenne positive de conjugués de δ(x;a) consistente et
A-définissable ;
(iii) Tout ensemble de acleq(A)-conjugués de δ(x;a) est consistent.

2. Si δ(x;a) dévie sur A, il existe une suite A-indiscernable (ai)i∈N avec tp(ai/A) =
tp(a/A) et telle que {δ(x;ai); i ∈ N} est inconsistant.

Démonstration. 1. On pose A1 = acleq(A) et q(y) = tp(a/A1) (stationnaire) et M mo-
dèle ∣A∣+-saturé contenant A∪{a}. Par 3.12, on choisit q ∗ (y) ∈ Sδ′(M) définissable sur
A1 consistent avec q(y). On note σ(x) sa δ′-définition.

Soit a∗ une réalisation de q(y) ∪ q∗(y). σ(x) est équivalente à une combinaison
booléenne positive de formule δ(x;a′) avec tp(a′/A1) = tp(a∗/A1) = q(y). Aussi σ(x)
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est équivalente à une combinaison booléenne de A1-conjugués de δ(x;a) à paramètre
dans A1.

(i)⇒(ii)/ Supposons que δ(x;a) ne dévie pas sur A. Il existe p(x) ∈ Sδ(M) qui ne
dévie pas et tel que δ(x;a) ∈ p(x). Soit ε(y) la δ′-définition de p(x), ε(y) à paramètres
dans acleq(A) = A1. Par la proposition 3.14, σ(x) ∈ p(x) ssi ε(y) ∈ q∗(y). Comme
δ(x;a) ∈ p, alors ⊧ ε(a) donc ⊧ ε(a∗), car a∗ ⊧ q(y) = tp(a/A) et donc ε(y) ∈ q∗(y), donc
σ(x) ∈ p(x). Donc σ(x) est consistent. Soit σ′(x) la disjonction finie des A-conjugués
de σ(x). Alors σ′(x) est consistant et c’est une combinaison booléenne positive de
A-conjugués de δ(x;a).

(iii)⇒(i)/ On suppose (iii), donc σ(x) est consistante. Soit p(x) ∈ Sδ(A1) contenant
σ. Soit p∗(x) ∈ Sδ(M) une extension non déviante de p, on note ε(y) sa δ-définition.
σ ∈ p∗(x) donc ε(y) ∈ q∗(y), en particulier ⊧ (a∗), donc ⊧ ε(a) et δ(x;a) ∈ p∗. Donc
δ(x;a) ne dévie pas sur A car p∗ ne dévie pas.

(ii)⇒(iii)/ On suppose (ii). Soit ε(x) une combinaison booléenne positive consistante
de formules A-conjugués de δ(x;a). Soit p(x) ∈ Sδ(A) contenant ε(x) et soit p∗(x) ∈
Sδ(M) une extension non déviante de p, où M est suffisamment saturé et homogéne.
Comme ε(x) ∈ p∗, certains A-conjugués de δ(x;a) sont dans p∗. Soit δ(x;a′) ∈ p∗(x) et
f ∈ AutA(M) tel que f(a′) = a. Alors p∗∗ = f(p∗) est aussi une extension non déviante
de p et δ(x;a) ∈ p∗∗. La δ-définition de p∗∗ est à paramètres dans acleq(A), donc si
tp(a′′/acleq(A)) = tp(a/acleq(A)), alors δ(x;a′′) ∈ p∗∗. En particulier, tout ensemble de
conjugués δ(x;a) par des acleq(A)-automorphismes est consistant.

2. On modifie la construction du début de la preuve de 1.. M est un modèle suffi-
samment saturé de T contenant A. On pose q(y) = tp(a/A1) et q∗(y) ∈ Sδ(M) donné
par 3.12. Soit a∗ une réalisation de q(y) ∪ q ∗ (y).

Soit N ⪯ M un petit modèle contenant A. Soit q1(y) = tp(a∗/N). On a que q∗ est
définissable à paramètre dans A1 ⊆ N donc q1(y)∪ q∗(y) est finiment satisfaisable dans
N car satisfait dans M. On peut donc étendre q1(y) ∪ q∗(y) en un type r(y) ∈ S(M)
finiment satisfaisable dans N .

Soit σ(x) la δ′-définition de q∗ (i.e. la δ′-définition de r(y)). Par 3.8 (iii) σ est
équivalente à une combinaison booléenne positive de δ(x;a1), ..., δ(x;ak où ai ⊧ r ↾
(N ∪{a1; ...;ai−1}). On construit (ai)i<ω étendant a1, ..., ak telle que pour tout i, ai ⊧ r ↾
(N ∪ {a1; ...;ai−1}). Ainsi (ai)i<ω est une suite N -indiscernable.

Comme δ(x;a) dévie sur A, par la preuve de (iii)⇒(i), σ(x) est inconsistant. Alors
{δ(x;a1); ...; δ(x;ak)} est inconsistant, ce qui prouve le lemme.

3.2.2 Stabilité locale et groupes

Dans cette sectionG(z) désigne la définition d’un groupe, et χ(z1; z2; z3) le graphe de
l’opération de groupe, qu’on note aussi z1 ⋅z2 = z3. S(x) est la définition d’un ensemble,
et ξ(z;x1;x2) ou z ⋅ x1 = x2 est une action transitive de G surS.

Définition 3.19. Soit δ(x; y) une L-formule.On suppose ⊧ ∀x∀yδ(x; y)Ð→ S(x).
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On dit que δ(x; y) est une formule équivariante si ∀a ∈M∀c ∈ G∃b ∈M

⊧ δ(c ⋅ x;a)←→ δ(x; b)

Remarque. Si X = {x ∈ S∣ ⊧ δ(x;a)}, on a c ⋅X = {x ∈ S∣ ⊧ δ(c−1 ⋅ x;a)}.
Pour δ(x; y) stable et équivariante :

– Si ϕ(x) est une δ-formule alors pour tout c ∈ G, ϕ(c ⋅ x) l’est aussi.
– Si p(x) ∈ Sδ(M), c ∈ G, alors c ⋅ p = {ϕ(c−1 ⋅ x)∣ϕ(x) ∈ p} ∈ Sδ(M).

Aussi G agit sur Sδ(M).

Définition 3.20. δ est une formule stable et équivariante.
(i) Soit ϕ(x) une δ-formule.
On dit ϕ est générique si S est couvert par un nombre fini de G-translatés de ϕ.

i.e. il existe c1, ..., cn ∈ G tels que ⊧ S(x)Ð→ ϕ(c−1
1 ⋅ x) ∨ ... ∨ ϕ(c−1

n ⋅ x)
(ii) Soit A ⊆M et p(x) ∈ Sδ(A).
On dit que p(x) est générique si toute formule de p(x) est générique.

Proposition 3.21. Soit ϕ une δ-formule.
Alors ϕ(x) ou ¬ϕ(x) est générique.

Démonstration. On pose M0 le "réduit" de M aux prédicats G(z), S(x) et λ(z;x) où
M0 ⊧ λ(x; z) ssi M ⊧ ϕ(z−1 ⋅ x). On pose T0 = Th(M0).

● λ(x; z) est stable pour T0. En effet, ϕ(x) est une δ-formule, c’est donc une com-
binaison booléenne de δ(x; ci), on la note χ(x; c̄). Si λ(x; z) est instable, alors il existe
(ai)i∈N et (bi)i∈N tels que ⊧ λ(ai; bj) ssi i < j, ainsi ⊧ ϕ(b−1

j ⋅ ai) ssi i < j et donc
⊧ χ(b−1

j ⋅ ai; c̄) ssi i < j.
Comme δ est équivariante χ l’est aussi, donc pour tout bj, il existe c̄j tel que ⊧

χ(ai; c̄j) ssi i < j, donc χ est instable, absurde, car χ est une combinaison booléenne
d’instances de δ stable.

● Pour tout g ∈ G, la fonction fg ∶ xz→
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

g ⋅ x si x ∈ G
g ⋅ x si x ∈ S
x sinon

est clairement une bijection

et respecte les prédicats G(z), S(x) et λ(z;x). C’est donc un automorphisme de M0.
● Comme l’action de G sur S est transitive, tous les éléments de S(M0) ont le même

type. S(x) détermine un unique 1-type p ∈ S(∅).
● Soit 1 ∈ G l’élément neutre du groupe. On a l’existence d’un type non déviant

sur∅ par la proposition 3.12. Ainsi λ(x; 1) ou ¬λ(x; 1) est dans ce type. Donc l’une des
deux est non déviante.

Supposons qu’il s’agit de λ(x; 1). Il existe donc une combinaison booléenne positive
ψ de ∅-conjugué de λ(x; 1), qui est consistent et ∅-définissable. Comme les automor-
phismes de M0 respectent G, les conjugués de λ(x; 1) sous l’action de Aut(M0) sont
de la forme λ(x; g) pour g ∈ G. ψ ∈ p donc ⊧ S(x) Ð→ λ(x; g1) ∨ ... ∨ λ(x; gm) pour
g1, ..., gm ∈ G. Donc ϕ est générique dans M0 donc dans M.

De même, si ¬λ(x; 1) ne dévie pas, ¬ϕ est générique. Ce qui prouve la proposition.
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Proposition 3.22. Soit M un modèle.
(i) L’ensemble X = {p ∈ Sδ(M)∣p est générique} est fini et non vide.
(ii) G(M) agit transitivement sur X.
(iii) Il existe E ∈ FERδ(∅) G-invariant tel que pour p1, p2 ∈X

p1 = p2 ssi p1(x1) ∪ p2(x2) ⊧ E(x1;x2)

Démonstration. Soit E la formule ∀x δ(x; y1)Ð→ δ(x; y2). On pose ∆ = SE dans T eq.
Soit ε(x;w)←→ ∃y(δ(x; y)∧w = y/E). On pose M1 le réduit de M aux prédicats S(x),
∆(w) et ε(x;w). T1 = Th(M1). Clairement ε(x;w) est stable.

Soit p ∈ S(∅) le type complet déterminé par S. On a p∣ε ∈ Sε(∅).
On pose X1 = {q ∈ Sε(M1); q ne dévie pas sur ∅ de p∣ε}. Soit E1 ∈ FERδ(∅) qui

distingue les éléments de X1 par 3.16. Aut(M1) agit transitivement sur X1, donc E1

est G-invariante. En particulier G agit transitivement sur les E1-classes, donc sur X1.

Lemme 3.23. Soit ϕ une δ-formule à paramètres dans M .
ϕ(x) est générique ssi ϕ(x) ∈ q pour un q ∈X1.

Démonstration. ⇒/ Si ϕ est générique alors tout type q ∈ Sε(M) contient un translaté
g ⋅ ϕ(x). En prenant q ∈X1 alors g−1 ⋅ g ⋅ ϕ(x) ∈ g−1 ⋅ q ∈X1

⇐/ Si ϕ(x) ∈ q avec q ∈ X1. Comme G agit sur X1, une certaine union finie de
G-translatés de ϕ(x), ψ(x) contenu dans tous les types de X1. Donc ¬ψ n’est dans
aucun type de X1. Par (⇒) ¬ψ(x) n’est pas générique. Par 3.21 ψ est générique et donc
ϕ est générique.

Ainsi tous les types de X1 sont génériques et inversement. Il y a une correspondance
entre X et X1. Par 3.16, on finit la démonstration.

Corollaire 3.24. (i) Soit ϕ une δ-formule.
ϕ est générique ssi ∀g ∈ G ϕ(g ⋅ x) ne dévie pas sur ∅.

(ii)Soit p(x) ∈ Sδ(M) où M est suffisamment saturé.
p est générique ssi ∀g ∈ G g ⋅ p ne dévie pas sur ∅.

Démonstration. (i) ⇒/ On suppose que ϕ est générique. Pour tout g ∈ G, ϕ(g ⋅ x) est
également générique donc par le lemme 3.23, ϕ(g ⋅ x) est contenu dans un q ∈ Sδ(M)
qui ne dévie pas sur ∅ (au sens de T1). Donc la δ-définition de q est à paramètre dans
∅ (au sens de T1 et au sens de T aussi). donc ϕ(g ⋅ x) ne dévie pas sur ∅.
⇐/ On suppose ϕ non générique. Comme dans la preuve de 3.21, on pose M0 le

réduit de M à G(z), S(x) et λ(z;x) = ϕ(z−1 ⋅ x), et T0 = Th(M0). Alors λ(x; 1) dévie
sur ∅. Alors par 3.18, il existe une suite indiscernable (gi)i<ω telle que {λ(x; gi); i < ω}
est inconsistant. (⋆)

On l’étends, par compacité, en une suite indiscernable (gi)i<κ où κ > 2∣T ∣. Soit N un
modèle de T contenant tous les gi pour i < κ. Raisonnons par l’absurde et supposons
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que pour tout gi ϕ(g−1
i ⋅x) ne dévie pas. Donc on peut choisir pour tout i < κ pi ∈ Sδ(M)

qui ne dévie pas sur ∅ et ϕ(g−1
i ⋅ x) ∈ pi.

Par 3.15 pi est déterminé par pi ↾acleq(∅). Ainsi il y a au plus 2∣T ∣ types différents.
Par compacité, d’après (⋆), il existe k ∈ N et {λ(x; gij)∣0 < j < k} inconsistant. Comme
il s’agit d’éléments indiscernables, tout sous-ensemble de k éléments est inconsistant.
Donc k éléments ne peuvent pas être dans le même type. Il y ainsi κ types différents.
Absurde. Donc il existe ϕ(g−1

i ⋅ x) qui dévie ∅.
(ii)/ découle du (i).

3.2.3 Stabilité locale et structures géométriques

Proposition 3.25. Soit M une structure géométrique (suffisamment saturée), A ⊆
B ⊆M . Soit p ∈ Sn(A) avec dim(p) =m. Soit δ(x; y) stable.

(i) Il existe une extension q ∈ Sn(B) de p avec dim(q) = m et telle que q∣δ ne dévie
pas sur A.

(ii) Si de plus M a la propriété(E), alors toute extension q ∈ Sn(B) avec dim(q) =m,
q∣δ ne dévie pas sur A.

Démonstration. (i)/ Raisonnons par l’absurde. S’il n’existe pas de tel q ∈ Sn(B) alors
l’ensemble

p(x)⋃{¬χ(x; b)∣b ∈ B,χ(x; b) est une δ-formule et χ(x, b) dévie sur A}

⋃{ϕ(x; b)∣b ∈ B et dim(¬ϕ(x; b)) <m}

est inconsistant, par compacité, il existe θ(x) ∈ p(x), ¬χ(x; b) et ϕ(x; b) tel que
{θ(x);¬χ(x; b);ϕ(x; b)} inconsistant i.e. ⊧ θ(x) ∧ ϕ(x; b) Ð→ χ(x; b), où χ(x; b) dévie
sur A et dim(θ(x)∧¬ϕ(x; b)) <m. Comme χ(x; b) dévie sur A, il existe par 3.18 b1, ..., bn
A-conjugués de b tel {χ(x; b1); ...;χ(x; bn)} est inconsistant.

On a aussi ⊧ ∀(θ(x) ∧ ϕ(x; bi)) Ð→ χ(x; bi) pour i ∈ {1; ...;n} et dim(θ(x) ∧

¬ϕ(x; bi)) <m. Donc ⊧ ¬∃
n

⋀
i=1

χ(x; bi) et ⊧ ∀x
n

⋁
i=1

¬χ(x; bi).

En particulier, ⊧ ∀x
n

⋁
i=1

(θ(x) Ð→ ¬ϕ(x; bi)) donc ⊧ ∀x θ(x) Ð→
n

⋁
i=1

¬ϕ(x; bi). Ainsi

θ(x) ∧ ¬ϕ(x; bi) est une partition finie de θ(x) en ensemble de dimension <m. Contra-
diction (voir lemme 1.2(iii)).

(ii)/ Soit q ∈ Sn(B) une extension de p avec dim(q) = m. Par l’absurde, supposons
que q∣δ dévie sur A. Sans perdre de généralité, on peut supposer B =M0 un modèle.

Soit M1 ≃M0, un modèle ∣M0∣+-saturé. Par (i), soit r ∈ Sn(M1) une extension de q
telle que dim(r) =m et r∣δ ne dévie pas. La δ-définition de r est la δ-définition de q, on
la note ψ(y; c) avec c ∈M0. ψ(y; c) n’est pas à paramètre dans acleq(A) (car q∣δ dévie
sur A). Par le lemme 3.8, il y a a1, ..., ak dans M1 tels que ai ⊧ r ↾ (M0 ∪{a1; ...;ak}), et
ψ(y; c) est à paramètre dans {a1; ...;ak}. On a dim r =m et dim(r∣A) = dimp =m. Donc
∀Z A ⊆ Z ⊆M1, dim(r∣Z) =m Ainsi ∀i ⩽ k dim(ai/M0a1...ai−1) = dim(ai/Aa1...ai−1) =
dim(ai/A) =m, de même dim(a1...ak/M0) = dim(a1...ak/A) (⋆)
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Soit E la relation d’équivalence définissable sur ∅ par :

c1Ec2 ssi ψ(y; c1)←→ ψ(y; c2)

On note C la E-classe de c, et soit c′ ∈ C ∩M0 tel que dim(c′/A, c) = dim(C) = t. ψ(y; c)
est {a1; ...;ak}-définissable, donc C aussi, donc dim(c′/A∪ {a1; ...;ak}) ⩽ dim(c′/Ac) = t.

Par (⋆) a1...ak ⫝A M0 et donc c′ ⫝A a1...ak, donc dim(c′/A) = dim(c′/A∪{a1; ...;ak}) ⩽
t Or dim(c′/A) ⩾ t donc dim(c′/A) = t. Soit X un ensemble A-définissable de dimension
t, contenant c′. C est c-définissable. c′ ∈ X ∩ C donc dim(X ∩ C/Ac) = dim(c′/Ac) = t.
Comme ψ(y; c) n’est pas définissable sur acleq(A), C a une infinité de conjugués au
dessus de A. Ainsi E a une infinité de classes dans X de dimension t, ce qui contredit
la propriété (E).

Corollaire 3.26. Soit M une structure géométrique saturé vérifiant la propriété (E).
G ⊆Mk est un groupe infiniment définissable sur ∅ avec dimG = n. Soit δ(x; y) une

L-formule qui est stable et équivariante pour l’action de G sur lui-même.
Alors p(x) ∈ Sδ,G(M) est générique ssi il existe q(x) ∈ S(M) étendant p(x) avec

dim q = n.

Démonstration. ⇒/ On suppose que p(x) ∈ Sδ,G(M) est générique. Soit ϕ(x) une δ
-formule dans p. Alors G est couvert par un nombre fini de translaté sous G de ϕ(x) ∧
G(x). Mais dim(ϕ(x) ∧ G(x)) = dim(ϕ(g ⋅ x) ∧ G(x)) pour g ∈ G. Par le lemme 1.2
(iii) et et comme dimG(x) = n alors dim(ϕ(x) ∧G(x)) = n. Ainsi pour tout ϕ(x) ∈ p,
dim(ϕ(x)∧G(x)) = n, donc dimp = n et il existe q ∶ inS(M) qui étend p avec dim q = n.
⇐/ On suppose qu’il existe q(x) ∈ S(M) étendant p(x) ∈ Sδ,G(M) tel que dimp = n.

On a dim(p∣∅) = n car G(x) ⊂ p(x)∣∅ et dimG(x)=n. Donc par 3.25, q ∈ S(M) étendant
p∣∅ et dim(p∣∅) = dim q = n, donc q∣δ ne dévie pas sur ∅, donc p(x) ne dévie pas sur ∅.
De plus pour g ∈ G, dim(g ⋅ q) = n et g ⋅ p ∈ Sδ,G(M). Donc ∀g ∈ G g ⋅ p ne dévie pas sur
∅. Par 3.24, p(x) est générique.

Proposition 3.27. Soit M une structure géométrique satisfaisant (S1).
Soit ϕ(x; y) et ψ(x; z) des formules telles que ∀a, b ∈ M dim(ϕ(x;a)) ⩽ n et

dim(ψ(x; b)) ⩽ n.
On pose δ(y; z) la formule telle que pour tout a′, b′ :

⊧ δ(a′; b′) ssi dim(ϕ(x;a′) ∧ ψ(x; b′)) = n

Alors δ est stable.

Démonstration. Supposons δ instable. On pose :

T =Diagel(M) ∪ {δ(αi;βj) ∣ i, j ∈ Z i < j} ∪ {αi ≠ αj ∧ βi ≠ βj ∣ i ≠ j}

∪⋃
n∈N

{ϕ(αi1 ;βi1 ; ...;αin ;βin)↔ ϕ(αj1 ;βj1 ; ...;αjn ;βjn) ∣ i1, ..., in, j1, ..., jn ∈ Z

avec i1 < ... < in, j1 < ... < jn ϕ ∈ L}
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Par compacité, il suufit qu’une partie T0 finie soit consistante.

T0 ⊆Diag
el(M) ∪ {δ(αi;βj) ∣ −M ≤ i < j ≤M} ∪ {αi ≠ αj ∧ βi ≠ βj ∣ i ≠ j}

∪ ⋃
0≤k≤K

{ϕk(αi1 ;βi1 ; ...;αiN ;βiN )↔ ϕk(αj1 ;βj1 ; ...;αjN ;βjN ) ∣ −M ≤ i1, ..., iN , j1, ..., jN ≤M

avec i1 < ... < in, j1 < ... < jn ϕk ∈ L}

Comme δ est instable, il existe (ai)i∈N et (bj)j∈N telles que ⊧ δ(ai; bj) ssi i < j. On note
Z = {(ai; bj) ∣ i ∈ N}.

[Z]N Ð→ ℘({1; ...;k})

(ai0 ; bj0 ; ...;ajN ; bjN )z→ {k ≤K ∣ ⊧ ϕk(ai0 ; bj0 ; ...;ajN ; bjN )}

Par le théorème de Ramsey, il existe une partie infinie de Z qui vérifient toutes les mêmes
formules parmi les ϕ0, ..., ϕK . En interprétant les (αi;βi)−M≤i≤M par ces éléments de Z
on a un modèle de T0. Donc T est conistante.

On a ainsi une suite indiscernable (ai; bi)i∈Z telle que ⊧ δ(ai; bj) ssi i < j.
cas n°1 On a dim(ϕ(x;a1) ∧ ϕ(x;a2) ∧ ψ(x; b3)) = n. Comme c’est une suite indiscer-

nable et que la dimension est exprimable par une formule, on a :
dim(ϕ(x;a1) ∧ ϕ(x;ai) ∧ ψ(x; bi+1)) = n pour i > 1
De plus dim(ϕ(x;aj) ∧ ψ(x; bi+1)) = n car ⊭ δ(aj; bi+1) pour i + 1 < j.
donc dim(ϕ(x;ai) ∧ ψ(x; bi+1) ∧ ϕ(x;aj) ∧ ψ(x; bj+1)) < n pour 1 < i + 1 < j.
On a dim(ϕ(x;a1)) = n ce qui contredit la propriété (S1).

cas n°2 Sinon, dim(ϕ(x;a1) ∧ ϕ(x;a2) ∧ ψ(x; b3)) < n, alors pour tout i < j < 3
dim(ϕ(x;a2)∧ϕ(x;aj)∧ψ(x; b3)) < n. Or dim(ψ(x; b3)) = dim(ϕ(x;ai)∧ψ(x; b3)) =
n pour i < 3, ce qui contredit (S1).

Proposition 3.28. Soit M est une structure géométrique saturée.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) M a la propritété (S1).
(ii) (Théorème d’indépendance au dessus d’un modèle) Soit M0 ≼M. Soit a, b ∈M avec
a ⫝M0 b. Soit c1, c2 ∈M vérifiant : tp(c1/M0) = tp(c2/M0) = r, c1 ⫝M0 a et c2 ⫝M0 b.
Aors il existe c ∈ M tel que tp(c/M0, a) = tp(c1/M0, a), tp(c/M0, b) = tp(c2/M0, b) et
c ⫝M0 bc.

Démonstration. (ii)⇐(i)/ On suppose que M satisfait (ii). Par l’absurde, supposons
qu’il existe θ(x) et ϕ(x; y) et (bi)i<ω tel que

dim θ(x) = dim(θ(x) ∧ ϕ(x; bi)) = n ∀i et dim(ϕ(x; bi) ∧ ϕ(x; bj) < n ∀i < j (⋆)

Affirmation : Il existe M′ contenant les paramètres de θ, de ϕ et b1, b2 tel que
tp(b1/M ′) = tp(b2/M ′), b1 ⫝M ′ b2 et dim θ(x) = dim(θ(x) ∧ ϕ(x; bi)) = n pour i =
1,2 et dim(ϕ(x; b1) ∧ ϕ(x; b2) < n.
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En effet : Par le théorème de Ramsey, on peut choisir (bi)i<ω une suite indiscernable
qui vérifie (⋆) et tel que dim(bi/M) = l soit minimale. Alors b0 et b1 sont indépendants au
dessus deM . Sinon dim(bi/M,b0) < l pour tout i. Si on prends M1 un modèle contenant
M∪{b0}, on peut construire une suite indiscernable (b′i)i<ω sur M1 qui vérifie (⋆) et telle
que tp(b′i/M,b0) = tp(bi/M,b0). Si b′1 ⫝M1 b

′
2, on a fini, sinon on recommence. Comme

la dimension diminue à chaque étape, le processus s’arrête.
Soit c1 un point générique de θ(x) ∧ ϕ(x; b1) au dessus de M ′ ∪ {b1}, on a c1 ⫝M ′

b1. Soit c2 tel que tp(c2; b2/M ′) = tp(c1; b1/M ′). Soit c donné par le théorème d’in-
dépendance. Ainsi tp(c/M ′, bi) = tp(ci/M ′, bi) pour i = 1,2 et c ⫝M ′ b1, b2. Donc
dim(ϕ(x; b1) ∧ ϕ(x; b2)) = dim(c/M,b1, b2) = n ce qui contredit la propriété (⋆).

(i)⇒(ii)/ Supposons que M vérifie (S1). Soit M0, a, b, c1, c2 et r comme dé-
fini dans (ii) et dim r = n. On pose r1(x) = tp(c1/M0, a) et r2(x) = tp(c2/M0, b). Il
faut montrer que r1(x)⋃ r2(x)⋃{dim(x/M0, a, b) = n} est consistent. par compacité,
il suffit de montrer que pour toute ϕ1(x;a) ∈ r1(x) et ϕ(x; b) ∈ r2(x) (ϕ1, ϕ2 ∈ LM0)
dim(ϕ1(x;a) ∧ ϕ2(x; b)) = n.

Considérons alors ϕ1(x;a) ∈ r1(x) et ϕ(x; b) ∈ r2(x) et posons δ(x; y) la formule
définie par : ⊧ δ(a′; b′) ssi dim(ϕ1(x;a′)∧ϕ2(x; b′)) = n. Soit a1 tel que tp(a1, c2/M0) =
tp(a; c1/M0) et a1 ⫝M0 b, c2, donc a1 ⫝M0,b c2 et comme b ⫝M0 c2 alors c2 ⫝ a1, b, donc
dim(c2/M0, a1, b) = n et ⊧ ϕ1(c2;a1)∧ϕ2(c2; b). Ainsi ⊧ δ(a1; b). On sait que par 3.27 que
δ est stable, donc pa 3.15 il existe un unique δ-type complet q sur M0∪{b} qui ne dévie
pas surM0 et tel que q∣M0 = tpδ(a/M0). Comme dim(tp(a1/M0, b)) = dim(a1/M0, b) = n,
par 3.25, on voit que tp(a1/M0, b) ne dévie pas surM0 et tp(a1/M0, b) = tp(a/M0, b)) = q.
Du fait que ⊧ δ(a1; b) on a ⊧ δ(a; b).

3.3 Propriétés des groupes définissables
Proposition 3.29. Soit M une structure géométrique avec la propriété (S1)

Soit G un groupe définissable dans M et soit H un sous-groupe infiniment définis-
sable de G. Alors H est une intersection de sous-groupes définissables de G.

Démonstration. Soit M0 une petite sous-structure élémentaire de M sur laquelle G et
H sont définis. On pose dimH = n. Soit{Ui∣i ∈ H} une famille de sous-ensembles M0-
définissable de G telle que dimU0 = n, Ui ⊆ U0, H = ⋂

i∈I
Ui, et {Ui∣i ∈ I} est clos par

intersections finies.
Pour i ∈ I, on pose δi(x; y) la formule (à paramètres dans M0) :

G(x) ∧G(y) ∧ dim(x ⋅Ui⋂ y ⋅Ui) = n

Par 3.27 δi(x; y) est stable. De plus δi(x; y) est équivariante sous l’action de H : si
a ∈ G, b ∈H alors δi(b ⋅ x;a) ∧H(x) est équivalente à δi(x; b−1 ⋅ a) ∧H(x).

On note Sδi,H(M) l’ensemble des types de la forme p(x) ∧H(x) où p(x) ∈ Sδi(M).
Pour i ∈ I, on pose :

Qi = {b ∈ U0∣ pour tout type générique p(x) ∈ Sδi,H(M), δi(x; b) ∈ p(x)}
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Par le lemme 3.22, pour chaque i ∈ I il n’y a qu’un nombre fini de génériques
p(x) ∈ Sδi,H(M), de plus ils ne dévient pas sur M0 (par 3.24) donc leur δi-définition est
à paramètres dans M0, et Qi est M0-définissable.

Lemme 3.30. (i) ∀i ∈ I Qi = {b ∈ U0∣∀a ∈H si dim(a/M0, b) = n alors ⊧ δi(a; b)}
(ii) H = ⋂{Qi; i ∈ I}.

Démonstration. (i)/ Si dim(a/bM0) = n, alors tp(a/bM0) a une extension en un type
complet q(x) ∈ S(M) avec dim(q) = n.

Qi = {b ∈ U0∣∀a ∈H si tpδi(a/M) est générique, alors ⊧ δi(a; b)}

= {b ∈ U0∣∀a ∈H si tpδi(a/M) s’étend en q(x) ∈ S(M) avec dim(q) = n alors ⊧ δi(a; b)} par 3.26
= {b ∈ U0∣∀a ∈H si dim(a/bM0) = n alors ⊧ δi(a; b)}

(ii)/ Si b ∈H et a ∈H alors H ⊆ a ⋅Ui⋂ b ⋅Ui donc dim(a ⋅Ui⋂ b ⋅Ui) = n alors ⊧ δi(a; b)
et b ∈ Qi.

Si b ∈ Qi pour tout i. Soit a ∈H tel que dim(a/M0b) = n donc dim(a ⋅Ui⋂ b ⋅Ui) = n
d’où dim(b−1 ⋅ a ⋅ Ui⋂Ui) = n donc non vide. Si b−1 ⋅ a ⋅H ⋂H est vide, i.e. {Ui(b−1 ⋅ a ⋅
x)⋂Ui(x)∣i ∈ I} est inconsistent, alors par compacité, et comme {Ui; i ∈ I} est clos par
intersections finies, il existe i tel que Ui(b−1 ⋅ a ⋅ x)⋂Ui(x) est inconsistant (absurde).
Donc b−1 ⋅ a ⋅H ⋂H est non vide, donc b ∈H.

Remarquons que si Uj ⊆ Ui alors Qj ⊆ Qi : si b ∈ Qj alors si dim(a/bM0) alors
dim(a ⋅Uj ⋂ b ⋅Uj) = n, comme a ⋅Uj ⋂ b ⋅Uj ⊆ a ⋅Ui⋂ b ⋅Ui donc dim(a ⋅Ui⋂ b ⋅Ui) = n et
b ∈ Qi. Ainsi comme {Ui; i ∈ I} est clos par intersection finie, {Qi; i ∈ I} aussi.

Lemme 3.31. Pour tout i, il existe j tel que Qj ⊆ Qi et Qj ⋅Qj ⊆ U0.

Démonstration. Supposons le contraire, c’est-à-dire qu’il existe i0 tel que pour tout j :

[∀z qj(z)Ð→ qi0(z)]Ð→ ∃x∃y qj(x) ∧ qj(y) ∧ ¬u0(x ⋅ y)

où qi(x) désigne la définition de Qi et u0(x) celle de U0.
Montrons que Z(x) = {qj(x)∧qj(y)∧¬u0(x⋅y)∣ j ∈ I tel que Qj ⊆ Qi0} est consistent.

Par compacité, il suffit de démontrer que toute partie finie l’est.
Soit ⋀

j∈I0
(qj(x) ∧ qj(y)) ∧ ¬u0(x ⋅ y)(⋆) où I0 est fini. Comme {Qj; j ∈ I} est clos par

intersection finie, il existe j0 tel que (⋆) est équivalent à qj0(x) ∧ qj0(y) ∧ ¬u0(x ⋅ y),
qui est consistent. Donc Z(x) est consistent. Donc il existe x, y tel que pour tout j ∈ I
⊧ qj(x)∧qj(y)∧¬u0(x ⋅y) ie il existe x, y tel que x ∈H et y ∈H et x ⋅y ∉ U0. Absurde.

On peut donc supposer ∀i ∈ I Qi ⋅Qi ⊆ U0.

Lemme 3.32. ∀i ∈ I H ⋅Qi ⊆ Qi

Démonstration. On a H ⊆ Qi donc H ⋅Qi ⊆ Qi ⋅Qi ⊆ U0.
Soit a ∈H, b ∈ Qi et soit c un point générique de H surM0⋃{a; b}, dim(c/M0ab) = n

donc dim(a−1c/M0b) = n. Comme b ∈ Qi, dim(a−1cUi⋂ bUi) = n, donc dim(cUi⋂abUi) =
n. Donc ⊧ δi(c;a ⋅ b). Ainsi a ⋅ b ∈ Qi.
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On pose Q′
i = {x ∈ Qi∣x ⋅ Qi ⊆ Qi et x−1 ⋅ Qi ⊆ Qi}. Par le lemme 3.32, H ⊆ Q′

i,
deplusQ′

i est un sous-groupe de G.
Ainsi H =⋂

i∈I
Q′
i.

Théorème 3.33. Soit F une sous-structure géométrique de D, où D a l’élimination
des imaginaires.

On suppose que F est suffisamment saturé et a la propriété (S1). Soit G un groupe
définissable dans F .

Alors il existe H, G0, H0 et f vérifiant :
(i) H est un groupe définissable dans D avec paramètre dans F ;
(ii) G0 est un sous-groupe définissable dans F , d’indice fini dans G ;
(iii) H0 est un sous-groupe définissable dans F , d’indice fini dans H(F ) ;
(iv) f est un homomorphisme (définissable dans F ) de G0 dans H0 avec un noyau
central fini.

Démonstration. On suppose que dimG = n. Soit A, H, a, a′, b, b′, c, c′ donnés par le
théorème 1.8. On remplace A par un petit sous-modèle élémentaire de F. Comme a et a′
sont inter-algébriques, ils sont de même dimension sur A et comme ils sont génériques
dimH = n.

On pose K = G × H. Soit q = tp(b, b′/A), on a dim q = n. Soit (a1;a′1) réali-
sant tp(a, a′/A, c, c′) avec a1, a′1 ⫝ a, a′, b, b′, c, c′A. Soit par homogénéité(b1; b′1) tel que
tp(a1, a′1, b1, b′1, c, c′/A) = tp(a, a′, b, b′, c, c′/A) ; En particulier tp(b1b′1/A) = tp(bb′/A) et
(a1, a′1) ⋅ (b1, b′1) = (c, c′).

On pose a2 = a−1
1 ⋅ a et a′2 = (a′1)−1 ⋅ a′. On a :

Lemme 3.34. On a (a2, a′2) ⋅ (b, b′) = (b1, b′1), dim(a2/A) = dim(a2, a′2/A) = n et
(a2, a′2) ⫝A (b, b′).

Démonstration. On a (de manière évidente) (a2, a′2) ⋅ (b, b′) = (b1, b′1).

dim(a/A) = dim(a/Aa1) = dim(a−1
1 ⋅ a/Aa1) ⩽ dim(a−1

1 ⋅ a/A) donc dim(a2/A) = n

dim(ā2, ā1, ā, b̄1, b̄/A) = dim(ā2/A, ā1, ā, b̄1, b̄)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

+dim(b̄1/A, ā1, ā, b̄)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

+dim(ā1, ā, b̄/A)

= dim(ā1/A, ā, b̄) + dim(ā/A, b̄) + dim(b̄/A)

= dim(ā1/A) + dim(ā/A) + dim(b̄/A)

= 3n

= dim(ā1, b̄1/A, ā2, ā, b̄)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

+dim(ā2, ā, b̄/A)

= dim(ā2/A, ā, b̄) + dim(ā/A, b̄) + dim(b̄/A)

= dim(ā2/A, ā, b̄) + 2n
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dim(ā2, ā1, ā/A) = dim(ā2/A, ā1, ā/A) + dim(ā1/A, ā) + dim(ā/A)

= 0 + dim(ā1/A) + dim(ā/A)

= 2n

= dim(ā1/A, ā2, ā) + dim(ā2/A, ā) + dim(ā/A)

= 0 + dim(ā2/A, ā) + n

On a ā1 ⫝
A,c̄

b̄ or b̄1 ∈ acl(A, ā1, c̄), donc b̄1 ⫝
A,c̄

b̄ or b̄ ⫝
A
c̄. D’où b̄1 ⫝

A
b̄.

dim(ā2, b̄1, b̄/A) = dim(ā2/A, b̄1, b̄) + dim(b̄/A, b̄1) + dim(b̄1/A)

= 0 + dim(b̄/A) + dim(b̄1/A)

= 2n

= dim(b̄1/A, ā2, b̄) + dim(ā2/A, b̄) + dim(b̄/A)

= 0 + dim(ā2/A, b̄) + n

Donc dim(ā2/A, ā, b̄) = dim(ā2/A, ā) = dim(ā2/A, b̄) = n et ā2 ⫝
A,ā

b̄, comme b̄ ⫝
A
ā, on en

déduit que ā2 ⫝
A
b̄ et dim(ā2/A) = n.

On pose St(q) = {x ∈K ∣ ∃y ⊧ q avec x ⫝A y et x ⋅ y ⊧ q}

Lemme 3.35. St(q) est infiniment définissable surA. De plus on a St(q) = St(q)−1 et
dim(St(q)) = n.

Démonstration. Soit U un ensemble définissable dans q avec dimU = n.
On pose St(U) = {x ∈K ∣dim(x ⋅U ⋂U) = n}(= {x ∈K ∣dim(x−1 ⋅U ⋂U) = n}).
Par 1.2 (ii) St(U) est A-définissable. Montrons que St(q) = ⋂{St(U)∣U dans q}.

Soit x ∈ St(q). Soit y ⊧ q générique avec x ⫝ y et x ⋅ y ⊧ q. En particulier x ⋅ y ∈ U et
y ∈ U donc x ⋅ y ∈ x ⋅U ⋂U , comme dim(x ⋅ y) = n on a x ∈ St(U).

Soit x ∈ St(U) pour tout U dans q. Montrons que dim(q⋂x−1 ⋅ q) = n. Sinon
q⋂x−1q(ȳ) ∧ dim ȳ = n est inconsistent,

i.e. {ϕ(ȳ)∣ϕ ∈ q⋂x−1q}⋃{ϕ(ȳ)Ð→ dimϕ ⩾ n ∣ ϕ une L-formule} est inconsistent

Par compacité, il existerait U ∈ q tel que U ⋂x−1U(ȳ) et dim(ȳ) ⩾ n soit inconsistent.
Absurde. Soit alors y ⊧ q⋂x−1q générique, alors y ⫝ x et x ⋅ y ⊧ q.

Soit x ∈ St(q). Soit y ⊧ q avec y ⫝A x et x ⋅ y ⊧ q.

dim(x ⋅ y/A) ⩽ dim(y/A) = dim(y/A,x) = dim(x ⋅ y/A,x) ⩽ dim(x ⋅ y/A)

donc x ⋅ y ⫝A x, donc x−1 ∈ St(q).
Par le lemme 3.34, (a2;a′2) ∈ St(q) et dim(a2;a′2) = n, donc dimSt(q) ⩾ n. Soit

x ∈ St(q) et y ⊧ q tels que y ⫝ x et x ⋅ y ⊧ q. Alors

dim(x/A) = dim(x/A,y) = dim(x ⋅ y/A,y) ⩽ dim(x ⋅ y/A) = dim(q) = n

donc dim(St(q)) = n.
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Lemme 3.36. (i) ∀x1, x2 ∈ St(q) avec x1 ⫝ x2 alors x1 ⋅ x2 ∈ St(q)
(ii) On pose Stab(q) = St(q) ⋅ St(q). Stab(q) est infiniment définissable (à paramètres
dans A) est un sous-groupe de K, et dim(Stab(q)) = n.
Si x ∈ Stab(q) est générique alors x ∈ St(q).
(iii) Stab(q) est connexe (i.e. ne contient aucun sous-groupe A-définissable d’indice fini).

Démonstration. (i)/ Soit x1, x2 des réalisations A-indépendantes de St(q). Alors
x−1

2 ∈ St(q). Soit y2 réalisant q indépendant de x2, et tel que x−1
2 ⋅ y2 ⊧ q.

Soit y1 réalisant q indépendant de x1, et tel que x1 ⋅ y1 ⊧ q.
On note r1 = tp(y1/A,x1) et r2 = tp(y2/A,x2). Comme M satisfait (S1), par le

théorème d’indépendance (voir Proposition 3.28) il existe y ⊧ r1⋃ r2 tel que y ⫝A x1, x2.
Donc on a x−1

2 ⋅ y ⫝ x1, x2 et (x1 ⋅ x2) ⋅ (x−1
2 ⋅ y) = x1 ⋅ y ⊧ q donc x1 ⋅ x2 ∈ St(q).

(ii)/ St(q) est clos par inverse donc Stab(q) aussi. De plus Stab(q) = ⋂{St(U) ⋅
St(U)∣U dans q}. Pour montrer que c’est un sous-groupe, il reste à montrer que si
a, b, c ∈ St(q) alors a ⋅ b ⋅ c ∈ Stab(q).

Soit a, b, c ∈ St(q). Soit b1 ∈ St(q) et dim(b1/A,a, b, c) = n. On a par (i), a ⋅ b1 ∈ St(q)
et b−1

1 ⋅ b ∈ St(q). De plus dim(b−1
1 ⋅ b/A,a, b, c) ⩽ dim(b−1

1 ⋅ b/A) ⩽ n = dim(b1/A,a, b, c) =
dim(b−1

1 ⋅b/A,a, b, c). Donc b−1
1 ⋅b ⫝A c. Ainsi b−1

1 ⋅b ⋅c ∈ St(q) et a ⋅b ⋅c = (a ⋅b1) ⋅(b−1
1 ⋅b ⋅c) ∈

Stab(q).
On a clairement dim(Stab(q)) ⩾ n. Soit e = a ⋅ b ∈ Stab(q) avec a, b ∈ St(q). Soit

c ∈ St(q) avec c ⫝A a, b et dim(c/A) = n. Alors b ⋅c ∈ St(q) et b ⋅c ⫝A a donc a ⋅b ⋅c ∈ St(q)
et a⋅b⋅c ∈ St(q), d’où dim(a⋅b⋅c/A, c) ⩽ n. Mais dim(e/A) = dim(e/A, c) = dim(a⋅b/A, c) =
dim(a ⋅ b ⋅ c/A, c) ⩽ n. D’où dim(e/A) ⩽ n et dim(Stab(q)) = n.

Soit x ∈ Stab(q) avec dim(x/A) = n et x = a ⋅ b où a, b ∈ St(q). Soit c ∈ St(q) tel que
dim(c/A,a, b) = n. On a a ⋅ b = (a ⋅ c) ⋅ (c−1 ⋅ b) et dim(a ⋅ c/A) = dim(c−1 ⋅ b/A) = n. Du
fait que c ⫝A a, b, on tire d’une part c ⫝A a donc a ⋅ c ⫝ a et d’autre part c ⫝A,a b donc
a ⋅ c ⫝A,a b. Ainsi a ⋅ c ⫝A a, b donc a ⋅ c ⫝ a ⋅ b.

dim(c−1⋅b/A,a⋅c) = dim(a⋅c⋅c−1⋅b/A,a⋅c) = dim(a⋅b/A,a⋅c) = dim(a⋅b/A) = n = dim(c−1⋅b/A)

donc c−1 ⋅ b ⫝ a ⋅ c et par (i) x = (a ⋅ c) ⋅ (c−1 ⋅ b) ∈ St(q).
(iii)/ Raisonnons par l’absurde, et considérons C un sous-groupe infiniment A-

définissable de Stab(q) d’indice fini (dans Stab(q)). C est défini par {Cl∣l ∈ L} considéré
clos par intersection finie. C est d’indice fini, donc il existe g1, ...., gn ∈ Stab(q) tels que

Stab(q) =
⋅
⋃

1⩽i⩽n
giC et giC⋂ gjC = ∅ si i ≠ j

En particulier {Cl(g−1
i x)∣l ∈ L}⋃{Cl(g

−1
j x)∣l ∈ L} est inconsistent pour i ≠ j, par compa-

cité, il existe Cl telle que Cl(g−1
i x)∧Cl(g

−1
j x) est inconistent. C est défini par Cl∧Stab(q).

[ Si x ∈ C alors ⊧ Cl(x). Si x ∉ C alors il existe gi tel que x ∈ giC, en particulier ⊧ Cl(g−1
i x)

et ⊭ Cl(x).]
Comme C est d’indice fini dimC = n. Soit c ∈ C générique sur A, donc c ∈ St(q)

par (ii). Ainsi il existe a ⊧ q avec a ⫝A c et c ⋅ a ⊧ q. Soit d ∈ Stab(q) ∖C générique sur
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A indépendant de c, donc d ∈ St(q) et il existe a′ ⊧ q tel que a′ ⫝A d et d ⋅ a′ ⊧ q. Par
le théorème d’indépendance, il existe b ⊧ q tels que b ⫝A c, d, c ⋅ b ⊧ q et d ⋅ b ⊧ q. On a
b ⫝A c ⋅ b et b ⫝A d ⋅ b, donc toujours par le théorème d’indépendance, il existe e tel que

tp(b; e/A) = tp(b;d ⋅ b/A) et tp(c ⋅ b; e/A) = tp(c ⋅ b; b/A)

Ainsi d’une part e et b ne sont pas dans la même classe modulo C, et c ⋅ b et e sont dans
la même classe. Absurde.

On note G0 la projection de Stab(q) sur G, et H(F )0 la projection de Stab(q) sur
H(F ). G0 et H(F )0 sont infiniment définissables et dim(G0) = dim(H(F )0) = n car
a2 ∈ G0 et a′2 ∈H(F )0.

On poseK0 = {x ∈ G0; (x; 0) ∈ Stab(q)} etK1 = {x ∈ G0; (0;x) ∈ Stab(q)}. Supposons
que K0 est infini. Soit x ∈K1 générique au dessus A ∪ {a2;a′2}. Comme x ⫝A a2, a′2 et x
et a2 sont génériques, on a alors x ⫝A a2 ⋅ x. On en déduit d’une part que

0 = dim(a2/A,a
′
2) = dim(a2/A,a

′
2, x) = dim(a2 ⋅ x/A,a

′
2, x) = dim(a2 ⋅ x/A,a

′
2)

d’où x ⋅ a2 ∈ acl(A,a′2). D’autre part x ⫝A a2, a′2, x ⫝A,a2 a′2, x ⋅ a2 ⫝A,a2 a
′
2 et enfin

x ⋅ a2 ⫝A a′2 car x ⋅ a2 ⫝ a′2. Absurde. Donc K0 est fini, de même K1 est fini.
K0 × {0} et {0} ×K1 sont des sous-groupes normaux finis donc les centralisateurs

CStab(q)(K0 × {0}) et CStab(q)({0} × K1) sont des sous-goupes normaux d’indice fini.
Comme Stab(q) est connexe, CStab(q)(K0×{0}) = CStab(q)({0}×K1) = Stab(q). Donc K0

et K1 sont centraux. Ainsi Stab(q) définit un isomorphisme entre G0/K0 et H(F )0/K1.
Le problème est que G0/K0 et H(F )0/K1 sont infiniment définissables.
Par la proposition 3.29 Stab(q) =⋂

i∈I
Qi où les Qi sont des groupes définissables. On

peut supposer dimQi = n pour tout i. Par compacité, on peut choisir Q sous-groupe
définissable de G ×H(F ) tel que Stab(q) ⊆ Q, dimQ = n et {x ∣(x; 0) ∈ Q} = K0 et
{x∣(0;x) ∈ Q} =K1. On note G0 la projection de Q sur la première coordonnée, et H0 la
projection sur la seconde coordonnée. On a G0 ⊆ G0 donc dimG0 = n et par (S1) G0 est
d’indice fini. De même H0 est d’indice fini dans H(F ). On peut choisir Q tel que K0 est
dans le centre de G0 et K1 est dans le centre de H0. Donc Q définit un isomorphisme
entre G0/K0 et H0/K1. On doit remplacer H0/K1 par un groupe définissable. On pose
H1 = CH(K1), H1 est dans D, définissable à paramètres dans F et K1 est dans le centre
de H1. Comme H est un groupe algébrique, H =H1.

Par l’élimination des imaginaires dansD,H1/K1 est F -définissablement isomorphe à
un sous-groupe H2 par f . On a dim(H2(F )) = n et dim(f(H0/K1)) = n. Par la propriété
(S1), f(H0/K1) est d’indice fini dans H2(F ). Ainsi on a dans F un isomorphisme de
G0/K0 avec un sous-groupe d’indice fini dans H2(F ).

Théorème 3.37. Soit G un groupe définissable dans un corps pseudo-fini. Alors il
existe un groupe algébrique H défini sur F et une isogénie définissable entre un sous-
groupe d’indice fini de G et H(F ).
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