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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux groupes définissables dans certains types de
corps. Si F est un corps et si G est un groupe algébrique abstrait défini sur F', alors
G(F) 'ensemble des points de G qui sont dans F' est un exemple de groupe définissable
dans F'.

Inversement si G est un groupe définissable dans F', quel lien existe-t-il entre G et
un groupe algébrique ?

En ce qui concerne les corps algébriquement clos, une réponse a été apportée par le
théoréeme de Weil qui affirme que tout groupe définissable dans un corps algébriquement
clos est définissablement isomorphe & un groupe algébrique.

L’article de A. Pillay et E. Hrushovski de 1994 Groups definable in local fields and
pseudo-finite fields [3] cherche a répondre a cette question dans le corps des réels, des
p-adiques et dans les corps pseudo-finis.

Pillay a démontré en 1988 et 1989([4] et [5]) que les groupes définissables dans R et
dans Q, sont définissablement isomorphes & un groupe de Nash. Le premier résultat de
I’article est le théoréme suivant :

Théoréme. F' désigne R ou Q,. Soit G un groupe de Nash sur F.
Alors il y a un groupe algébrique H défini sur F et un isomorphisme entre un
voisinage de 1’élément neutre de G et un voisinage de celui de H(F).

Pour les corps pseudo-finis, le résultat principal est :

Théoréme. Soit G un groupe définissable dans un corps pseudo-fini. Alors il existe
un groupe algébrique H défini sur I’ et une isogénie définissable entre un sous-groupe
d’indice fini de G et H(F).

L’article admet beaucoup de propriétés de R, Q, et des corps pseudo-finis et s’at-
tache a la construction des isomorphismes et des isogénies.

On défini dans un premier chapitre la notion de structures géométriques qui servira
de cadre générale. On prouve alors un premier théoréme sur les groupes définissables
qui sera a la base des autres démonstrations.

Dans un second chapitre, on s’intéresse au cas de R et de Q,. Aprés en avoir rappeler
quelques propriétés, on défini la notion de groupes de Nash. On démontre enfin le
théoréme.



Le cas des corps pseudo-finis est traité dans le dernier chapitre. On a alors besoin
de résultats de stabilité locale pour démontrer le théoréme sur les corps pseudo-finis.



Préliminaires et notations

Notation

Si L est un langage du premier ordre. On notera 9%, ), ... les L-structures, et M, N, ...
les ensembles sous-jacents.
On note lg(z) =n si T € M.

Si 91 est une L-structure, Ac M et ae M :

— on note L4 le langage £ enrichi d’un symbole de constante pour chaque élément
de A.

— on note a € dcI™(A) (resp. a € acl™(A)), il existe 1) une £ -formule telle que
M = 1P(a) et M Iz (x) (resp. il existe n e N tel que M = I (x)).
Remarquons que si M <N, on a del™ = del™ et acl™ = acl™.

— on notera a € qfdc™ (A) (resp. a € qfacl™(A)) si 1 est sans quantificateur.

— de méme, qftp(a) est le type sans quantificateur de a.

Si 9 est une sous-structure de M, et G est un groupe définissable (éventuellement
a paramétre) dans 91, on note G(9M) 'ensemble des éléments de G qui sont dans M.

Si k est un corps, on note & sa cloture algébrique au sens de la théorie des corps.

Dimension

Si acl est une prégéométrie , on peut définir la notion de famille libre, génératrice
et de base.

Si A< M tel que acl(A) = A, toutes les bases de A ont le méme cardinal. On peut
donc définir la dimension de A, noté dim(A), comme le cardinal d’une base de A, c’est
également le cardinal maximal d’une famille libre de A.

On pose dim(a) = dim(acl(a)).

Si X est un ensemble définissable, dim X = max{dim(a)|a € X }.

Si ae X, on dit que a est générique si dim(a) = dim X.



Indépendance

Lemme 0.1. 9 est une structure |A|*-saturée avec A< M et a,b,c,d € M. On suppose
que tp(alA) est stationnaire.

Si tp(a/A) =tp(c/A), tp(b/A) =tp(df/A) et a Lab, c lad,
alors tp(a;b/A) =tp(c;d/A).

Bases canoniques

Soit T" une L-théorie stable et 9 un modéle de la théorie, A< M et pe S(A).

Proposition 0.2. Si p est un type stationnaire, alors il est définissable, i.e. pour toute
formule ¥ (Z;7) € £ il existe dy)(y) & parametre dans acl(A) telle que pour tout b, on
ait : = diy(b) ssi Y(z;b) € p.

Définition 0.3. Si p est un type stationnaire, on définit C'b(p) la base canonique de p
comme :

Cb(p) = dcl({c e M°? | ¢ est le paramétre canonique de di) pour ¢ € L})

Remarque. — Cb(p) est le plus petit ensemble sur lequel p est définissable.
— Si p est stationnaire et si ¢ est une extension non déviante de p alors ¢ est sta-
tionnaire et ¢ a la méme base canonique de p.

Proposition 0.4. Soit p(x) € S(A) un type stationnaire. Alors :

(i) Ch(p) < del(A)

(ii) VB ¢ A, p ne dévie pas sur B ssi Cb(p) € acl(B);

(iii) VB € A, p ne dévie pas sur B et p | B est stationnaire ssi Cb(p) ¢ dcl(B);

(iv) Soit M un modéle |T|*-saturé et fortement |T|*-homogéne. On suppose p(z) €
S(M). Soit f un automorphisme de 9. Alors f(p) = p ssif fixe Cb(p) point par point ;
(v) Cb(tp(afacl(A))) c dcl(A,a).

Remarque. Si T est une théorie w-stable, la base canonique d’un type stationnaire
est un uple fini de M (c’est le paramétre canonique d’une formule ¥(z) de p telle que
RM (1)) = RM(p)).

La base canonique est unique & interdéfinissabilité prés, en prenantCh(p) le para-
meétre dans M€ de la classe des parameétres canoniques des différentes formules ¢ qui
conviennent, Cb(p) est unique.

Groupes définissables dans le contexte stable

Théoréme 0.5 (Weil-Hrushovski). Soit 9 une structure fortement minimale saturée.
Soit A un sous-ensemble de M.



On considére p(x),q(x) € S(A) stationnaires et f(z1;%2) et g(z;y) des fonctions
partielles A-définissables telles que :

(i) Pour ay,as = p, A-indépendants, alors f(a;;as) est défini et si ag = f(ag;az) alors
as = p et deplus as 4 a; et as L4 ao.

(ii) Si @ Ep, et b= q avec a | b alors g(a;b) est défini et g(a;b) = q et g(a;b) L4 a.

(iii) Si @y, a9, as = p indépendants, alors f(ay; f(ao;as)) = f(f(ar;a2);as)

(iv) Si @j,a2 = p, b = q et {a,as,b} sont A-indépendants, alors g(f(ai;az);b) =
g9(an; g(az;D)).

Alors, on peut interpréter dans 91 un groupe connexe G, un ensemble X, et une
action transitive de G sur X (a parameétre dans A), et des fonctions partielles, inver-
sibles, A-définissables h; et hy telles que :

(a) si a & p, alors hy(a) réalise le type générique de G ;

si b E q, alors ho(b) réalise le type générique de X ;

(b) si ay,as E p et ay | ag, alors hi(f(ai;az2)) = f(ar)- f(az);
(c)siakp, bEqgetalb, alors hy(g(a;b)) = hi(a) - ha(b).

Théoréme 0.6. Soit F' un corps algébriquement clos. Soit G un groupe connexe définis-
sable dans F'. Alors il existe un groupe algébrique H et un isomorphisme f définissables
a parameétres dans F' entre G et H.

De plus, si F est de caractéristique nulle, et G est définissable a paramétres dans un
sous-corps k de F', alors H et f peuvent étre choisis k-définissables.



Chapitre 1

Les structures géométriques

1.1 Structures géométriques, sous-structures et corps

Définition 1.1. Une structure infinie 91 est une structure géométrique si :

(i) Dans tout modeéle M de Th(M), acl”™ définit une prégéométrie.

(ii) Pour toute formule o(x;%) de Ly, il existe n € N tel que Vb € M o(9;b) est fini
ssi (M b)| < n.

Remarque. :
— Du fait que acl est une prégéométrie, on peut définir une notion de dimension
avec la propriété d’additivité :

dim(a, b/ A) = dim(@/A, D) + dim(b/A)

— On peut définir une bonne notion d’indépendance :
a |4 B ssidim(a/Au B) =dim(a/A)

Lemme 1.2. Soit M une structure géométrique saturée.

(i) Si Ac Bc M et p un type partiel sur A alors dim4(p) = dimp(p).

(i) Soit ¢(Z;y) une formule. Soit m < lg(z). Il existe une formule §(7) telle que pour
tout b dim((z;b)) = m ssi M &= 6(b)

(iii) Soit X7, ..., X des sous-ensembles définissables de M™.

dim(X; u...u Xy) =max(dim X;;i=1,...,n)

Démonstration. (ii)/ On construit par récurrence la formule dim(p(z;b)) > m.
On note N; le nombre tel que pour tout b ’ensemble

T4, i1, T - xn@(xlé o i1 MG Ty o T b)

est fini ssi son cardinal est plus petit que N;. B
e On a dim(p(z;0)) >1ssi \/ HZNZ'Q:Z@ A\ ngl)...Hxﬁ)lEla:g)l....flell)go(f;b) :
1<i<n 1<I<N;+1
En effet, cette formule affirme qu’il y a un ¢ tel que I'ensemble

= . LT e e T : : PP : J
3zp(x1; . im; M 4215 ... Ty b) est infini. Par compacité, il existe 91 = M avec (a7 ) jex,
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dans I telle que = Elfgo(a:l;...;xi_l;af;xi_l; ...;xp;b) pour tout j < Ry. Or, le nombre
de formules algébriques est dénombrable, ainsi il n’y a qu’'un nombre dénombrable
d’éléments algébriques. Donc il y a un a{ non algébrique sur @. Comme 91 est saturée,
le type de a’ est réalisé dans 90t par af. Ainsi on a bien @’ € M™ tels que a! ¢ acl(®) et
p(a’;b).

o dim(p(7;b)) > m ssi

\V/ PNag, FNmg, AN o N Fzy3wy, (75 0)

1<i1,. s im <NiE #1; 1SlmSNi1+1 1SlmSN¢m+1

L’hypothése de récurrence nous permet d’affirmer qu’il existe (en simplifiant les
notations) ai, ..., ay,, € M tels que dim(ay;...;a,-1) =m—1 et

>N, ~. .. -5
EIFVa, N\ e 32,0(@5 T 03 D).
1<I<Np+1
Par le méme raisonnement qu’a l'étape 1, il existe a,, ¢ acl(ai;....; am-1) €t g, ooy Gy

tels que & (a;b) et dim(a) > dim(as;...; ay) = m.
[

Exemples. Les ensembles fortement minimaux et les structures o-minimales sont des
structures géométriques.

Définition 1.3. Soit 9 une structure géométrique saturée.

(i) On dit que M a la propriété (E) si : dés que X € M™ est définissable et dim X =m
alors il n’existe pas de relation d’équivalence définissable E sur X avec une infinité de
classes de dimension m.

(i1)On dit que 9 a la propriété (S) si: dés que X € M™ est définissable et dim X = m et
©(%;7) une formule, alors il n’existe pas de de suite (b;)sey telle que dim(X N (Z;b;)) =
m pour tout i € N et dim(p(Z;b;) A p(Z;b;)) <m pour i # j.

Si M n’est pas saturé, il suffit qu'un modeéle saturé élémentairement équivalent ait
la propriété (E) ou (S;) pour le dire de 9.

Définition 1.4. Soit D un ensemble fortement minimal avec l’élimination des quanti-
ficateurs dans L. Soit F une sous-structure infinie de D.

On dit que F' est une sous-structure géométrique de D si :
(i) F' est une structure géométrique.
(ii) del(F) = F.
(iii) Pour toutes structures (Dp; Fy) modeéles de Th(D; F') avec A € Fy et a € Fi, si
a € acl(A) il existe ¢ définie sur A telle que F} £ (a) et ¥(D) est fini.

Remarque. Cette définition permet d’avoir facilement :
— acl(A) = Fynacl”'(A)
— Si X € D™ est un ensemble définissable a paramétres dans F', alors X (F') = X nF™"
est également définissable dans F'.



Lemme 1.5. Soit F une sous-structure géométrique de D. On suppose que D a I’élimi-
nation faible des imaginaires. Soit A S F' tel que acl(A)nF=A etacF.

Alors qftp(a/A) est stationnaire. (Il existe Ag € A fini tel que qftp(a/Ag) est sta-
tionnaire et a | 4, A)

Démonstration. Soit V' la variété affine définie sur A et dont a est un point générique.
On a A[V] ~ Ala] ~ A[X]/Iy, donc V est une variété irréductible sur A car A[a]
est intégre. A est parfait, on a A(anacl(A)) = A, donc V' est une variété absolument
irréductible et ainsi qftp(a/A) est stationnaire. O

Définition 1.6. Soit F un corps (£ ={0;1;+;+-}).
_ On dit que F’ est un corps géométrique si F' est une sous-structure géomeétrique de
F ou F est la cloture algébrique de F' ( au sens de la théorie des corps).

Remarque. 1. dcl(F') = F donc F est parfait.
2. acl’(A) =acl(A)n F =k(A)nF.

Proposition 1.7 (admis). Les corps suivants sont des corps géométriques :
1. Le corps des nombres réels R ;
2. Le corps des nombres p-adiques Q,, ;

3. Les corps pseudo-finis.

1.2 Un théoréme de configuration de groupe

Théoréme 1.8. Soit F' une sous-structure géométrique d’un ensemble fortement mini-
mal D avec I’élimination des quantificateurs.

On suppose de plus :

(i) D a ’élimination des imaginaires.

(ii) Pour tout sous-ensemble A fini de F, et tout sous-ensemble X A-définissable de F™",
X a un point générique.

(iii) G est un groupe définissable dans F'.

Alors il existe un sous-ensemble fini A de F sur lequel G est définissable, un groupe
connexe H A-définissable sans quantificateur dans D et des points a, b et ¢ dans G et
a', b’ et ¢ dans H(F') tels que :

(a) a-b=c (dans G) et a’- b’ = ¢ (dans H);

(b) acl(aA) = acl(a’A), acl(b’A) = acl(bA) et acl(c’A) = acl(cA);
(c) a et b sont des points A-génériques de G et a |4 b;

(d) de méme a’ et b' sont des points A-générique de H et a’ |4 b'.

Corollaire 1.9 (Applications aux corps). F' désigne R,Q, ou un corps peudo-fini w-
saturé. Soit G un groupe définissable dans F sur Aq fini.

Alors il y a un sous-ensemble fini A 2 Ay et un groupe connexe algébrique H défini
sur F'(A) tel que il existe a, b, c €G et ', V', ¢’ €H vérifiant (a), (b), (c) et (d) du théoréme
précédent.



Notation. On pose acl(A4) = acl”(A) et dcl(A) = dcl”(A).
Comme F est une sous-structure géométrique de D, on a acl” (A) = F nacl”(A).

De plus, comme D a 'élimination des quantificateurs, acl”(A) = qfacl”(A) et
dcl?(A) = gfdcl? (A) = qfdcl” (A).

Démonstration du théoréeme 1.8. Soit Ag € F fini tel que G soit défini (en tant que
groupe) sur Ay, dim G = n. Soit a,b Ag-indépendant et Ag- générique dans G. On pose
¢ =a-b On a dim(a/Ay) = dim(b/Ay) = n et par additivité dim(a,b/Ay) = 2n et
dim(a, b, c¢/Ag) = 2n. Dans F, on a c € dcl” (a,b, Ag) et b e dcl” (a, ¢, Ay)

e Passage de dcl” a dcl”

Lemme 1.10. Il existe A; € F fini, Ay € Ay avec ab |4, Ao et il existe ai,b1,¢1 € F
tels que acl(ady) = acl(a;As), acl(bAs) = acl(b1As) et acl(cAs) = acl(c1As) et de plus
b1 € qfdcl(Agalcl) et c; € qdel(AQCI,lbl).

Démonstration. Soit z' € G générique sur AgU{a;b}. On pose y' =z'-bet 2/ =z’ -a”!
(on a z’-c =y'). Puisque 2',y’, 2’ sont deux & deux interdéfinissable sur Ay U{a,b,c},
on a dim(y’, 2’/ Ao, a,b,c) = dim(z'/ Ag, a, b, ¢) = dim(x'/ Ay, a, b, ¢) = dim(x'/Ag,a,b) =n
Donc dim(a, b, ¢,y’, 2’| Ag) = dim(y’, 2'[ Ao, a, b, ¢) +dim(a, b, ¢/ Ag) = 3n. Comme ¢ | 4, ¥’
et z' € acl(c,y’), on a dim(a,b, c/Ag) = dim(z’, c,y'[Ag) = 2n (*).
Affirmation : Soit ¢’ € D tel que qftp(c’/a,b,y’, 2, Ag) = qftp(c/a,b,y’, 2", Ag), alors
c eacl(c, Ap).

En effet : Sinon on a dim(c,c¢//Ag) > n+1 On a ¢ € acl”(Ay,a,b) donc c €
acl? (Ag, a,b) donc ¢ € gfacl” (A, a,b) donc ¢ € gfdcl” (A, a,b), donc ¢ € acl” (A, a,b).
Donc dim(a, b, ¢,c'[Ag) = dim(a, b, ¢/ Ag) = 2n.

dim(a,b/c,c'cAg) = dim(a, b, c,¢'[Ag) —dim(c,c’[Ag) <2n-n-1<n-1

De (*), on déduit que a,b L a,. 2/, y’, donc y'z’" |4, acl(a,b, ¢, Ag) donc y'2" La,ca,b, ¢’
et y'2' Lag.ce ab.

dim(a, b, 2",y ¢, ' [Ag) = dim(a,b/z",y' ¢, ', Ag) + dim(2', 4, ¢, ¢ [ Ag)
=dim(a,b/c, ', Ag) +2n car ab L, e 2"y

<n-1+2n<3n-1 Contradiction!

On a c € del¥(Ag,a,b) Ndcl? (Ag, 1y, 2") d’ont ¢ € acl®?(Ag,a,b,y’,2"). Soit X = {v =
¢;¥2; .57 lensemble des conjugués de ¢ dans D au dessus de Ag,a,b,y’, 2. Par
laffirmation et I’élimination des quantificateur dans D, X ¢ acl(cAy). Comme D
a I’élimination des quantificateurs, soit ¢; le paramétre canonique de X, on a ¢ €
del® (a,b, 2", y", Ay), crafdcl(a, b, 2"y, Ag), donc ¢; € del” (a, b, 2"y, Ag) et ¢y € F.

On pose a; = (a;2"), by = (b;y') et A1 = AgU{z'}. On a ¢; e dcl(X) et X ¢ acl(c, Ao)
donc ¢; € acl(e, Ay) et c e acl(cyAy), d’ou acl(eq, A1) = acl(e, Ay). On a aussi acl(ay Ay) =
acl(aAy), acl(b1 A1) = acl(bA;) et ¢; € qfdcl(Ay,ar,b1) (x*).
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Soit z; € G générique au dessus de A; U{a;b}. Soit x1 = z1-a y1 = 21-¢, alors x1-b = y;.
On a :

— 1 La, b, car 1 21 La, abdonc 21 La,ab, 1 Lage b donc xy La, bcarb 4, a;

— dim(z1/A1) = n, car :x1 et z; sont interdéfinissables sur Ajab et dim(z1/Ajab) = n;

— x1b La, ', car 1 b La, @' et dim(z;/A1b) = dim(z;/Ag) ce qui donne xy [ a,p 2.

En utilisant le méme raisonnement, on peut trouver xs, y» et by dans F' tels que
acl(zy, Ay) = acl(xg, Ay), acl(y1 A1) = acl(y2A4;), acl(bA;) = acl(baAy) et
yo € gfdcl(xg,be, A1) (* * x). Comme acl(b, A;) = acl(by, A1) on peut supposer que by
contient bl. Ona dim(ah bQ, C1,T2, yQ/Al) =3net dim(xg, Yo, bg/Al) = dim(al, C1, bg/Al) =
2n.

Soit bl vérifiant le méme type sans quantificateur de by au dessus de A; U{ay, ¢1, 22,92},
par le méme raisonnement que dans l'affirmation, on trouve que b} € acl(Ay,b2). On
pose Ay = Ay U{z1} donc by et b} ont le méme type sans quatificateurs au dessus de
AyU{ay,c1,x9,y2} et by € acl(Ag, be). Soit by le paramétre canonique de l'ensemble fini
des conjugés de by dans D au dessus de Ay U{aq, c1, T2, yo } alors bz € qfdcl(As U{aq, c1, 22,92}
On a par (x*) et (% * x) yo, ¢1 € gfdcl( Az U{aq, x2,b2}) Donc il existe f, g deux fonctions
définissables sans quantificateur & paramétres dans A, U {ag;x2} tel que yo = f(by) et
c1 = g(by). Comme b}, satisfait le méme type sans quantificateur que by au dessus de
Ay u{ay;xe;ye;c1} alors, on a aussi yo = f(b)) et ¢; = g(b}). On en déduit finalement
Yo, 1 € qfdel( Ay U {ay; as;b3}).

On renomme (aj;xy) comme ay, (y2;¢1) comme ¢; et by en by, ce qui prouve le
lemme. ]

On pose A =acl(Az)n F.
Lemme 1.11. Les types qftp(ay;bo;c1/A) et qftp(by,c1 : A, aq1) sont stationnaires.

Démonstration. Par le lemme 1.5, comme A est algébriquement clos dans F, qftp(ay, b1, c1/A)
est stationnaire, et qftp(b;/A) est stationnaire. Comme b; |4 a; alors qftp(bi/A,a;)
est également stationnaire (toute extension non déviante de qftp(b1/A,a;) est une
extension non déviante de qftp(b;/A)). Enfin qftp(by,c1/A,a1) stationnaire car ¢; €
qfdcl(A, aq,by). O

e Définitions de germes On peut maintenant considérer o dans D, la base cano-
nique de qftp(by,c1/A,a1), on a o € qfdcl(A,a;) donc o € F. On pose :

r=dqftp(c/A) @ =qftp(bi/4) ¢ = dftp(c1/A)
On a dim ¢, =dim gy =n.

Lemme 1.12. Le type r est stationnaire et dimr =n.
Deplus, 0 La b1, olaci et ¢ eqfdcd(A;o;b1), by eqfdcl(A;o;cr).

Démonstration. Par le lemme 1.5, r est stationnaire. aj, b; et C; sont deux a deux
A-indépendants. Comme o € acl(A,a;), on a dimr < dim(a;/A) = n. De plus o
est A-indépendant de by et de ¢; car a; Pest. Du fait que ¢; € ¢fdcl(A;as;b1) et
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by € qfdcl(A;ay;c1), comme o est une base canonique de qftp(by;ci/A,ar), alors ¢ €
qfdcl(A, o,b1) et by € qfdcl(A,0,¢1). En particulier, n = dim(c;/A,b;) < dim(o/A,by) <
dim(o/A), donc dimr = n. O

r va étre le type d’un germe inversible qui envoie génériquement ¢; sur ¢o. C’est-
a~dire il existe une fonction A-définissable partiel p telle que ¢; = p(o;b1), on note
c1 = 0-by. De plus, si 0/ =1 et b] E ¢ avec o’ |4 b}, alors u(o’;b)) = o - b} est bien
définie, réalise g2 et est indépendant de o’ et de b]. En effet : comme 0’ =4 o, b =4 by
et o’ L4 b] et o L4 by, alors par le lemme 0.1 tp(o’;b]/A) =tp(o;b1/A).

De méme, il existe une fonction partiel A-définissable v telle que v(o;c;) = by noté
o7l ¢; et telle que pour o’ et ¢} des réalisations indépendantes de r et de ¢o respecti-
vement et (o/)7!- ¢ réalise ¢1 et o-((0')1-¢1) =¢1.

Lemme 1.13. Soit 01, 0o des réalisations de r et b’ une réalisation de ¢; avec
V' Laoy,oo.
Siop-b =0y-b alors o1 = 0y.

Démonstration. Montrons que oy est la base canonique de p = qftp(¥, ¢’/ Aoy, 02) Soit
se A, et ¥(x;y;s) une formule :

U(x;y;s) epssi EY(b,c'ys) ssi EY(bi;cr;s) ssip(z;y;s) € qftp(br;ei/A)
ssi Edip(s;o) ssi Edip(s;or)

donc qftp(¥', ¢’/ A, 01) est bien définissable sur oy, on a V', ¢’ | 4, 02 aussi
aftp(v', ¢’/ Aoy, 02) est également définissable sur o;. Il vient que o7 est une base cano-
nique de qftp(b’,c’'/A, 01,03), il en est de méme pour o3. Donc o1 = 5. ]

e Construction d’un germe d’une fonction inversible de ¢; dans ¢; Soit oy,
o9 des réalisations A-indépendantes de r. (On peut choisir o1, 05 dans F.) Soit by une
réalisation de ¢; indépendantes de 01,09 au dessus de A. Ainsi oy - by réalise ¢y et est
indeépendante de o9 ( car by L4 01,02, by Lag, 02, AU 01 by Lay 02 €t 01-b2 La 0o
car oy L4 01). Aussi 051« (01 - by) = by réalise ¢;.

oyt -0y est le germe d’une fonction inversible de ¢; dans ga.

Lemme 1.14. b3 € qdel(A,O'l,O'Q,bQ) et b3 € qdel(A,O'l,O'Q,bQ). On a bQ La 01,09 €t
by La 01,09. De plus qftp(be, b3/ A, 01,07) est stationnaire.

Démonstration. On a, par la construction des germes, b3 € qfdcl(A, o1,09,b2) et by :
inqfdcl(A, o1,09,b3). Comme by |4 01,02, on en déduit que oy -by |4 01,09, il vient
alors que oy' 01 -by L4 01,09 i.e. b3 L4 01,02. En faisant la méme démonstration pour
le lemme 1.11, on obtient que le type qftp(by, b3/ A, 01,09) est stationnaire. ]

On appelle 7 la base canonique de qftp(by,b3/A,01,09) dans D, comme en 1.12
bs € qftp(A;7;b2) et bz € [qftp(A;T;b3). On note s = qftp(7/A). s est stationnaire, et
on peut voir 7 comme le germe d’une fonction inversible de ¢; dans lui-méme. On écrit
T-by=bs et 771 b3 = by.

On a 'analogue du lemme 1.13 :
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Lemme 1.15. Si7-0'=0" et 7/-b' =b" avec b/ | 4 7,7', alors 7 =7'.

On peut donc écrire 7 = o' - 07. Ainsi, 7 € gfdel(oq, 092, A), o1 € qfdel(7, 02, A) et
o9 € qfdcl(7, 01, A). 1l vient que 7 est indépendant de by et de b3 au dessus de A. On
note T'bg = b3 et 771 ‘b3 = bQ.

Lemme 1.16. dims =n, et 7 est indépendant de o; et de oy au dessus de A.

Démonstration. On pose oy1-by = c9 et donc gy-bg = ¢o. Comme by | 4 01,09, il vient que
by Labset eyl by,bs. On a aussi 7 | 4 be. 7 et by sont inter-définissables au dessus de

Au{by}, ainsi :
dim(7/A) = dim(7/A, by) = dim(bs/A, by) = dim(b3/A) =n
donc dim s = n. On a aussi 0; et ¢ sont inter-définissables au dessus de Au {b,}, donc :
dim(o1/A, by, b3) = dim(c/A, by, b3) = dim(c/A) =n

Donc o1 [ 4 ba, b3 et 01 L4 7. On a de méme o9 [ 4 7. O

e Application du théoréme 0.5 et conclusion

Lemme 1.17. 1l existe une fonction f définissable (sans quantificateur) dans D a
parameétres dans A, telle que :

(i) si 71 et 7o sont des réalisations indépendantes de s, alors f(71;72) réalise s et est
indépendante de 7 et de 75 au dessus de A;

(ii) si, de plus, b’ réalise q; et b’ |4 71,70 alors f(m;7m) -0 =71 (12-0).

Démonstration. Soit 11 et 5 des réalisations indépendantes de s et b’ une réalisation de
¢ tel que b | 4 71, T2. Soit maintenant o, une réalisation de r telque o} | 71, 72,b". Alors
par le lemme 0.1, on a qftp(oy;7/A) = qftp(o); 1/ A) et qftp(or;7/A) = aftp(oh; 2/ A).
Ainsi il existe o] et o} des réalisations de r tels que 71 = (07)7!-05 et 72 = (¢})!-05. On a
que To-b" E gy et To-b |4 71, ainsi ¢/ = 71+ (72-b") est bien défini. Il vient que o1 |4 03, on a
aussi b’ | 4 01,03. Sion pose 73 = (07) 710}, alors 73 réalise s et clairement 73 est la base
canonique de qftp(b’, ¢’/ A1, 71, 72). Aussi 730" = ¢’ et il existe une fonction A-définissable
(sans quantificateur) f tel que f(71;72) = 73. Le lemme est ainsi prouvé. O

On va maintenant appliquer le théoréme 0.50u f va étre la fonction définie par le
lemme 1.17 et la fonction g est donnée par (7;b) — 7-b. Il reste a vérifier ’hypothése
(i)

Prenons 7, et 73 des réalisations indépendantes de s et b une réalisation de ¢;
vérifiant b |4 71,72, 73. Par 1.17, il est clair que 71 - (72(73 - b)) = f(71; f(72;73)) - b =
f(f(r;72);73) - b. Alors par 1.13

On peut maintenant appliquer le théoreme 0.5. Soit h et X et h; et ho donnés. On
peut supposer que h; et hy sont toutes deux l'identité. On a ainsi que s est le type
générique de H et ¢y celui de X. Si 77 et 7 sont des réalisations indépendantes de s,
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alors 71 - 7o dans le groupe H est donnée par f(71;72), de plus pour 7 E s et b E ¢ avec
7 La b 'application (7;b) — b définit bien I'action du groupe H sur X.

On consideére les éléments o, by et ¢; introduit précédemment . Soit o; € F tel que
o1ETet oy Lao,by,cr, onacy=07!¢ est dans F, réalise ¢; et est indépendant de o4
au dessus de A. On a aussi 7 = 07! -0 est dans H(F) et réalise s de plus, 7 [ 4 07. On
pose Ay =acl(A;0-1)n F, alors :

dim(a,b,c/A1) =2n, acl(A;;7)=acl(A;a) et acl(Aj;er) =acl(Ag;ce)
Soit maintenant 71 € F tel que 71 = s et 71 La, 7,1, Co. Posons 1o = 771 et by = 771-by,

alors 75 - by = 2, on peut voir que by | 7,72,b1. On pose Ay = acl(Ay;bo) N F, alors :

dim(a,b,c/Ay) =2n, acl(Ag;a) =acl(Ag;7), acl(Ag;b) = acl(Ag; 1),

acl(Ag,c) =acl(Ag; ) et 7.1 =7

On renome 7, 71 et 75 en a’, b’ et ¢’ respectivement, ce qui termine la démonstration.

]
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Chapitre 2

Les groupes définissables dans R et
dans Q)

2.1 Propriétés de R et de Q,

Fait 2.1. Dans le langage £ = {0,1, +, -, -, <}, R admet I’élimination des quantificateurs.
Dans le langage Ly = {0,1,+, -, -, div, P, | n e N*} (ou P,(z) «— Jy y" =x Ay #0),
Q, admet ’élimination des quantificateurs.

Fait 2.2. Dans R" les ensembles définissables sont de la forme :
{(z1;..5mn) e RY| fi(xy; . 20) = 0A A fi(@; o ) = OAgy (21 o520 ) < OALAgy (25520 ) < OF
ou les fonctions fi, ..., fx, 91, -..., g sont des polyndmes.

Les ensembles définissables dans les corps réel et p-adiques sont souvent appelé
semi-algébriques.

Fait 2.3. F désigne R ou Q,.

(i) Soit X un ensemble définissable de F™ et soit f : X — F une fonction dé-
finissable. Alors il existe un ouvert Y définissable dense dans X tel que f | Y soit
analytique.

(ii) Soit k& un sous-corps de F', alors acl(k) = dcl(k).
Fait 2.4. 1. R a la propriété (£) mais pas (S7).

2. Q, n’a pas la propriété (EF).
Fait 2.5. F désigne R ou Q,. Soit A un sous-ensemble dénombrable de F', soit X un
sous-ensemble A-définissable de F™.

Alors X contient un point générique au dessus de A, c’est a dire il existe a € X tel

que dim(a/A) = dim(X).
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Lemme 2.6. F désigne R ou Q,. Soit X un sous-ensemble A-définissable de F™ et
aeX tel que dim(a/A) =n.

Si ¢(Z) est une A-formule tel que = ¢(a) alors il existe un voisinage ouvert définis-
sable U de a dans X tel que ¢(Z) est vérifiée pour tous les éléments de U.

Démonstration. e sur R, par I’élimination des quantificateurs , le type a est déterminé
par les formules atomiques qui sont de la forme :

f@=0 ou f(a)<0 ou f(a)+0

ou f est polynomiale. Comme a est un uple de n éléments indépendants, on ne peut
pas avoir f(a) =0 pour aucun polynome.

Ainsi les seules formules atomiques vérifiées par a définissent des ouverts car f
est continue. Ainsi toute formule ¥ (Z) € tp(a/A) est impliquée par une combinaison
booléenne positive de formules qui définissent des ouverts. Donc il existe un voisinage
de a ouvert telle que ¥ (Z) est vérifié dans ce voisinage.

e sur Q,, on procéde de méme : on a, en effet, par I’élimination des quantificateurs,
que le type de a est déterminé par des formules atomiques de la forme :

f(@)#0 ou v(f(7)) =v(9(z)) ou v(f(7)) <v(g(z)) ou Fu(f(7))

ou f et g sont des fonctions polynomiales.
Ces formules définissent des ouverts (y compris P, (f(z)) par le lemme de Hensel).
En utilisant le méme raisonnement, on termine la preuve. O

2.2  Variétés et groupes de Nash

Définition 2.7. Une fonction de Nash est une fonction définissable dans le langage des
corps, analytique d’un ouvert définissable X de R™ dans R.

Définition 2.8.
1. Une variété réelle de Nash de dimension n est un objet (X; Vi; Vo, ..; Vis fi5 .5 fr)
vérifiant :
(i) X est un espace topologique séparé;
k
(ii) Les V; sont des ouverts de X, et X = JV;;
i=1
(iii) f; est un homéomorphisme de V; sur U; de R™ ouvert définissable
(iv) Pour tout , j, 'homéomorphisme induit par fo f;* de f;(ViNVj) € U; vers fi(ViNVj) <
U; est une fonction de Nash (définissable et analytique).
2. Une application de Nash entre deux variétés de Nash (X;Vi;...; Vi fi5..5 fr) et
(Y Wi ; Wi g1 .. gm ) est une application h: X — Y continue telle que
(i) pour 1 <i<k,1<j<mona U= fi(f1(W;)NV;) est un ouvert définissable de
Ui;
(ii) gj o ho fi' My, , est une fonction de Nash.

.
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3. Une variété de Nash est dite affine si il y a un plongement de Nash de X dans
un certain R™.

Remarque. — Si f est un plongement de Nash de X dansY, on dit que f(X) est
une sous-variété de Nash.

— Si X et Y sont des variétés de Nash, alors X x Y a une structure de variété de
Nash.

Définition 2.9. Une groupe de Nash réel est une variété de Nash équipée d'une struc-
ture de groupe tel que - et ! sont des applications de Nash.

Remarque. Toute variété de Nash est naturellement interprétable dans R, donc défi-
nissable par I’élimination des imaginaires.

Pillay a démontré que tout groupe définissable dans R est définissablement iso-
morphe a un groupe de Nash.

Fait 2.10. Si G est groupe algébrique défini sur R, alors G(R) est un groupe de Nash.

On peut également définir les mémes objets et avoir les mémes propriétés avec Q,.

2.3 Propriété des groupes définissables

Théoréme 2.11. F désigne R ou Q,. Soit G un groupe de Nash sur F.
Alors il y a un groupe algébrique H défini sur F et un isomorphisme entre un
voisinage de 1'élément neutre de G et un voisinage de celui de H(F).

Démonstration. G est un groupe définissable sur F.

Par le Théoréme 1.8, on a un groupe H connexe définissable sans quantificateur,

avec a,b,ce G et a’,b',c’ € H tels que :

(a) a-b=c (dans G) et a/- b’ = ¢’ (dans H);

(b) acl(aA) = acl(a’A), acl(bA) = acl(b’A) et acl(cA) = acl(c’A);
(c) a et b sont génériques et a |4 b;

(d) a’ et b’ sont génériques et a’ |4 b'.

Soit k = Fy(A) le sous-corps de F' engendré par A. Par le théoréme de Weil, on peut
supposer que H est un groupe algébrique défini sur k. Par le Fait 2.10, H(F') est aussi
un groupe de Nash.

Par le Fait 2.3 a et o/ sont interdéfinissables sur k, ainsi que b, b’ et ¢, .

Lemme 2.12. Il y a des voisinages k-définissables U,V et W dans G de a,b et ¢
respectivement et U’ V' et W’ dans H(F') de a’, V', ¢’ et des fonctions k-définissables
f, g et htels que :

(i) f(a) =a’ et f est un Nash-homéomorphisme de U dans U’

g(b) =V et g est un Nash-homéomorphisme de V' dans V'

h(c) = c" et h est un Nash-homéomorphisme de W dans W’

(i) Va" e U, Yb" eV f(a")-g(b") =h(a"-b")

(i) Vo, zeU x - ceVetz-at-ce W
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Démonstration. (1)/ Comme a et a’ sont interdéfinissables, il existe ¢(x;y) dans L
telle que F = p(a;a’) et F e a'o(a;z") A zp(x;a).

Comme dim(a/k) = dim(a’/k) = n, par le Lemme 2.6, il existe un voisinage U; de a
dans G et U, de o dans H, tels que pour tout x € Uy on a F = Ila'¢(x;2"), et de méme
pour z € Uy F = zp(z;z’).

On obtient ainsi deux fonctions k-définissables f: Uy — F™ et f~1: Uy — F™ et
telles que f(z) est 'unique y qui vérifie E p(x;y). Par le Fait 2.3 il existe un ouvert
dense Us de U; k-définissable tel que f Iy, est analytique. Par le Lemme 2.6 , a € Us.
De méme, il existe Uy ouvert dense de U, k-définissable tel que f~! |, analytique et
a' e U4.

On a ainsi un ouvert U > a sur lequel f est un Nash-homéomorphisme dans un
voisinage U’ de a' tel que f(a) = a’. Par le méme raisonnement, on trouve V', V' et W,
W,

(ii)/ Comme dim(a,b/k) =2n et f(a)-g(b) = h(a-b) alors il existe un voisinage Z
de (a,b) dans F?" tel que pour tout (z,y) € Z f(z)-g(y) = h(z-y). On peut rétrécir
U,V tels que UxV c Z.

(iii)/ On peut rétrécir U, V tels que U-V ¢ W (dans G et U™t -cc V.

]

Lemme 2.13. L’application x : U™t -a — (U’)™! - a’ défini par x(z7'-a) = f(z)1-d
est un isomorphisme local entre un voisinage de l'identité dans G et un voisinage de
l'identité dans H(F).

Démonstration. On sait déja que x est un Nash-homéomorphisme entre U=t-a et (U’)!-
a’. il reste & montrer que x(z-y) = x(z) - x(y) pour tout x,y € U~!-a qui vérifient
x-yeUt-a.

On pose x =z 1-a et y =y -a. Il existe 2z tel que 2’1 -a -yt -a=2"1-a, c’est-a-dire
a=x"-z"1-qy.

On pose by =x'1-c et ¢y = z-b;. Par le Lemme 2.12(iii) by € V et ¢; € W.
Onay b=y -at-a-b=y - -atl-c=y -yt -z-2/"1-c=cy. Parle Lemme 2.12 (ii)
f(y)-g(b) =h(cr)
f(2)-g(b1) = h(c1)
f(@)-g(br) = h(c)

f@)- £ f @) g@) = (@) - f(2) 7 h(er)
= f(a")-g(br)
= h(c)
= f(a)-g(b)
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Dlou f(a') - f(2)71- f(y') = f(a), et

x(@) - x(y) = x(z""a) - x(y" - a)
= f(@) - fla)- f(y) ' fla)
= f(2)"- f(a)
=x(z7'-a)

x(@) - x(y) =x(z-y)

[l
[l

Remarque. Dans le théoréme 2.11, on ne peut pas faire mieux qu’'un isomorphisme
local.

Considérons, en effet, dans R le groupe de I'addition modulo Z c’est un groupe de
Nash, définissable dans R, mais il n’admet pas de fonction de Nash non constante dans
R, alors que toute partie rationelle d’un groupe algébrique admet un plongement de
Nash dans R”.

19



Chapitre 3

Les groupes définissables dans les
corps pseudo-finis

3.1 Définition et propriétés des corps pseudo-finis

Définition 3.1. Soit F un corps.
On dit que F est un corps pseudo-fini s’il vérifie les axiomes suivants :
— F est un corps parfait ;
— F a exactement une extension algébrique de degrés n pour tout n;
— F est pseudo-algébriquement clos : i.e. toute F-variété absolument irréductible
posséde un point rationnel.

Remarque. La théorie des corps pseudo finis est ’ensemble des énoncés qui sont vrais
dans tous les corps [F, pour ¢ assez grand.

Fait 3.2. Soit I et Iy deux corps pseudo-finis, et E ¢ Fy 0 Fy un sous-corps.
Alors F} =g F5 ssi il existe un E-isomorphisme entre £ n F} et B n F5.

Fait 3.3. Soit F' un corps pseudo-fini, et E un sous-sorps de F', a € F'.
tp” (a/E) est déterminé par des conjonctions de 3t f(a;t) = 0 et de Vtf(a;t) # 0, on
feE[X;T].

Fait 3.4. Soit F' un corps pseudo-fini.
Tout ensemble définissable X ¢ F™ peut s’écrire m(W) ou W ¢ Fn*™ est défini par
des équations et 7 |y est a fibres finies.

Fait 3.5. Les corps pseudo-finis sont des corps géométriques avec la propriété (S).

3.2 Stabilité locale

3.2.1 Formules stables

Vocabulaire. Soit 6(z;y) une L-formule.
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— une instance de 0 est une formule de la forme : §(z;a) avec a € M ;

— une é-formule est une combinaison booléenne d’instances de 9 ;

— une § — A—formule est une d-formule & paramétres dans A ;

— un é-type complet sur A est un ensemble maximal et consistent de d — A—formules,
on note S5(A) ensemble des d-types sur A ;

— si pe S(A), on note p|d 'ensemble des d-formules de p.

Remarque. Si p € Ss(M) ou M est un modeéle, p est déterminé par I'ensemble des
instances de d et -0 qui sont dans p.

Définition 3.6. Soit p € S5(M).
On dit que p est définissable s’il existe une formule £(y) a parameétres dans M telle
que :
VYae M d(x;a) epssi Ee(a)

Une telle formule (si elle existe) est unique (& équivalence pres).
Sip=qld ou ge S(M), € est la §-définition de q.

Définition 3.7. La formule §(x;y) est dite stable s’il n’existe pas de suites (a;);en €t
(b;)ien dans M, tel que = d(a;;b;) ssi i < j pour tout i et j.
La théorie T est dite stable si toute formule ¢(z;y) de L est stable.

Remarque. 1. Sid(x;y) est stable alors il existe n € N tel qu’il n’existe pas de suite
finie (@;)i<n €t (b;)icn telles que E §(a;;b;) ssii< j (pour 4,7 < n).

2. Si §(x;y) est stable, alors §'(y;z) = 0(z;y) Vest aussi.

3. Si01(x;y1) et da(x;y2) sont stables et si d3(x; (y1;92)) est une combinaison boo-
léenne de 97 et do, alors d3 est stable.

Proposition 3.8. §(x;y) est stable. Soit p(x) € S(M).

(1) p|o est définissable.

(ii) 'y a ¢y, ..., ¢, dans M tel que la §-définition de p est équivalente & une combinaison
booléenne positive de §(¢;; ).

(i) Si A € M et si M est |A|*-saturé, alors les éléments ¢y, ..., ¢, peuvent étre choisis
tels que ¢; = plAU{c1;...;cio1}-

Démonstration. .
0. Par la remarque précédente, on sait qu’il existe NV € N tel que
(1) Bci,ai(i < N) tels que Ed(¢;a5) ssii<j
(i) Aci, bi(i < N) tels que E -d(c;;b;) ssii<j
Soit DT = M, et soit ¢* une réalisation de p(x) dans . On peut supposer qu’il existe
d, e dans M tels que E d(cx;d) A =d(c*;e).
1. On va construire par récurrence :
— une suite d’éléments cg, ¢y, ..., ¢;, ... de M;
— des ensembles K (i), L(i) € P({0;...;i - 1});
— des éléments a® et b' dans M pour chaque s € K (i) et t € L(i).

21



e On choisit ¢y arbitraire dans M. On pose L(0) = K(0) = {@}.

e On suppose construits co, c1, ..., ¢y, K(0),...,K(n), L(0),...,L(n) et af, bl pour
se K(i) et teL(i) (i<n).

Kn+1)={Wc{0;..n}3aeM VjeW &d(c;a)et =-0(cx;a)}

On pose pour W € K(n+1), /', un témoin, ie.. Vj € Wk d(¢;;al ) et E
“(exsalt,).

Ln+1)={Wc{0;..;n}|3be M VjeW &-6(c;;b) et &d(cx;b)}

On pose pour W e L(n + 1), b, un témoin, ie.. Vj € W & =d(¢;;b ) et E
d(cx;byy)-

On remarque que K(n) € K(n+1) et L(n) € L(n + 1), on peut faire en sorte que
a$ = as,, (pour s € K(n)), on notera cet élément a*, de méme on définit O* (pour
te K(n)).

On pose B,,1 = {a5|5 e K(n+ 1)}U{bt|t € L(n+ 1)} On choisit ¢,.; dans 9 tel
que £ §(cps1;d) ssi &= d(cx;d), pour tout d € B(x) (en effet c’est exprimable par une
formule et vérifié par ¢* dans M donc aussi dans 9.).

On remarque que si MM est |A|*-saturé, alors p I (Au Bu{c;...;c,}) est finiment
réalisé puisque réalisé dans 91 par ¢*, on peut donc exiger ¢,,1 Ep | (AuBU{cg;...;¢,}).

2. Pouri<n, se K(i) et te L(i), on a E =d(cy;a®) Ad(cy;b'). En effet, a®,bt € B,,_1
et on a £ =d(cx;a®) Ad(cx;bt), done par(*) £ =(cp;a®) Ad(cy,; bY).

3.

Lemme 3.9. Supposons que i(0) < i(1) < ... < i(n) < w et pour un certain a € M
E 0(ci0); @) A .. AO(Cignyi a) A=0(cx;a). Alors il existe des éléments do,dy, ..., d, dans M
tels que = §(c;(;);dr) ssii<r (pour 0<j,7<n).

Démonstration. On a K(i(0)) #+ @ (car @ € K(0) ¢ K(i(0))). On pose dy = a® pour
s € K(i(0)), donc E =(c;(;); do) pour j =0, ...n.

Alors par hypothése Wy, = {i(0);...;i(k)} € K(i(k+ 1)), on pose di,1 = a™+. On a
donc E 0(c;(j); di+1) pour j <k et par 2. E =6(c¢;(0); di+1) pour k+1<j<n O

4.

Lemme 3.10. Supposons que i(0) < i(1) < ... <i(n) < w et pour un certain b € M
E =0(Ci(0); @) A .. A=0(Cign); 0) AO(c*;b). Alors il existe des éléments e, e, ..., e, dans M
tels que = —6(c;(jy;e,) ssii<r (pour 0< 7,7 <n).

Démonstration. idem en prenant e, = b"x o Wy, = {i(0);...;i(k)}. O

5. Soit @ € M. On note S, = {i € {0;..;.2N} £ 6(cisa)} et T, = {i € {0;...;2N}|
—|(5(ci;a)}. On a |T,] > N ou |S,| > N.

— si |T,| > N, d’aprés le Lemme 3.9, on a k= d(cx;a), donc §(x;a) € p(z).

— si |Sy| 2 N, d’aprés le Lemme 3.10, on a £ =d(c*;a), donc 6(z;a) ¢ p(x).
Ainsi §(z;a) ep(z) ssi \/ (A (cia)). O

we{0;...;2N} €W
W=N
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Proposition 3.11. Soit §(x;y) une L-formule.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 0(z;y) est stable;
(ii) pour tout modeéle M et p(x) € Ss(M), p(x) a une J-définition.
(iii) pour tout cardinal A > |T|, et tout ensemble de parameétre A :

|A] < A= [Ss5(A4)| < A
(iv) il existe un cardinal A > |T| tel que pour tout ensemble de paramétre A :
|A] < A= [Ss5(A4)| <A

Démonstration. (1)=(ii)/ donné par 3.8.

(ii)=>(iii) /Soit A € M et A > |T|. Soit M un modele de cardinal A contenant A. Par
3.12 tout type p(x) € Ss(M). Par (ii) ¢ est déterminé par sa d-définition. Comme il y
a au plus A formules dans £y, il vient que le nombre de types dans Ss(A) est majoré
par .

(iii)=(iv)/ évident.

(iv)=(i)/ Par contraposée, supposons d(x;y) instable. Soit A > |T| et u le plus petit
cardinal tel que p < A et 2# > A. On note #2 'ensemble des fonctions de p dans {0;1}.
Pour f, g €* 2 on définit f < g si il existe a < p tel que f 1o=¢ I et f(a) =0et g(a) = 1.
c’est un ordre total. Soit X c# 2 I'ensemble des fonctions constantes sur un segment
final, alors X est dense dans #2 et | X| < \.

Par compacité et comme d(x;y) est instable, il existe ar, by pour f e* 2 tel que
E 0(ap;by) ssi f < g. Soit M un modéle de cardinalité A contenant {b,;g € X}. Si
f#ge' 2, les 6 -types de ay et a, au dessus de M sont différents, donc [S5(M)| > A. O

Proposition 3.12. Soit §(x;y) stable. Soit p(x) € S(A) et M un modéle contenant A.
Il existe g(z) € Ss(M) tel que p(x)Uq(x) est consistent et q(x) est d-définissable
sur acl®/(A).

Démonstration. On peut supposer que I est |A|*-saturé et |A|*-fortement homogene.
Soit X = {q € Ss(M)|q(z) Up(x) est consistent}. X est un espace compact totalement
discontinu. Il existe un ensemble X, fini qui contient tous les types de rang de Cantor-
Bendixson maximum. X est laissé fixe sous I'action de Aut(9).

Soit q € Xg et ¥(y) € Ly sa d-définition. Pour f e Aut, (M), f(q) € Ss(M) a pour
définition f(v). {f(q)|f € AutA(9N)} € X est fini, donc {f(¢)|f € Aut4(IN)} est fini
aussi.

Montrons que v est équivalente a une acl(A)-formule, i.e.. Y = ¢(IM) est acl®(A)-
définissable. Soit ¢ € 9M® le parameétre canonique de Y. Y est c-définissable. Pour
f e Auta(9me?), f(¢) est le paramétre canonique de f(Y'), donc lorbite de ¢ sous
laction de Aut4(901¢7) est finie et ¢ € acl®/(A). Donc Y est acl®/( A)-définissable. O

Définition 3.13. Soit q(x) € Ss(M) et Ac M.
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— Si la 0-définition est & paramétres dans acl®/(A), alors on dit que q ne dévie pas
sur A.

— Si g(z) € Ss(B) et A c B, on dit que q ne dévie pas sur A si q a une extension
r € Ss(M) aun modele M qui ne dévie pas sur A.

Remarque. La Proposition 3.12 nous assure, en particulier, de I’existence d'une ex-
tension non déviante pour tout p € Ss(A).

Proposition 3.14. §(x;y) est une formule stable. On note §'(z;y) la formule §(y;x).
Soit p(z) € Ss(M) et q(y) € S (M).

On note e(y) la é-définition de p et o(z) la ¢’-définition de q. Alors o(x) € p(x) ssi
e(y) € q(y)-

Démonstration. Par la proposition 3.8, (y) est une §’-formule a parameétre dans M.
Donc soit £(y), soit —€(y) est dans ¢(y). De méme soit o(x), soit ~o(z) est dans p(z).
On peut supposer que p et g sont définis au dessus d’'un ensemble A c M, et que 91 est
|A|*-saturé. Par I’absurde, supposons que —o(z) € p mais £(y) € p. On définie (a;);en et
(b;)ien dans M par

a; Ep M AU{bo;...;bi1} et b = q M A J{ao;...;ai1}

En particulier, on a E -0 (a;) et = e(b;), donc =d(a;y) € ¢ et §(x;b;) € p, aussi ~d € ¢ |
AU{ao;..;ai-1} et 0(x;b;) e p t AU{bo; ...;bi1}. On en déduit = -d(a;;by) pour j > i et
E 0(a;;bj) pour i > j, cest a dire E §(a;;b;) ssi @ > j. Ce qui contredit la stabilité de &
et prouve la proposition. ]

Proposition 3.15. d(z;y) est une formule stable. Soit pi(x),p2(x) € Ss(M) définis
sur A< M qvec A= acl®(A).
Si p1|A = po|A alors p; = ps.

Démonstration. Soit b € M. On doit vérifier que 0(x;b) € py ssi 6(x;b) € pa. Soit qo(y)
le §’-type complet de b sur A. Par 3.12 il y a q(y) € Ss:(M) qui étends go(y) et tel que
la ¢’-définition est a paramétres dans A. Soit £;(y) la d-définition de p;(x) pouri =1,2.
Soit o(x) la §’-définition de q. €1, €5 et o sont a paramétres dans A.

Par la proposition 3.14 €1(y) € ¢ ssi o(z) € py ssio(x) € py ssi e(y) € ¢. Mais &;(y) € ¢
ssi E 0;(b). Donc k a1(b) ssi E 02(b). O

On note FERs(A) l'ensemble des relations d’équivalence définissables par des 6-
formule & paramétres dans A avec un nombre fini de classes d’équivalence.

Proposition 3.16. p(x) € Ss(A) et Ac M.
Soit X = {q(z) € Ss(M)|q est une extension non déviante de p}. Alors :
(i) X est fini;
(ii) Si 9 et suffisamment homogéne, alors Aut4(901) agit transitivement sur X ;
(iii) Il existe F(x1;22) € FERs(A) telle que pour tout ¢1, g2 € X ¢1 = g2 ssi q1(z1) Uga(x2) -
E(x1;12).
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Démonstration. (ii)/ Soit Y = {q | acl/(A);q € X }. Par la proposition 3.15, il suffit de
démontrer que Aut4(9N) agit transitivement sur Y. Il est claire que Y est laissé stable
par Iaction de Aut4(9N). Soit p;(z) un type complet sur A étendant p(z), et g(z) € Y.
Alors p1(x)Uq(x) est consistent.

En effet : sinon par compacité, il existe o(z) € g(x) telle que o(x)Upi(x) est
inconsistant. Comme p; () est laissé fixe sous I'action de Aut4(9N), chaque A-conjugué
de o est inconsistent avec pi(z). o(x) est une §-formule & paramétre dans acl®?(A) donc
o n’a qu'un nombre fini de conjugués au dessus de A. Soit 1 () une disjonction de ceux-
ci, donc 9 (z) est inconsistent avec p;(x) et est laissée fixe sous l'action de Aut4(9N).
Aussi () est une d-formule sur A de ¢, donc ¥ (x) € p, ce qui contredit le fait que p;
étends p. Donc p1(x) Uq(z) est consistent.

Soit ¢1,¢2 € Y. On peut donc choisir a = ¢; et b E ¢y tels que a,b = p;y (ie. tp(a/A) =
tp(b/A) = p1(x)). Soit f € Auto(IM) tel que f(a) =b. On pose g = f I acl/(A), on a
donc g(q1) = g2 (il suffit de le montrer pour chaque formule).

(1)/ Soit gy € X. Soit e(y) la d-définition de qg, (y) est & parameétre dans acl®(A),
et a donc un nombre fini de conjugués sous Aut(9M). Si f € Auto(9M) alors f(e) est
la 0-définition de f(gqy) € X. Donc par (ii) X est fini.

(iii)/Comme X est fini, il existe une collection finie de formules ®(z) qui différen-
cient les types de X . Par la proposition 3.15, on peut choisir des d-formules a parameétres
dans acl®(A).

Pour ¢1,92 € X : q1 = 2 ssi pour tout o(z) e ®(z) p(z) € q < p(z) € ¢o.
On peut supposer que ® est clos sous I'action de Aut4(9N).

On pose E(z1;22) = N ¢(21) < @(22). Alors E est clairement une relation d’équiva-
ped
lence & un nombre fini de classes qui satisfait (iii). O

Définition 3.17. Soit 6(z;a) une instance de ¢ stable.
On dit que d(z;a) ne dévie pas sur A, si pour un modeéle 9 contenant AU{a}, il
existe p € S5(M) contenant §(z;a) qui ne dévie pas sur A.

Proposition 3.18. .

1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 6(x;a) ne dévie pas au dessus de A;
(ii) II existe une combinaison booléenne positive de conjugués de d(x;a) consistente et
A-définissable ;
(iii) Tout ensemble de acl®( A)-conjugués de d(x;a) est consistent.

2. Si 6(z;a) dévie sur A, il existe une suite A-indiscernable (a;);ey avec tp(a;/A) =
tp(a/A) et telle que {d(x;a;);i € N} est inconsistant.

Démonstration. 1. On pose A; = acl®(A) et ¢(y) = tp(a/A;) (stationnaire) et 0T mo-
deéle |Al*-saturé contenant Au{a}. Par 3.12, on choisit ¢ * (y) € Ss:(M) définissable sur
A; consistent avec g(y). On note o(x) sa ¢’-définition.

Soit a* une réalisation de q(y) U ¢*(y). o(x) est équivalente & une combinaison
booléenne positive de formule §(x;a’) avec tp(a’[/A;) = tp(a*/A1) = q(y). Aussi o(z)
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est équivalente & une combinaison booléenne de A;-conjugués de 0(z;a) a paramétre
dans A;.

(i)=(ii)/ Supposons que 6(z;a) ne dévie pas sur A. Il existe p(x) € Ss(M) qui ne
dévie pas et tel que 0(z;a) € p(x). Soit e(y) la §’-définition de p(x), e(y) & paramétres
dans acl®(A) = A;. Par la proposition 3.14, o(x) € p(x) ssi e(y) € ¢*(y). Comme
d(x;a) € p, alors E e(a) donc E e(a*), car a* kE q(y) = tp(a/A) et donc e(y) € ¢*(y), donc
o(x) € p(x). Donc o(x) est consistent. Soit o'(z) la disjonction finie des A-conjugués
de o(x). Alors o’(x) est consistant et c’est une combinaison booléenne positive de
A-conjugués de §(x;a).

(iii)=(i)/ On suppose (iii), donc o(z) est consistante. Soit p(z) € Ss(A;) contenant
0. Soit p*(x) € Ss(M) une extension non déviante de p, on note e(y) sa d-définition.
o € p*(x) donc (y) € ¢*(y), en particulier £ (a*), donc = £(a) et 6(x;a) € p*. Donc
d(z;a) ne dévie pas sur A car p* ne dévie pas.

(ii)=(iii) / On suppose (ii). Soit e(x) une combinaison booléenne positive consistante
de formules A-conjugués de d(x;a). Soit p(x) € Ss(A) contenant e(x) et soit p*(x) €
Ss(M) une extension non déviante de p, ou I est suffisamment saturé et homogéne.
Comme () € p*, certains A-conjugués de 6(x;a) sont dans p*. Soit §(x;a’) € p*(x) et
f e Aut A(9M) tel que f(a’) = a. Alors p** = f(p*) est aussi une extension non déviante
de p et d(x;a) € p**. La J-définition de p** est & parameétres dans acl®/(A), donc si
tp(a”/acl®/(A)) = tp(a/acl®(A)), alors §(z;a””) € p**. En particulier, tout ensemble de
conjugués 0(z;a) par des acl®( A)-automorphismes est consistant.

2. On modifie la construction du début de la preuve de 1.. 9 est un modéle suffi-
samment saturé de T contenant A. On pose ¢(y) = tp(a/A1) et ¢*(y) € Ss(M) donné
par 3.12. Soit a* une réalisation de ¢(y) U g * (y).

Soit D < M un petit modele contenant A. Soit ¢1(y) = tp(a*/N). On a que ¢* est
définissable a paramétre dans A; € N donc ¢1(y) Ug*(y) est finiment satisfaisable dans
M car satisfait dans 9. On peut donc étendre ¢1(y) U ¢*(y) en un type r(y) € S(M)
finiment satisfaisable dans N.

Soit o(x) la ¢’-définition de ¢* (i.e. la ¢’-définition de r(y)). Par 3.8 (iii) o est
équivalente & une combinaison booléenne positive de §(x;ay), ..., 6(x;ar ot a; E 7 |
(Nu{ay;...;a;-1}). On construit (a;);<., étendant aq, ..., ax telle que pour tout i, a; £ r |
(N u{ay;...;a;1}). Ainsi (a;);<. est une suite N-indiscernable.

Comme §(x;a) dévie sur A, par la preuve de (iii)=(i), o(x) est inconsistant. Alors
{6(z;a1);...;0(x;ax)} est inconsistant, ce qui prouve le lemme. ]

3.2.2 Stabilité locale et groupes

Dans cette section G(z) désigne la définition d’un groupe, et x(z1; 22; 23) le graphe de
I'opération de groupe, qu’on note aussi z1 - 29 = z3. S(x) est la définition d’un ensemble,
et £(z;x1;12) ou z-x1 = x9 est une action transitive de G surS.

Définition 3.19. Soit §(x;y) une L-formule.On suppose £ YaxVyd(x;y) — S(x).
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On dit que d(z;y) est une formule équivariante si Va € MVYece GIbe M
Eo(c-x;a) «— 0(x;b)

Remarque. Si X ={z e S|Ed(z;a)},onac- X ={xeS|Ed(c! z;a)}.
Pour §(z;y) stable et équivariante :
— Si ¢(z) est une d-formule alors pour tout c € G, p(c-z) 'est aussi.
— Sip(x) e Ss(M), ce G, alors c-p={p(ct x)|p(x)ep}eSs(M).
Aussi G agit sur Ss(M).

Définition 3.20. § est une formule stable et équivariante.

(i) Soit p(x) une é-formule.

On dit ¢ est générique si S est couvert par un nombre fini de G-translatés de .
Le. il existe ¢y, ...,¢, € G tels que £ S(z) — (¢t 2) v...v (et )

(ii) Soit Ac M et p(z) e Ss(A).

On dit que p(z) est générique si toute formule de p(x) est générique.

Proposition 3.21. Soit © une d-formule.
Alors ¢(z) ou —p(x) est générique.

Démonstration. On pose My le "réduit" de M aux prédicats G(z), S(x) et A\(z;x) ou
Mo = N(z;2) ssi M= (27t -x). On pose Ty = Th(My).

e \(z;z) est stable pour Tj. En effet, p(x) est une d-formule, c’est donc une com-
binaison booléenne de 6(z;¢;), on la note x(x;¢). Si A(z;2) est instable, alors il existe
(ai)ien et (bi)ien tels que & A(as;b;) ssii < j, ainsi & (b - a;) ssii < j et donc
Ex(b;' - aise) ssii<j.

Comme § est équivariante x 'est aussi, donc pour tout b;, il existe ¢; tel que &
x(a;;¢;j) ssi i < j, donc x est instable, absurde, car x est une combinaison booléenne

d’instances de § stable.
g-xsizeG

e Pour tout g € G, la fonction f;:z+—1{ g-xsizeS est clairement une bijection
x sinon
et respecte les prédicats G(z), S(x) et A(z;x). C’est donc un automorphisme de M.

e Comme l'action de G sur S est transitive, tous les éléments de S(9y) ont le méme
type. S(x) détermine un unique 1-type p € S(@).

e Soit 1 € G I'élément neutre du groupe. On a l'existence d'un type non déviant
surg par la proposition 3.12. Ainsi A\(x;1) ou =A(z;1) est dans ce type. Donc I'une des
deux est non déviante.

Supposons qu’il s’agit de A(z;1). Il existe donc une combinaison booléenne positive
Y de @-conjugué de \(x;1), qui est consistent et @-définissable. Comme les automor-
phismes de 9, respectent G, les conjugués de A(z;1) sous action de Aut(9y) sont
de la forme A(x;g) pour g € G. ¥ € p donc = S(x) — A(x;91) V... vV X(2; g,n) pour
g1, -, 9m € G. Donc ¢ est générique dans 91y donc dans .

De méme, si —~A(x;1) ne dévie pas, —p est générique. Ce qui prouve la proposition.

O

27



Proposition 3.22. Soit I un modéle.

(i) L’ensemble X = {p € Ss(M)|p est générique} est fini et non vide.
(ii) G(9M) agit transitivement sur X.

(iii) Il existe E € FERs(@) G-invariant tel que pour py,ps € X

pr=p2  ssi pi(xy) Upa(z2) E E(xq;10)

Démonstration. Soit E la formule Yo 0(xz;y;) — 0(x;y2). On pose A = Sg dans 7.
Soit e(z;w) «— Jy(d(z;y) Aw =y/E). On pose My le réduit de M aux prédicats S(z),
A(w) et e(x;w). Ty = Th(9M;). Clairement £(x;w) est stable.

Soit p € S(@) le type complet déterminé par S. On a ple € S.(2).

On pose X7 = {q € S-(M;);q ne dévie pas sur @ de ple}. Soit F; € FERs() qui
distingue les éléments de X; par 3.16. Aut(9;) agit transitivement sur X;, donc E;
est G-invariante. En particulier G agit transitivement sur les F-classes, donc sur Xj.

Lemme 3.23. Soit ¢ une d-formule a parametres dans M.
() est générique ssi p(z) € ¢ pour un ¢ € Xj.

Démonstration. =/ Si @ est générique alors tout type ¢ € S:(M) contient un translaté
g-¢(z). En prenant g € X; alors g7'-g-p(z)egt-qge Xy

</ Si () € q avec ¢ € X;. Comme G agit sur X7, une certaine union finie de
G-translatés de ¢(z), ¥ (z) contenu dans tous les types de X;. Donc -t n’est dans
aucun type de X;. Par (=) —¢(x) n’est pas générique. Par 3.21 1 est générique et donc
@ est générique. O

Ainsi tous les types de X7 sont génériques et inversement. Il y a une correspondance
entre X et X;. Par 3.16, on finit la démonstration. n

Corollaire 3.24. (i) Soit ¢ une 0-formule.

¢ est générique ssi Yge G (g-x) ne dévie pas sur @.
(ii) Soit p(x) € Ss(M) ou M est suffisamment saturé.

p est générique ssi Vge G g-p ne dévie pas sur @.

Démonstration. (1) =/ On suppose que ¢ est générique. Pour tout g € G, p(g-x) est
également générique donc par le lemme 3.23, p(g- ) est contenu dans un g € Ss(M)
qui ne dévie pas sur @ (au sens de T). Donc la 0-définition de ¢ est & paramétre dans
@ (au sens de T7 et au sens de T aussi). donc ¢(g- ) ne dévie pas sur @.

</ On suppose ¢ non générique. Comme dans la preuve de 3.21, on pose My le
réduit de M a G(z), S(x) et A(z;2) = (271 - x), et Ty = Th(My). Alors A\(x;1) dévie
sur @. Alors par 3.18, il existe une suite indiscernable (g;)i<. telle que {\(z;g;);i < w}
est inconsistant. (*)

On I'étends, par compacité, en une suite indiscernable (g;)i<x ot k > 271, Soit 91 un
modele de T contenant tous les g; pour i < k. Raisonnons par ’absurde et supposons
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que pour tout g; ¢(g;*-x) ne dévie pas. Donc on peut choisir pour tout i < x p; € Ss(M)
qui ne dévie pas sur @ et p(g;' - ) € p;.

Par 3.15 p; est déterminé par p; | Ainsi il y a au plus 2171 types différents.

acl® (@)
Par compacité, d’apres (x), il existe k € N(e‘z {A(2;9:;)|0 < j < k} inconsistant. Comme
il s’agit d’éléments indiscernables, tout sous-ensemble de k éléments est inconsistant.
Donc k éléments ne peuvent pas étre dans le méme type. Il y ainsi k types différents.
Absurde. Donc il existe ¢(g;! - 2) qui dévie @.

(ii)/ découle du (i). O

3.2.3 Stabilité locale et structures géométriques

Proposition 3.25. Soit 9 une structure géométrique (suffisamment saturée), A
Bc M. Soit pe S,(A) avec dim(p) =m. Soit 6(x;y) stable.

(1) 11 existe une extension ¢ € S,,(B) de p avec dim(q) =m et telle que ¢|0 ne dévie
pas sur A.

(ii) Si de plus 9 a la propriété(E), alors toute extension g € S,,(B) avec dim(q) = m,
q|0 ne dévie pas sur A.

Démonstration. (i)/ Raisonnons par I’absurde. S’il n’existe pas de tel ¢ € S, (B) alors
I’ensemble

p(a) J{-x(x;b)[b € B, x(z;b) est une d-formule et x(z,b) dévie sur A}
U{e(a;0)[b e B et dim(-p(x;b)) <m}

est inconsistant, par compacité, il existe 0(x) € p(z), =x(z;b) et p(x;b) tel que
{0(x); =x(x;0);0(x;b)} inconsistant i.e. = 0(z) A p(x;0) — x(x;b), ont x(x;b) dévie
sur A et dim(0(x)A-p(x;0)) < m. Comme x(x;b) dévie sur A, il existe par 3.18 by, ..., b,
A-conjugués de b tel {x(z;b1);...;x(x;b,)} est inconsistant.

On a aussi £ V(0(x) A p(x;0;)) — x(z;b;) pour i € {1;..;n} et dim(f(x) A
—p(x;b;)) <m. Donc £ -3 A\ x(z;b;) et £V \/ -x(z;b;).

i=1 i=1
n

En particulier, £ V2 \/(0(x) — —¢(x;b;)) donc £ Va 0(z) — \/ ~p(z;b;). Ainsi

i=1 i=1
0(x) A —p(x;b;) est une partition finie de 6(x) en ensemble de dimension < m. Contra-
diction (voir lemme 1.2(iii)).

(ii)/ Soit ¢ € S,(B) une extension de p avec dim(q) = m. Par I’absurde, supposons
que ¢|d dévie sur A. Sans perdre de généralité, on peut supposer B = My un modéle.

Soit MYy ~ My, un modeéle |My|*-saturé. Par (i), soit r € S,,(M;) une extension de q
telle que dim(r) = m et r|d ne dévie pas. La d-définition de r est la §-définition de ¢, on
la note ¥(y;c) avec ¢ € My. ¥(y;c) n'est pas a paramétre dans acl®(A) (car ¢|d dévie
sur A). Par le lemme 3.8, il y a ay, ..., ax dans M; tels que a; =7 | (Mou{ay;...;ar}), et
¥ (y;c) est a parameétre dans {ag;...;ax}. On a dimr =m et dim(r|A) = dim p = m. Donc
VZ AcZc M, dim(r|Z)=m Ainsi Vi< kdim(a;/Mpa;...a;1) = dim(a;/Aa;...a;_1) =
dim(a;/A) = m, de méme dim(a;...ax/My) = dim(ay...ax/A) (%)
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Soit F la relation d’équivalence définissable sur @ par :

c1Ecy ssi Y(y; 1) <= ¥(y;c2)

On note C la E-classe de ¢, et soit ¢/ € C n My tel que dim(c’/A, ¢) =dim(C) =t. ¥ (y;¢)
est {a1;...; ax -définissable, donc C aussi, donc dim(¢’/Au{ay;...;ax}) <dim(c'/Ac) = t.

Par (x) aj...ar, La My et doncc |4 ay...ax, donc dim(c’/A) = dim(c'/Au{ay;...;ax}) <
t Or dim(c’/A) > t donc dim(c’'/A) = t. Soit X un ensemble A-définissable de dimension
t, contenant ¢’. C est c-définissable. ¢/ € X nC donc dim(X nC/Ac) = dim(c¢'/Ac) = t.
Comme 1(y;c) n’est pas définissable sur acl®/(A), C a une infinité de conjugués au
dessus de A. Ainsi E a une infinité de classes dans X de dimension ¢, ce qui contredit
la propriété (E). O

Corollaire 3.26. Soit M une structure géométrique saturé vérifiant la propriété (E).
G € M* est un groupe infiniment définissable sur @ avec dim G = n. Soit d(z;y) une
L-formule qui est stable et équivariante pour I'action de G sur lui-méme.
Alors p(z) € Ss(M) est générique ssi il existe ¢(z) € S(M) étendant p(x) avec
dimgq = n.

Démonstration. =/ On suppose que p(z) € Ssa(M) est générique. Soit p(x) une 0
-formule dans p. Alors G est couvert par un nombre fini de translaté sous G de ¢(z) A
G(x). Mais dim(p(x) A G(x)) = dim(p(g-z) A G(z)) pour g € G. Par le lemme 1.2
(iii) et et comme dim G(z) = n alors dim(¢(z) A G(2)) = n. Ainsi pour tout p(x) € p,
dim(¢(x) AG(x)) =n, donc dimp = n et il existe ¢ : in.S(M) qui étend p avec dimgq = n.

</ On suppose qu'il existe g(x) € S(M) étendant p(z) € S5 (M) tel que dimp = n.
On a dim(p|@) = n car G(z) c p(z)|@ et dim G(x)=n. Donc par 3.25, ¢ € S(M) étendant
p|@ et dim(p|@) = dim g = n, donc ¢|0 ne dévie pas sur @, donc p(z) ne dévie pas sur @.
De plus pour g € G, dim(g-q) =net g-pe Ssa(M). Donc Yge G g-p ne dévie pas sur
@. Par 3.24, p(x) est générique. O

Proposition 3.27. Soit M une structure géométrique satisfaisant (Sy).
Soit @(xz;y) et ¥(x;z) des formules telles que Va,b € M dim(p(z;a)) < n et
dim(¢(z;b)) < n.
On pose §(y; z) la formule telle que pour tout o', v’ :
Eo(a;b)  ssi dim(e(x;a’) A(z;b')) =n
Alors § est stable.

Démonstration. Supposons 0 instable. On pose :

T:Diagel(ﬂﬁ)u{é(ai;ﬁj) | ’i,jEZ Z'<j}U{C¥i¢Oéj/\ﬁiiﬁj | Z:}tj}

U UL Biys o506, B ) < oy Biys oo @i Bin) | i1y oves by Gy oo Jin € Z
neN

avec i1 < ...<in, j1<...<jn @e€L}
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Par compacité, il suufit qu'une partie Tj finie soit consistante.

TOED@'agd(i)ﬁ)uw(ai;Bj) | —MSZ'<jSM}U{()éi¢Oéj/\Biiﬁj | Z#:]}

U U {on(i; Biys s iy Bin ) < 0r(ys Bivs o3 Qs Bin ) | = M <igs ey, iy ooy v S M
0<k<K

avec iy < ... <ip, j1 <...<Jjn @r €L}

Comme ¢ est instable, il existe (a;)ien et (b)) en telles que = §(a;;b;) ssi @ < j. On note
Z={(asby) | i €N},

[Z1Y — p({1;...;k})
(aio;bjo; "';a’jN;ij) — {k <K | F Spk(aio;bjo; "';ajN;ij)}

Par le théoréme de Ramsey, il existe une partie infinie de Z qui vérifient toutes les mémes
formules parmi les q, ..., px. En interprétant les (oy; ;) -m<i<ps par ces éléments de Z
on a un modéle de Ty. Donc T est conistante.
On a ainsi une suite indiscernable (a;;b;);ez telle que & 0(a;;b;) ssii < j.
cas n°1 On a dim(p(x;a1) A p(z;a2) Ap(x;b3)) = n. Comme c’est une suite indiscer-
nable et que la dimension est exprimable par une formule, on a :
dim(p(z;a1) Ap(z;a;) AY(z;bs1)) =n pour i > 1
De plus dim(p(z;a;) Ap(x;b41)) =n car ¥ 0(a;;b41) pour i+ 1< j.
donc dim(p(x;a;) Ap(x; b)) Ap(x;a;) A(z;bj41)) <npour 1 <i+1<j.
On a dim(p(x;a1)) =n ce qui contredit la propriété (Sy).
cas n°2 Sinon, dim(p(z;a1) A p(x;a2) A (x;b3)) < n, alors pour tout i < j < 3
dim(p(x; a2)Ap(z;a;)Ap(z;b3)) < n. Or dim (¢ (z;b3)) = dim(p(z;a;)Ap(z;bs)) =
n pour i < 3, ce qui contredit (S7).
0

Proposition 3.28. Soit M est une structure géométrique saturée.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) 9 a la propritété (Sy).
(i) (Théoréeme d’indépendance au dessus d'un modéle) Soit My < M. Soit a,b e M avec
a Lag, b. Soit ¢, co € M vérifiant : tp(c1/My) =tp(ce/My) =7, ¢1 L, @ €t c2 Lag, b-
Aors il existe ¢ € M tel que tp(c/My,a) = tp(c1/My,a), tp(c/Moy,b) = tp(ca/My,b) et
¢ L, be.

Démonstration. (ii)<=(i)/ On suppose que M satisfait (ii). Par ’absurde, supposons
qu’il existe 0(z) et p(z;y) et (b;)iw tel que

dim0(z) = dim(0(z) A p(z;0;)) =n Vi et dim(e(z;b;) Ap(z;b5) <n Vi<j (%)
Affirmation : Il existe 9 contenant les paramétres de 6, de ¢ et bl,b? tel que
tp(b'/M") = tp(b?/M"), bt Ly % et dimf(x) = dim(0(x) A p(x;b')) = n pour i =
1,2 et dim(p(z;bY) A @(x;b%) <n.
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En effet : Par le théoréme de Ramsey, on peut choisir (b;);<, une suite indiscernable
qui vérifie (x) et tel que dim(b;/M) = [ soit minimale. Alors by et by sont indépendants au
dessus de M. Sinon dim(b;/ M, by) < [ pour tout i. Si on prends 9t un modéle contenant
Mu{by}, on peut construire une suite indiscernable (8! );«,, sur My qui vérifie (») et telle
que tp(bi/M,by) = tp(b;/M,by). Si b} L, bh, on a fini, sinon on recommence. Comme
la dimension diminue & chaque étape, le processus s’arréte.

Soit ¢; un point générique de 6(x) A p(x;b') au dessus de M’ U {b'}, on a ¢; Ly
bl. Soit ¢y tel que tp(ce; b2/ M’) = tp(cq;bt/M'). Soit ¢ donné par le théoréme d’in-
dépendance. Ainsi tp(c/M',b") = tp(c;/M',b%) pour i = 1,2 et ¢ Ly b, 0% Donc
dim(p(x;0') A p(x;0?)) = dim(c¢/M, b, b?) = n ce qui contredit la propriété (x).

(i)=(ii)/ Supposons que 9 vérifie (S7). Soit My, a, b, ¢1, co et r comme dé-
fini dans (ii) et dimr = n. On pose r1(x) = tp(c1/Mo,a) et ro(x) = tp(ce/My,b). 11
faut montrer que r1(z)Ury(z) U{dim(x/My,a,b) = n} est consistent. par compaciteé,
il suffit de montrer que pour toute ;(x;a) € ri(z) et w(x;b) € ro(x) (p1,02 € Lag,)
dim(p1(z;a) A pa(2;0)) = n.

Considérons alors p1(z;a) € ri(z) et p(x;b) € ro(x) et posons d(x;y) la formule
deéfinie par : = d0(a’;b") ssi dim(p;(z;a’) Apo(z;b')) =n. Soit a; tel que tp(aq, caf/My) =
tp(a;c1/My) et ay Ly, b, co, donc ay Ly p c2 €t comme b |y, o alors ¢y | a1,b, donc
dim(co/ My, a1,b) =n et E p1(co;ar1) Apa(ce;b). Ainsi E d(ay;b). On sait que par 3.27 que
J est stable, donc pa 3.15 il existe un unique 0-type complet ¢ sur Mou{b} qui ne dévie
pas sur M, et tel que ¢|My = tps(a/My). Comme dim(tp(ai/My,b)) = dim(ai/My,b) = n,
par 3.25, on voit que tp(a; /My, b) ne dévie pas sur My et tp(ai /Mo, b) = tp(a/Mo, b)) = q.
Du fait que E d(a;b) on a = d§(a;b). O

3.3 Propriétés des groupes définissables

Proposition 3.29. Soit M une structure géométrique avec la propriété (Sy)
Soit G un groupe définissable dans 91 et soit H un sous-groupe infiniment définis-
sable de GG. Alors H est une intersection de sous-groupes définissables de G.

Démonstration. Soit 9y une petite sous-structure élémentaire de 9N sur laquelle G et
H sont définis. On pose dim H = n. Soit{U;|i € H} une famille de sous-ensembles M-
définissable de G telle que dimUy = n, U; € Uy, H = (U, et {Ui]i € I} est clos par

iel
intersections finies.
Pour i € I, on pose §;(x;y) la formule (& paramétres dans M) :

G(z) AG(y) adim(z-U;(y-U;) =n

Par 3.27 6;(x;y) est stable. De plus 6;(x;y) est équivariante sous I'action de H : si
ae€G,be H alors 6;(b-x;a) A H(x) est équivalente & 0;(x;071-a) A H(x).

On note S5, g (M) I'ensemble des types de la forme p(x) A H(z) ou p(x) € Sy, (M).
Pour i € I, on pose :

Qi = {b e Up| pour tout type générique p(z) € S5, g(M), 0;(z;b) € p(x)}
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Par le lemme 3.22, pour chaque i € I il n’y a qu’un nombre fini de génériques
p(x) € Ss, g (M), de plus ils ne dévient pas sur M, (par 3.24) donc leur §;-définition est
a paramétres dans My, et (Q; est My-définissable.

Lemme 3.30. (i) Viel @Q;={beU|Vae H si dim(a/My,b) =n alors & 9;(a;b)}
(i) H = N{@iiel}.

Démonstration. (i)/ Si dim(a/bMy) = n, alors tp(a/bMy) a une extension en un type
complet g(x) € S(M) avec dim(q) = n.

Qi ={beUy|Va e H si tp;,(a/M) est générique, alors & §;(a;b)}
={beUp|Va e H si tps,(a/M) s’é¢tend en q(x) € S(M) avec dim(q) =n alors & d;(a;b)} par 3.26
={beUy|Va e H si dim(a/bMy) =n alors & ;(a;b)}

(ii)/ Sibe H et ae H alors H Ca-U;Nb-U; donc dim(a-U;Nb-U;) = n alors & 0;(a;b)
et beQ);.

Si b e Q; pour tout i. Soit a € H tel que dim(a/Myb) =n donc dim(a-U;Nb-U;) =n
d’ot dim(b~!-a-U;NU;) =n donc non vide. Si b~'-a- HN H est vide, i.e. {Uj(b"!-a-
x) N U;(x)|i € I'} est inconsistent, alors par compacité, et comme {U;;i € I} est clos par
intersections finies, il existe ¢ tel que U;(b! - a-x)NU;(x) est inconsistant (absurde).
Donc b~'-a- HN H est non vide, donc b e H. O

Remarquons que si U; € U; alors Q; € Q); : si b € (); alors si dim(a/bMy) alors
dim(a-U;Nb-U;) =n, comme a-U;Nb-U; € a-U;Nb-U; donc dim(a-U;Nb-U;) =n et
b e @;. Ainsi comme {U;;i € I} est clos par intersection finie, {Q;;i € I} aussi.

Lemme 3.31. Pour tout ¢, il existe j tel que Q; € Q; et Q;-Q; € U.

Démonstration. Supposons le contraire, c¢’est-a-dire qu’il existe iy tel que pour tout j :

[Vz ¢;(2) — ¢ (2)] — ey (@) Agi(y) A —uo(z-y)

ou ¢;(x) désigne la définition de @Q; et ug(x) celle de U,.

Montrons que Z(z) = {g;(x) Aq;(y) A-uo(x-y)| j € I tel que Q; € Q;, } est consistent.
Par compacité, il suffit de démontrer que toute partie finie I’est.

Soit A (g;j(z) A gi(y)) A —ug(x-y)(*) ou Iy est fini. Comme {Q;;j € I} est clos par

Jelo
intersection finie, il existe jo tel que (%) est équivalent a g;,(z) A g;,(y) A ~uo(x - y),
qui est consistent. Donc Z(z) est consistent. Donc il existe x, y tel que pour tout j € [
Eq;j(z)Ag(y)A-up(z-y) ie il existe z, y tel que x € H et y € H et -y ¢ Uy. Absurde. [

On peut donc supposer Vi e I Q;-Q; € U,.
Lemme 3.32. Viel H- QZ c Ql

Démonstration. On a H € Q); donc H - Q; € Q; - Q; € Uy.

Soit a € H, b € Q; et soit ¢ un point générique de H sur MyU{a; b}, dim(c/Myab) =n
donc dim(a~te/Myb) = n. Comme b € Q;, dim(a~tcU; NOU;) = n, donc dim(cU; N abU;) =
n. Donc & §;(c;a-b). Ainsi a-b e Q;. O
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On pose Q! ={z € Qilz-Q; € Q; et x71-Q; € Q;}. Par le lemme 3.32, H ¢ @)/,
deplus@); est un sous-groupe de G.

Ainsi H = Q. ]

iel

Théoréme 3.33. Soit ' une sous-structure géométrique de D, ou D a [’élimination
des 1maginaires.

On suppose que F' est suffisamment saturé et a la propriété (S7). Soit G un groupe
définissable dans F'.

Alors il existe H, Gy, Hy et f vérifiant :
(i) H est un groupe définissable dans D avec paramétre dans F';
(ii) Gy est un sous-groupe définissable dans F', d'indice fini dans G';
(iii) Hp est un sous-groupe définissable dans F', d’indice fini dans H(F);
(iv) f est un homomorphisme (définissable dans F') de Gy dans H, avec un noyau
central fini.

Démonstration. On suppose que dimG = n. Soit A, H, a,a’, b,b', ¢, donnés par le
théoréme 1.8. On remplace A par un petit sous-modeéle élémentaire de F. Comme a et a’
sont inter-algébriques, ils sont de méme dimension sur A et comme ils sont génériques
dim H = n.

On pose K = G x H. Soit ¢ = tp(b,0’/A), on a dimg = n. Soit (ay;a}) réali-
sant tp(a,a’[/A, c,c") avec ay,ay | a,a’,b, b, c,c’ A. Soit par homogénéité(by; b)) tel que
tp(ay,ay, by, by, c,c’[A) =tp(a,a’,b,b',c,c'[A); En particulier tp(bb;/A) = tp(bb'/A) et
(alvall) ’ (blabll) = (C’ C,)'

On pose az =aj'-a et ah=(aj)™-a’. On a:

Lemme 3.34. On a (az,a}) - (b,b") = (b1,0}), dim(az/A) = dim(ag, ay/A) =n et
(az.4) La (b, 1),

Démonstration. On a (de maniére évidente) (aq,ab) - (b,0") = (b1,b]).

dim(a/A) = dim(a/Aa;) = dim(a;" - a/Aa;) < dim(a;'-a/A) donc dim(ay/A) =n

dim(ay, ay, @, by, b/A) = dim(ay/A, dy,a, by, b) +dim(by /A, a1, a,b) +dim(dy, a, b/ A)
=0 :Y)
= dim(a /A, @,b) + dim(a/A, b) + dim(b/A)
=dim(da;/A) +dim(a/A) +dim(b/A)
=3n
= dim(dy, b1 /A, da,a,b) +dim(ay, a, b/ A)

-0
= dim(ay/A, a,b) + dim(a/A,b) + dim(b/A)
=dim(da/ A, a,b) +2n
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dim(dy, ay,a/A) = dim(ay/A, a1,a/A) + dim(a1/A,a) + dim(a/A)
=0+ dim(a;/A) +dim(a/A)
=2n
=dim(a1/A, az,a) + dim(ay/A,a) + dim(a/A)
=0+dim(ay/A,a) +n

Onaad, | borb eacl(A ay,¢),doncb, | borbl e Doib | b
Az Az A A
dim(ay, by, b/ A) = dim(da/A, by, b) +dim(b/A, by) + dim(b;/A)
=0 +dim(b/A) + dim(b,/A)
=2n
= dim(b, /A, dy,b) + dim(ay/A,b) + dim(b/A)
=0+dim(ay/A,b) +n

Donc dim(ay/A, a,b) = dim(ds/A, a) = dim(da/A,b) =n et @3 | b, comme b | @, on en
Aa A

déduit que @y | b et dim(ay/A) = n. | O
A

On pose St(q) ={x e K| Iy qavecz Layet z-ykEq}

Lemme 3.35. St(q) est infiniment définissable surA. De plus on a St(q) = St(q)™! et
dim(St(q)) = n.

Démonstration. Soit U un ensemble définissable dans ¢ avec dim U = n.
On pose St(U) ={z € K|dim(z-UNU) =n}(={z e K|dim(z1-UNU) =n}).
Par 1.2 (ii) St(U) est A-définissable. Montrons que St(q) = N{St(U)|U dans ¢}.

Soit x € St(q). Soit y = g générique avec = | y et = -y E ¢q. En particulier x -y € U et
yeU donc x-yex-UNU, comme dim(z-y) =n on a x € St(U).

Soit = € St(U) pour tout U dans ¢q. Montrons que dim(gNz~!-¢q) = n. Sinon
gNz~'q(y) Adimy = n est inconsistent,

ie. {o(®)|peqz g} U{p(y) — dimp >n | ¢ une L-formule} est inconsistent

Par compacité, il existerait U € ¢ tel que UNa~tU(y) et dim(y) > n soit inconsistent.
Absurde. Soit alors y £ g x~'q générique, alors y | z et -y Eq.
Soit x € St(q). Soit y=qavecy Laz et z-yEq.

dim(z-y/A) <dim(y/A) = dim(y/A,z) =dim(xz-y/A,z) < dim(z - y/A)

donc z -y L4 x, donc x~! € St(q).
Par le lemme 3.34, (ag;ab) € St(q) et dim(ag;a)) = n, donc dimSt(q) > n. Soit
reSt(q) et y=qtelsquey | et z-yk=q. Alors

dim(z/A) =dim(z/A,y) =dim(z-y/A,y) <dim(z - y/A) =dim(q) =n
donc dim(St(q)) = n. O
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Lemme 3.36. (i) Vxi, 25 € St(q) avec 1 | x9 alors zy - x5 € St(q)

(ii) On pose Stab(q) = St(q) - St(q). Stab(q) est infiniment définissable (a paramétres
dans A) est un sous-groupe de K, et dim(Stab(q)) =n.

Si x € Stab(q) est générique alors x € St(q).

(iii) Stab(q) est connexe (i.e. ne contient aucun sous-groupe A-définissable d’indice fini).

Démonstration. (i)/ Soit x1, x5 des réalisations A-indépendantes de St(q). Alors
zy' € St(q). Soit y réalisant ¢ indépendant de xq, et tel que x5 -y & q.
Soit y; réalisant ¢ indépendant de x4, et tel que x1 - y; E q.

On note r1 = tp(y1/A,z1) et ro = tp(ya/A, z2). Comme I satisfait (S1), par le
théoréme d’indépendance (voir Proposition 3.28) il existe y = r1 Urs tel que y L4 1, 2.
Donc on a 23!y | 1,29 et (z1-22) - (231 y) =21 -y E q donc z1 - x5 € St(q).

(ii)/ St(q) est clos par inverse donc Stab(q) aussi. De plus Stab(q) = N{St(U) -
St(U)|U dans q}. Pour montrer que c’est un sous-groupe, il reste & montrer que si
a,b,ce St(q) alors a-b-ce Stab(q).

Soit a, b, c € St(q). Soit by € St(q) et dim(by/A, a,b,c) =n. On a par (i), a-by € St(q)
et by! - b e St(q). De plus dim(by' - b/A, a,b,c) < dim(by! - b/A) < n =dim(b1/A, a,b,¢) =
dim(b7'-0/ A, a,b,c). Donc byl-b | 4 c. Ainsi byt -b-c € St(q) et a-b-c=(a-by)-(b;t-b-c) €
Stab(q).

On a clairement dim(Stab(q)) > n. Soit e = a-b € Stab(q) avec a,b € St(q). Soit
ce St(q) avec ¢ L4 a,b et dim(c/A) =n. Alors b-c e St(q) et b-c 4 a donc a-b-c € St(q)
et a-b-c € St(q), d’ou dim(a-b-c/A,c) <n. Mais dim(e/A) = dim(e/A, c¢) = dim(a-b/A, c) =
dim(a-b-c/A,c) <n. Dou dim(e/A) < n et dim(Stab(q)) = n.

Soit z € Stab(q) avec dim(z/A) =n et x =a-b ou a,b e St(q). Soit c € St(q) tel que
dim(¢/A,a,b) =n. Onaa-b=(a-c)-(ct-b) et dim(a-c/A) = dim(c!-b/A) =n. Du
fait que ¢ L4 a,b, on tire d'une part ¢ [ 4 a donc a-c | a et d’autre part ¢ [ 4, b donc
a-claqb. Ainsia-claa,bdonca-cla-b.

dim(c¢™-b/A, a-c) = dim(a-c-c b/ A, a-c) = dim(a-b/ A, a-c) = dim(a-b/A) = n = dim(c-b/A)

donc ¢t-b L a-cetpar (i) x=(a-c)-(ct-b) e St(q).
(iii)/ Raisonnons par l'absurde, et considérons C' un sous-groupe infiniment A-
définissable de Stab(q) d’indice fini (dans Stab(q)). C est défini par {C)|l € L} considéré

clos par intersection finie. C' est d’indice fini, donc il existe gy, ...., g, € Stab(q) tels que

Stab(q) = U gC et gC(gC=asii+]

1<isn

En particulier {C;(g; )|l € L} U{Ci(g;'®)|l € L} est inconsistent pour i # j, par compa-
cité, il existe Cj telle que Cj(g;'2)ACi(g; ') est inconistent. C' est défini par CjAStab(q).
[Siz e Calorsk Cy(x). Six ¢ C alors il existe g; tel que z € ¢;C, en particulier = C)(g; 'x)
et # Cy(x).]

Comme C' est d’'indice fini dimC' = n. Soit ¢ € C' générique sur A, donc ¢ € St(q)
par (ii). Ainsi il existe a E ¢ avec a |4 ¢ et ¢-a E q. Soit d € Stab(q) ~ C' générique sur
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A indépendant de ¢, donc d € St(q) et il existe a’ = ¢ tel que a’ 4 d et d-a’ E q. Par
le théoréme d’indépendance, il existe b = g tels que b L4 ¢,d, c-bEqget d-bE¢q. On a
blac-betb|ad-b, donc toujours par le théoréeme d’indépendance, il existe e tel que

tp(b;e/A) =tp(b;d-bJA) et tp(c-bye/A)=tp(c-b;b/A)

Ainsi d’une part e et b ne sont pas dans la méme classe modulo C', et c-b et e sont dans
la méme classe. Absurde. m

On note GY la projection de Stab(q) sur G, et H(F')? la projection de Stab(q) sur
H(F). G° et H(F)° sont infiniment définissables et dim(G°) = dim(H(F)°) = n car
as € GY et aly e H(F)°.

On pose Kg = {z € G% (x;0) € Stab(q)} et K1 = {x € G (0;x) € Stab(q)}. Supposons
que Ky est infini. Soit = € K générique au dessus A U {ay;ay}. Comme x | 4 ag,aly et
et ap sont génériques, on a alors x |4 as-x. On en déduit d’une part que

0 =dim(az/A,ab) = dim(as/A, ay, x) = dim(as - x/A, ab, x) = dim(ay - x/ A, al)

d'ott x - ay € acl(A,a}). D’autre part © L4 ag,ah,  Lag, ab, ©-as Laa, a) et enfin
x-ay Laal car x-ay | al. Absurde. Donc K est fini, de méme K est fini.

Ko x {0} et {0} x K; sont des sous-groupes normaux finis donc les centralisateurs
Cstab(q) (Ko x {0}) et Cgrap(q) ({0} x K1) sont des sous-goupes normaux d’indice fini.
Comme Stab(q) est connexe, Csap(q) (Kox{0}) = Cstan(q) ({0} x K1) = Stab(q). Donc K
et K7 sont centraux. Ainsi Stab(q) définit un isomorphisme entre G°/ Ky et H(F)°/ K.

Le probléme est que G°/ Ky et H(F')?/K; sont infiniment définissables.

Par la proposition 3.29 Stab(q) =) Q: ou les Q; sont des groupes définissables. On
peut supposer dim ); = n pour tout sz Par compacité, on peut choisir () sous-groupe
définissable de G x H(F') tel que Stab(q) ¢ @, dim@Q = n et {z |(x;0) € Q} = Ky et
{z|(0;z) € @} = K;. On note Gy la projection de @ sur la premiére coordonnée, et Hy la
projection sur la seconde coordonnée. On a G° € G donc dim G = n et par (S1) Gy est
d’indice fini. De méme H; est d’indice fini dans H(F"). On peut choisir @ tel que K est
dans le centre de Gy et K; est dans le centre de Hy. Donc ) définit un isomorphisme
entre Go/ Ky et Hy/K;. On doit remplacer Hy/K; par un groupe définissable. On pose
Hy =Cy(Ky), Hy est dans D, définissable & paramétres dans F' et K est dans le centre
de H;. Comme H est un groupe algébrique, H = H;.

Par 'élimination des imaginaires dans D, H; /K est F-définissablement isomorphe &
un sous-groupe Hy par f. On a dim(Hy(F')) = n et dim(f(Hy/K1)) = n. Par la propriété
(S1), f(Ho/K7) est d’indice fini dans Ho(F'). Ainsi on a dans F' un isomorphisme de
Go/ Ky avec un sous-groupe d’indice fini dans Ho(F). O

Théoréme 3.37. Soit G un groupe définissable dans un corps pseudo-fini. Alors il
existe un groupe algébrique H défini sur F' et une isogénie définissable entre un sous-
groupe d’indice fini de G' et H(F').
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