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Résumé. Ce rapport expose le travail de recherche e�ectué lors du stage en-
cadré par Filippo Santambrogio à l'Institut de Camille Jordan du 1er avril
2021 au 30 juillet 2021 dans le cadre du Master 2 Mathématiques avancées à
l'ENS de Lyon et dans l'optique de faire la thèse sur les modèles de jeux à
champ moyen pour le marché immobilier et l'économie urbaine dans ce même
laboratoire avec le même encadrant. Nous montrons ici l'existence d'un équi-
libre pour deux problèmes de jeux à champ moyen de type variationnel où
les trajectoires des individus sont constantes par morceaux et où on considère
le nombre de sauts (ou déménagements) e�ectués par les agents. Grâce aux
hypothèses faites sur la fonctionnelle, le premier problème peut être résolu sur
un espace de dimension �nie. Le second problème est une extension du premier
et pourra être résolu sur un espace de dimension in�nie. Dans les deux cas,
nous utiliserons le théorème de point �xe de Kakutani pour les multifonctions.

1. Introduction

La théorie des jeux à champ moyen a été introduite par Lasry et Lions dans [8]
et [9]. Elle consiste en l'étude de l'évolution d'une population où chaque individu
choisit une stratégie qui permet de satisfaire au mieux ses préférences. Les indivi-
dus sont indistinguables et négligeables. Dans la théorie des jeux, on considère un
nombre �ni N de joueurs rationnels qui prévoient que chaque autre joueur ait un
comportement rationnel aussi. L'équilibre de Nash correspond à une stratégie opti-
male où chaque joueur maximise son gain tout en tenant compte de la stratégie des
autres joueurs. Le risque de ce modèle est que lorsqu'un joueur change de stratégie,
cela peut modi�er le comportement des autres. Or, en économie, par exemple sur le
marché �nancier où il y a un très grand nombre de participants, il est peu probable
qu'un individu ayant un comportement déviant change la tendance globale. Pour
pallier ce problème, la théorie des jeux avec un continuum de joueurs a vu le jour
dans la seconde moitié du 20ème siècle notamment avec le travail d'Aumann [1].
En faisant tendre le nombre de joueurs N vers l'in�ni, Lasry et Lions ont montré
que l'équilibre de Nash pour un nombre in�ni de joueurs se traduit en une solution
(φ, ρ) d'un système constitué d'une équation d'Hamilton-Jacobi-Bellman et d'une
équation de continuité où φ est la fonction valeur d'un problème d'optimisation et
ρ la densité des joueurs.

Pour résoudre ce système qui o�re un point de vue Eulérien de la solution, il
est possible d'opter pour un point de vue Lagrangien en résolvant un problème de
minimisation qui est la forme variationnelle de l'équation. Par l'exemple, dans [3],
on introduit le problème où chaque agent cherche sa trajectoire optimale x évoluant
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dans un domaine Ω qui résoud

min
{x ; x(0)=x0}

∫ T

0

(
|x′(t)|

2
+ g(x, ρt(x(t))

)
dt+ ψ(x(T )),

pour un point x0 donné et où g est une fonction croissante de la densité ρt au
temps t qui modélise la pénalisation par l'embouteillage. La fonction valeur φ de ce
problème est donnée par

φ(t0, x0) := min{
∫ T

t0

(
|x′(t)|

2
+ g(x, ρt(x(t))

)
dt+ψ(x(T )) ; x : [t0, T ]→ Ω, x(t0) = x0}.

Grâce à la théorie du contrôle optimal, on sait que la fonction valeur φ résoud
l'équation d'Hamilton-Jacobi-Bellman

(1)

{
−∂tφ+ 1

2 |∇φ|
2 = h,

φ(T, x) = φ(x).

Les trajectoires optimales x de (1) véri�ent

x′(t) = −∇φ(t, x(t)).

Le principe de conservation de la masse, connu en mécanique des �uides, nous
permet de donner l'équation de continuité véri�ée par ρ :

∂tρ−∇ · (ρ∇φ) = 0.

On obtient ainsi le système des jeux à champs moyen
−∂tφ+ 1

2 |∇φ|
2 = h,

∂tρ−∇ · (ρ∇φ) = 0,
φ(T, x) = φ(x),
ρ(0, x) = ρ0(x).

Dans ce rapport, on s'inspire d'un problème variationnel du type

(2) min
{γ; γ(0)=x0}

∫ T

0

L(t, γ(t), γ′(t)) + F (γ(t), et]Q)dt+ ψ(γ(T )),

où et : AC(0, T ; Ω̄) → Ω̄ est la fonction évaluation en t ∈ [0, T ] et Q est une me-
sure de probabilité sur l'ensemble AC(0, T ; Ω̄) telle que e0]Q = m0 ∈ P (Ω̄). Pour
une mesure de probabilité Q ∈ P (AC(0, T ; Ω̄)) donnée, on cherche une mesure de

probabilité Q̃ dont le support est contenu dans l'ensemble des minimiseurs de (2).
Un équilibre pour le problème (2) est une mesure Q ∈ P (AC(0, T ; Ω̄)) telle que si
on considère le problème (2) avec Q comme distribution de départ, alors le support
de Q est aussi contenu dans l'ensemble des minimiseurs de (2). Grâce à ce point
de vue variationnel et certaines hypothèses sur F , L et ψ, Cannarsa et Capuani [5]
ont démontré l'existence d'un équilibre au problème (2) sur un domaine restreint Ω̄
grâce au théorème de Kakutani, alors que l'existence n'avait été prouvé que pour
des domaines particuliers comme Rd et le tore (par exemple, voir [9]).

Cependant, si nous voulons modéliser des dynamiques urbaines comme par exemple
les déménagements des habitants dans une ville en fonction du revenu, de la densité
de la population ou bien de l'emplacement, alors ce modèle n'est pas satisfaisant.
En e�et, la solution obtenue est absolument continue. Or, les habitants ne changent
pas de résidence continûment. La trajectoire des individus serait plutôt une courbe
constante par morceaux. Les résultats actuels en théorie des jeux à champs moyen
portant sur les courbes absolument continues ne peuvent s'appliquer à des courbes
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discontinues. A terme, nous étudierons des problèmes plus complexes en prenant en
compte des paramètres comme la position et la taille des logements ou la position
dans un espace de préférences, ce dernier paramètre évoluant de manière continue,
tandis que l'autre non. Dans ce rapport seulement, nous introduisons des notions
mathématiques relatives aux mouvements par � sauts � nécessaires à l'étude de ces
modèles.

L'idée du problème que nous allons étudier ici est la suivante. L'ensemble des
courbes dans lequel nous cherchons la solution est l'ensemble des courbes constantes
par morceaux. Sur cet ensemble, nous désignons le nombre de sauts qu'e�ectue
chaque courbe γ par

S(γ) := ]{x ∈ Ω̄; γ est discontinue en x}.

Dans un premier temps, nous montrons l'existence d'un équilibre pour le problème
de minimisation

(3) min
{γ; γ(0)=x0}

S(γ) +

∫ T

0

F (γ(t), et]Q)dt+ ψ(γ(T )),

où F et ψ sont supposées continues et bornées, ce qui nous permettra de résoudre
le problème sur un espace de dimension �nie.
Dans un second temps, nous élargissons ce résultat avec l'existence d'un équilibre
en dimension in�nie pour le problème

(4) min
{γ; γ(0)=x0}

S(γ) +

∫ T

0

dI

dm
(et]Q̃)(γ(t))dt+

∫ T

0

F (γ(t), et]Q̃)dt,

où F est continue en ses deux variables et I est une fonction convexe qui admet
une variation première. Ce second problème est intéressant, car le cas continu (cf.
[6]) et le cas variationnel (cf. [3]) ont été étudiés séparément. Ici, nous abordons ces
deux cas simultanément. Malgré la faible régularité de dI/dm, nous pouvons grâce
à la régularité de F montrer l'existence d'un équilibre.

Similairement à [5], nous utiliserons le théorème de point �xe de Kakutani pour
montrer l'existence d'un équilibre à chacun de ces problèmes.

2. Un modèle simple

Cette section consiste en la preuve de l'existence d'un équilibre pour le pro-
blème (3). Tout d'abord, nous introduisons les notations adaptées à ce problème
qui pourra être résolu en dimension �nie et l'énoncé du théorème. Nous présentons
ensuite quelques résultats sur les multifonctions, suivis d'une partie regroupant
des propriétés sur la fonctionnelle à minimiser et des propriétés de régularités. En
rassemblant tous ces arguments, nous terminons cette section avec la preuve du
théorème.

Avant de commencer, expliquons pourquoi nous pouvons résoudre ce problème
en dimension �nie. Soit γ̃ un minimiseur de (3). En évaluant la fonctionnelle en une
trajectoire constante égale à x0, on obtient l'inégalité

S(γ̃) +

∫ T

0

F (γ̃(t), et]Q)dt+ ψ(γ̃(T )) ≤ 0 +

∫ T

0

F (x0, et]Q)dt+ ψ(x0)

≤ T sup
Ω̄×P (Ω̄)

F + sup
Ω̄

ψ,
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qui donne une borne uniforme sur l'ensemble {S(γ̃) ; γ̃ minimiseur de (3)}. Notons
N cette borne arrondie à l'entier supérieur. En nous plaçant dans l'ensemble des
courbes constantes par morceaux faisant au plus N sauts, nous pouvons représenter
chaque courbe par un 2N -uplet où les N premières coordonnées représentent les
positions prises par la courbe et les N dernières représentent les durées pendant
lesquelles la courbe occupe chaque position.

2.1. Notations et énoncé du théorème. Notons Ω un domaine borné de R2

décrivant l'espace d'une ville.
Soit T > 0 �xé. On dé�nit SN = {(a1, . . . , aN ) ∈ (R+)N ; a1 + . . . + aN ≤ T},

le simplexe de dimension N où chaque coordonnée représente le temps passé dans
un endroit.

La trajectoire d'un individu au cours du temps est décrite par
X = (x0, . . . , xN−1, a1, . . . , aN ) ∈ Ω̄N × SN , où l'agent habite la position xi au

temps t ∈ [0, T ] tel que
∑i
j=1 aj ≤ t <

∑i+1
j=1 aj .

Pour chaque t ∈ [0, T ], on dé�nit la fonction évaluation et par

et : Ω̄N × SN −→ Ω̄

X 7−→ xi

où t véri�e
∑i
j=1 aj ≤ t <

∑i+1
j=1 aj pour i ∈ {0, . . . , N − 1}.

Soitm0 ∈ P (Ω̄) une mesure de probabilité sur Ω̄. Nous désignerons par Pm0
(Ω̄N×

SN ) l'ensemble des mesures de probabilités Q sur Ω̄N × SN telles que e0]Q = m0,
i.e la mesure image de Q par l'application e0 est m0.

La fonction S décrivant le nombre de changements de position de X est dé�nie
par

S : Ω̄N × SN −→ N

X 7−→ ]{i ∈ J0 ; N − 2K;xi 6= xi+1}.
Pour �uidi�er la discussion, on appelle � sauts � ces changements de position.

Pour Q ∈ Pm0
(Ω̄N × SN ), la fonctionnelle JQ que nous considérons est

(5) JQ(X) = S(X) +

N−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

F (mt, xi)dt+ ψ(xN ), ∀X ∈ Ω̄N × SN ,

où t0 = 0, ti =
∑i
j=1 aj pour tout i ∈ {1, . . . , N} et mt = et]Q.

Soient x0 ∈ Ω̄ et s ∈ [0, T ]. La fonction valeur de JQ est donnée par

ΦQ(x0, s) = min
X∈{x0}×Ω̄N−1×SN

S(X, s) +

∫ tj

s

F (mt, xj−1)dt

+

N−1∑
i=j

∫ ti+1

ti

F (mt, xi)dt+ ψ(xN ),

où tj−1 ≤ s < tj et S(X, s) est le nombre de sauts e�ectués par X sur l'intervalle
de temps [s, T ].

L'ensemble des minimiseurs de ΦQ(x0, 0) (ou plus simplement ΦQ(x0)) sera noté
ΓQ[x0].

Le résultat que nous montrons dans cette section est résumé dans le théorème
suivant :
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Théorème 2.1. Soient F : Ω̄ × P (Ω̄) → R et ψ : Ω̄ → R des fonctions continues,
donc bornées. Notons P(Pm0(Ω̄N ×SN )) l'ensemble des parties de Pm0(Ω̄N ×SN ).

Soit H : Pm0(Ω̄N × SN )→ P(Pm0(Ω̄N × SN )) la multifonction telle que

H(Q) = {Q̃ ∈ Pm0
(Ω̄N × SN );

∫
Ω̄N×SN

JQ(X)dQ̃(X) =

∫
Ω̄

ΦQ(x0)dm0(x0)}.

Alors H admet un point �xe Q̄ tel que Q̄ ∈ H(Q̄).

2.2. Résultats intermédiaires sur les multifonctions. Une condition néces-
saire pour appliquer le théorème de Kakutani est que l'image de H ne peut pas être
l'ensemble vide. C'est pourquoi nous aurons besoin du lemme énoncé ci-après qui
donnera l'existence d'une sélection mesurable de minimiseurs de JQ pour tout Q.

Dé�nition 2.2. (i) Une multifonction est une application A→ P(B), où (A,A)
est un espace mesurable, B un espace métrique séparable et P(B) l'ensemble
des parties de B.

(ii) Une multifonction Γ: A → P(B) est dite mesurable, si pour tout ouvert
U ⊂ B, on a {a ∈ A; Γ(a) ∩ U 6= ∅} ∈ A.

(iii) Soit Γ: A→ P(B) une multifonction. Une sélection de Γ est une fonction
σ : A→ B telle que pour tout a ∈ A, σ(a) ∈ Γ(a).

(iv) Une multifonction Γ: A → P(B) a un graphe fermé, lorsque l'ensemble
{(a, b); b ∈ Γ(a)} est fermé.

Lemme 2.3. Soient (A,A) un espace mesurable, B un espace métrique séparable
et Γ: A→ P(B)− {∅} une multifonction mesurable.

Alors Γ admet une sélection mesurable.

Démonstration. Une preuve de ce lemme est donnée dans la référence [7, Théorème
III.6.]. �

Lemme 2.4. Soient (A,A) un espace mesurable, B un espace métrique séparable et
Γ: A→ P(B) une multifonction qui a un graphe fermé. Lorsque les boules fermées
de B ne sont pas compactes, nous supposerons en plus qu'il existe un compact
K ⊂ B tel que

⋃
a∈A Γ(a) ⊂ K.

Alors Γ est mesurable.

Démonstration. Comme B est un espace métrique, sa topologie est engendrée par
les boules ouvertes B(x,R) centrée en x ∈ B de rayon R ∈ R+ et toute boule ouverte
peut s'écrire comme réunion dénombrable de fermés. L'objectif est de montrer que
pour tout ouvert U ⊂ B, l'ensemble E := {a ∈ A; Γ(a) ∩ U 6= ∅} est mesurable. Il
su�t alors de montrer cela pour toute boule ouverte de B.

Soit x ∈ B et R ∈ R+ tels que B(x,R) ⊂ B. Puisque B est un espace métrique,
on peut écrire B(x,R) comme réunion dénombrable de fermés, par exemple,

B(x,R) =
⋃
k∈N∗

BF(x,R− 1

k
),

où BF(x,R− 1
k ) désigne la boule fermée de centre x et de rayon R− 1

k .
Ainsi, pour tout a ∈ A,

Γ(a) ∩ B(x,R) =
⋃
k∈N∗

(Γ(a) ∩ BF(x,R− 1

k
)).



6 ANNETTE DUMAS

Si E = {a ∈ A; Γ(a) ∩ B(x,R) 6= ∅} est vide, alors cet ensemble est bien mesu-
rable. Sinon, montrons que cet ensemble est une union dénombrable de fermés, et
par conséquent, un ensemble mesurable. Notons Ek := {a ∈ A; Γ(a) ∩ BF(x,R −
1
k ) 6= ∅} pour tout k ∈ N∗ et montrons que Ek est fermé.

Soit k ∈ N
∗ et (an)n une suite de Ek convergeant vers a ∈ A. Montrons que

a ∈ Ek.
Comme pour tout n, an ∈ Ek, alors il existe bn ∈ Γ(an)∩BF(x,R− 1

k ). Lorsque

BF(x,R− 1
k ) est compact, alors on peut extraire une sous-suite de (bn)n convergeant

vers b ∈ BF(x,R − 1
k ) et comme Γ a un graphe fermé, on en déduit que b ∈ Γ(a).

Donc l'ensemble Γ(a)∩BF(x,R− 1
k ) est non-vide, ce qui montre que a ∈ Ek. Donc

Ek est fermé.
Si BF(x,R − 1

k ) n'est pas compact, alors la suite (bn)n est contenue dans le
compact K. Il existe donc une sous-suite de (bn)n convergeant vers b ∈ K. Comme
Γ a un graphe fermé et la boule BF(x,R− 1

k ) est fermée, alors la limite b appartient

à Γ(a) ∩ BF(x,R− 1
k ). Donc Γ(a) ∩ BF(x,R− 1

k ) est non-vide et ainsi, a ∈ Ek ce
qui implique aussi que Ek est fermé.

Nous avons montré que pour tout k ∈ N
∗, l'ensemble Ek est fermé. Or, E =⋃

k∈N∗ Ek est une union dénombrable de fermés, donc E est mesurable. Ainsi, la
multifonction Γ est mesurable.

�

2.3. Résultats préliminaires. Nous établirons dans la proposition 2.7 que JQ
admet un minimiseur. Pour cela, nous avons besoin de la régularité de JQ comme
suit :

Proposition 2.5. Pour tout Q, la fonction JQ est semi-continue inférieurement
(noté désormais s.c.i.).

Démonstration. Par hypothèse, F et ψ sont des fonctions continues, et donc s.c.i. .
Montrons maintenant que S est s.c.i. . SoitX0 ∈ Ω̄N×SN et notons p := S(X0) ∈

N.
Ecrivons les coordonnées de X0 comme ceci (x0, . . . , xN−1, a1, . . . , aN ).
Prenons δ := mini{(xi+1 − xi)/4 ; xi 6= xi+1} et dé�nissons un voisinage U de

X0 tel que U = [x1 − δ ; x1 + δ] × · · · × [xN − δ ; xN + δ] × SN − {0}. De cette
façon, lorsqu'il y a un saut dans X0, ce saut existe aussi dans chaque élément de U .

Donc pour tout X ∈ U , on a p ≤ S(X).
Donc S est bien s.c.i., et donc �nalement JQ est s.c.i. . �

Remarque 2.6. Cette preuve montre que S est s.c.i. .

Proposition 2.7. Soient Q ∈ Pm0
(Ω̄N × SN ) et x0 ∈ Ω̄ �xés. Alors il existe une

solution X ∈ Ω̄N ×SN au problème ΦQ(x0) de condition initiale x0, autrement dit,
JQ admet un minimiseur pour la condition initiale x0.

Démonstration. Notons M := ΦQ(x0). Soit (Xn)n ⊆ Ω̄N × SN une suite minimi-
sante de M telle que JQ(Xn) −→

n→+∞
M .

L'ensemble {x0}× Ω̄N−1×SN étant compact, il existe une suite extraite (Xnk
)k

de (Xn)n et X tels que Xnk
−→
k→+∞

X.

Comme JQ s.c.i. (Proposition 2.5), on a

JQ(X) ≤ lim
k
JQ(Xnk

) = M.
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Donc X est un minimiseur JQ, d'où l'existence d'une solution au problème ΦQ(x0).
�

Ensuite, nous aurons besoin de montrer que l'image de H n'est pas l'élément
vide. Pour Q donné, si η : x0 7→ ΓQ[x0] admet une sélection mesurable, alors nous

pourrons dé�nir une mesure Q̃ telle que son support est l'image de cette sélection
et ainsi prouver que H(Q) est non-vide.

La proposition suivante montre que pour tout Q, ΦQ(·) est continue. Cela en-
traîne la mesurabilité de η : x0 7→ ΓQ[x0] (Proposition 2.9). Ainsi, nous aurons
l'existence d'une sélection mesurable grâce au lemme 2.3.

Proposition 2.8. Soit Q ∈ Pm0
(Ω̄N × SN ) �xé. La fonction ΦQ(·) est continue.

Démonstration. Soit (x0,n)n une suite dans Ω̄ qui converge vers x0. Montrons que
JQ(x0,n, ·) Γ-converge vers JQ(x0, ·), ce qui entraînera ΦQ(x0,n) −→ ΦQ(x0).

(i) Γ-lim inf.
Soit (Xn)n une suite dans Ω̄N−1 × SN qui converge vers X.

Grâce à la proposition 2.5, nous savons que JQ est semi-continue inférieurement.
Donc

JQ(x0, X) ≤ lim
n
JQ(x0,n, Xn)

ce qui prouve la première condition de la Γ-convergence.
(ii) Γ-lim sup.
Soit X = (x1, . . . , xN−1, a1, . . . , aN ) ∈ Ω̄N−1 × SN .
Si x0 6= x1, dé�nissons (Xn)n la suite constante égale à X.
On a

JQ(x0,n, Xn) =JQ(x0,n, X)

=S(x0,n, X) +

∫ a1

0

F (mt, x0,n)dt

+

N−1∑
i=1

∫ ti+1

ti

F (mt, xi)dt+ ψ(xN ).

Or,
S(x0,n, Xn) = S(x0,n, X) ≤ S(x0, X),

et comme F est continue et bornée, le théorème de convergence dominée entraîne∫ a1

0

F (mt, x0,n)dt −→
n

∫ a1

0

F (mt, x0)dt.

Donc limn JQ(x0,n, Xn) ≤ JQ(x0, X).
Si x0 = x1 et x1 6= x2, dé�nissons la suite (Xn)n telle que

Xn = (x0,n, x2, . . . , xN−1, a1, . . . , aN ).
Ainsi, on a

S(x0,n, Xn) ≤ S(x0, X).

En appliquant le théorème de convergence dominée à l'intégrale de F , on obtient

lim
n
JQ(x0,n, Xn) ≤ JQ(x0, X).

Si j est tel que x0 = x1 = . . . = xj et xj 6= xj+1, on dé�nit
Xn = (x0,n, . . . , x0,n, . . . , xj+1, . . . , xN−1, a1, . . . , aN ). On obtient de même

lim
n
JQ(x0,n, Xn) ≤ JQ(x0, X).
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Finalement, nous avons montré que pour toutX, il existe une suite (Xn)n conver-
geant vers X, telle que

lim
n
JQ(x0,n, Xn) ≤ JQ(x0, X).

Donc la condition Γ-lim sup de la Γ-convergence est véri�ée.
En conclusion, nous avons montré que pour tout suite x0,n −→ x0, la fonc-

tion JQ(x0,n, ·) Γ-converge vers JQ(x0, ·). Par conséquent, ΦQ(x0,n) converge vers
ΦQ(x0). �

Proposition 2.9. Soit Q ∈ Pm0
(Ω̄N × SN ). La multifonction

η : Ω̄→ P(Ω̄N × SN )

x0 7→ ΓQ[x0].

est mesurable.

Démonstration. Pour montrer cela, montrons que le graphe de η est fermé, ce qui
entraînera la mesurabilité de η grâce au lemme 2.4.

Soit (x0,n)n une suite dans Ω̄ convergeant vers x0 et (Xn)n une suite de minimi-
seurs telle que Xn ∈ ΓQ[x0,n] pour tout n ∈ N et qui converge vers X ∈ Ω̄N × SN .

Montrons que X ∈ ΓQ[x0].
La continuité de ΦQ montrée dans la proposition 2.8 donne

JQ(Xn) = ΦQ(x0,n) −→
n

ΦQ(x0).

Comme la fonction JQ est semi-continue inférieurement (Proposition 2.5), nous
avons

JQ(X) ≤ lim
n
JQ(Xn) = ΦQ(x0),

donc X ∈ ΓQ[x0].
Ainsi, le graphe de η est fermé. Donc par le lemme 2.4, η est mesurable. �

Une condition nécessaire du théorème de Kakutani est que le graphe de H est
fermé. Si (Qn)n est une suite telle que Qn → Q, et (Kn)n une suite telle que
Kn ∈ H(Qn) et Kn → K, alors il faut montrer que K ∈ H(Q). Le lemme ci-après
permet de montrer que JQn Γ-converge vers JQ. Ensuite, grâce à la Γ-convergence
de (JQn

)n (Proposition 2.12), nous pourrons en déduire que K ∈ H(Q).

Lemme 2.10. Soit (Qn)n une suite convergeant étroitement vers Q dans Pm0(Ω̄N×
SN ).

Alors pour presque tout t, et]Qn converge étroitement vers et]Q.

Remarque 2.11. Si t ∈ [0, T ], la fonction et n'est pas continue en les X qui
e�ectuent un saut au temps t. Or l'ensemble de ces X est négligeable pour presque
tout t. En e�et, si on note A = {(X, t) ; et est discontinue en X}, alors par le
théorème de Fubini, on a :∫ T

0

Q({X; (X, t) ∈ A})dt =

∫
Ω̄N×SN

∫ T

0

1{t;(X,t)∈A}(X)dt dQ(X) = 0.

Autrement dit, pour presque tout t, et est continue pour Q-p.t. X.
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Démonstration. D'après le théorème de Skorokhod, il existe une famille de variables
aléatoires {Xn}n dé�nies sur un espace probabilisé (Ξ, T ,P) à valeurs dans Ω̄N×SN ,
telle que pour tout n ∈ N, Xn est de loi Qn et il existe une variable aléatoire X sur
(Ξ, T ,P) à valeurs dans Ω̄× SN de loi Q telle que Xn −→ X, P-presque sûrement.

Soit ϕ ∈ C0
b (Ω̄). Pour tout t tel que et est continue pour Q-p.t. X, on a∫

Ω̄

ϕ(x)d(et)]Qn(x) =

∫
Ω̄N×SN

ϕ(et(X))dQn(X)

=

∫
Ω̄N×SN

ϕ(et(X))dXn]P(X)

=

∫
Ξ

ϕ(et(Xn(ω)))dP(ω).

Par la remarque 2.11, on sait que la fonction et est continue pour presque tout X.
Donc ϕ(et(Xn(ω))) converge simplement vers ϕ(et(X(ω))) en les points où et est
continue.

Comme ϕ est bornée, par le théorème de convergence dominée, on a∫
Ξ

ϕ(et(Xn(ω)))dP(ω) −→
n→+∞

∫
Ξ

ϕ(et(X(ω)))dP(ω)

=

∫
Ω̄

ϕ(x)d(et)]Q(x).

Donc pour presque tout t, et]Qn converge étroitement vers et]Q. �

Proposition 2.12. Soit x0 ∈ Ω̄ une condition initiale �xée. Soit (Qn)n ⊆ Pm0
(Ω̄N×

SN ) une suite convergeant vers Q ∈ Pm0
(Ω̄N × SN ).

Alors la suite (JQn)n Γ-converge vers JQ pour la condition initiale x0.

Démonstration. Posons gn(X) := S(X) +
∑N−1
i=0

∫ ti+1

ti
F (et]Qn, xi)dt, pour tout

n ∈ N et g(X) := S(X) +
∑N−1
i=0

∫ ti+1

ti
F (et]Q, xi)dt.

(i) Γ-lim inf.
Soit Xn −→

n→+∞
X une suite dans {x0} × Ω̄N−1 × SN .

Notons Xn = (xn,0, . . . , xn,N−1, an,1, . . . , an,N ) où xn,0 = x0 pour tout n.
Montrons que g(X) ≤ lim

n
gn(Xn).

D'après le lemme 2.10, et]Qn converge étroitement vers et]Q. Comme F est
continue et bornée, nous pouvons appliquer le théorème de convergence dominée

à
∫ ti+1

ti
F (et]Qn, xn,i)dt. De plus, la semi-continuité inférieure de S (remarque 2.6)

donne

g(X) = S(X)+

N−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

F (et]Q, xi)dt ≤ lim
n
S(Xn)+lim

n

N−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

F (et]Qn, xn,i)dt.

D'où g(X) ≤ lim
n
gn(Xn).

(ii) Γ-lim sup.
Soit X ∈ {x0} × Ω̄N−1 × SN . Dé�nissons la suite constante (Xn)n égale à X. En

appliquant le théorème de convergence dominée à
∫ ti+1

ti
F (et]Qn, xi)dt, on obtient :

lim
n
gn(Xn) = lim

n
gn(X) = g(X).
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Pour conclure cette preuve, nous avons démontré que gn converge vers g pour la
Γ-convergence. De plus, comme la fonction ψ est continue, on obtient que JQn =
gn + ψ Γ-converge vers g + ψ = JQ. �

Lemme 2.13. Soit (E, d) un espace métrique. Soit (fn)n une suite de fonctions
dé�nies sur E qui Γ-converge vers f , où f est une fonction s.c.i. dé�nie sur E et
bornée inférieurement. Soit (µn)n une suite de mesures de probabilité qui converge
étroitement vers µ. Alors, ∫

fdµ ≤ lim
n

∫
fndµn.

Démonstration. Pour tout n ∈ N, dé�nissons pour tout k > 0, les fonctions fkn
suivantes :

fkn(x) = inf
y
fn(y) + k d(x, y), ∀x ∈ E.

De même, dé�nissons fk telle que pour tout k > 0,

fk(x) = inf
y
f(y) + k d(x, y), ∀x ∈ E.

En particulier, pour tout k > 0, fkn ≤ fn, et la famille de fonctions (fk)k est
croissante.

De plus, nous avons f = supk f
k. En e�et, pour x �xé dans E et pour tout k > 0,

il existe yk ∈ E, tel que
(6) fk(x) ≤ f(yk) + k d(x, yk) ≤ fk(x) + 1/k.

En divisant l'inégalité (6) par k > 0, et en passant à la limite k → +∞, on obtient :

lim
k

f(yk)

k
+ d(x, yk) = 0.

Comme f est bornée inférieurement, on a limk d(x, yk) = 0, donc

yk −→
k→∞

x.

Par conséquent, en passant à la lim inf dans (6), on a

lim
k
f(yk) + k d(x, yk) ≤ sup

k
fk(x).

Ensuite, la dé�nition des fk et la semi-continuité inférieure de f donnent

sup
k
fk(x) ≤ f(x) ≤ lim

k
f(yk) + k d(x, yk).

Ces deux dernières inégalités entraînent

sup
k
fk(x) ≤ f(x) ≤ sup

k
fk(x),

donc f(x) = supk f
k(x).

Ensuite, �xons k > 0. Comme fn Γ-converge vers f , la suite de fonctions (fkn)n
converge simplement vers fk.

De plus, pour tout n ∈ N, la famille de fonctions (fkn)n est équicontinue, car
∀n ∈ N, fkn est k-Lipschitzienne. Puis pour tout x ∈ E, l'ensemble {fkn(x) ; n ∈
N} est relativement compact. Donc par le théorème d'Arzelà-Ascoli, fkn converge
uniformément vers fk.

Par conséquent,

lim
n

∫
fkndµn =

∫
fkdµ.
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Finalement, on obtient∫
fkdµ = lim

n

∫
fkndµn ≤ lim

n

∫
fndµn.

Cette dernière inégalité étant vraie pour tout k > 0, on obtient grâce au théorème
de convergence monotone :∫

fdµ = lim
k

∫
fkdµ ≤ lim

n

∫
fndµn.

�

Corollaire 2.14. Soit f une fonction s.c.i. bornée inférieurement. Alors l'applica-
tion µ 7→

∫
fdµ est semi-continue inférieurement.

Démonstration. Soit (µn)n une suite qui converge étroitement vers µ. Montrons
que ∫

fdµ ≤ lim
n

∫
fdµn.

Si (fn)n est la suite constante égale à f , alors fn Γ-converge vers f . En appliquant
le lemme 2.13, on obtient l'inégalité voulue. �

2.4. Preuve du théorème 2.1. Nous sommes maintenant parés pour démontrer
le théorème 2.1.

Démonstration. L'ensemble Pm0(Ω̄N × SN ) est convexe, compact et non-vide. En
e�et, Pm0

(Ω̄N×SN ) est compact, car si on prend une suite (Qn)n de Pm0
(Ω̄N×SN ),

la compacité de Ω̄N ×SN entraîne que la famille (Qn)n est tendue. Par le théorème
de Prokhorov [4, Chap. 1, Théorèmes 1.4 et 6.1], (Qn)n est relativement compacte
et donc (Qn)n admet une sous-suite, notée aussi (Qn)n, convergeant vers Q. Grâce
au lemme 2.10, on a

m0 = e0]Qn
étroitement−→ e0]Q,

donc Q ∈ Pm0(Ω̄N × SN ), d'où la compacité de Pm0(Ω̄N × SN ) .
Ensuite, soient Q1 et Q2 dans Pm0(Ω̄N × SN ). Alors pour tout λ ∈ [0, 1] et tout B
borélien de Ω̄, on a

λQ1(e−1
0 (B)) + (1− λ)Q2(e−1

0 (B)) = λm0(B) + (1− λ)m0(B) = m0(B).

Donc Pm0
(Ω̄N × SN ) est convexe.

Ensuite, véri�ons les hypothèses du théorème de Kakutani.
(i) Pour tout Q ∈ Pm0(Ω̄N × SN ), l'ensemble H(Q) est convexe.

Soient λ ∈ [0, 1] et (Q1, Q2) ∈ H(Q)2. Posons Q̃ := λQ1 + (1 − λ)Q2. Par la

convexité de Pm0(Ω̄N × SN ), on a bien Q̃ ∈ Pm0(Ω̄N × SN ).
Ensuite, on a∫

Ω̄N×SN

JQ(X)dQ̃(X) = λ

∫
Ω̄N×SN

JQ(X)dQ1(X) + (1− λ)

∫
Ω̄N×SN

JQ(X)dQ2(X)

= λ

∫
Ω̄

ΦQ(x0)dm0(x0) + (1− λ)

∫
Ω̄

ΦQ(x0)dm0(x0)

=

∫
Ω̄

ΦQ(x0)dm0(x0).

Donc Q̃ ∈ H(Q), ce qui prouve que H(Q) est convexe.
(ii) Pour tout Q ∈ Pm0

(Ω̄N × SN ), l'ensemble H(Q) est non-vide.
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Dé�nissons la multifonction suivante :

η : Ω̄→ P(Ω̄N × SN )

x0 7→ ΓQ[x0].

Par la proposition 2.9, on sait que cette application est mesurable. Elle associe
à tout x0 un ensemble non-vide d'après la proposition 2.7. Donc d'après le lemme
2.3, elle admet une sélection mesurable Y : Ω̄ → Ω̄N × SN , x0 7→ XQ

x0
telle que

Y (x0) ∈ ΓQ[x0].

Posons maintenant Q̃(X) =
∫

Ω̄
δ{XQ

x0
}(X)dm0(x0), pour tout X ∈ Ω̄N ×SN . En

utilisant le fait que pour tout x0, X
Q
x0

est un minimiseur de JQ, on a :∫
Ω̄N×SN

JQ(X)dQ̃(X) =

∫
Ω̄

JQ(XQ
x0

)dm0(x0)

=

∫
Ω̄

ΦQ(x0)dm0(x0).

Donc Q̃ ∈ H(Q).
(iii) Le graphe de H est fermé.

Soit (Qn)n une suite de Pm0
(Ω̄N × SN ) convergeant vers Q ∈ Pm0

(Ω̄N × SN ) et
soit (Kn)n une suite telle que Kn ∈ H(Qn) qui converge vers K ∈ Pm0

(Ω̄N × SN ).
Montrons que K ∈ H(Q), ce qui prouvera que le graphe de H est fermé.
Soit n ∈ N. Comme Kn ∈ H(Qn), on a :∫

Ω̄N×SN

JQn
(X)dKn(X) =

∫
Ω̄

ΦQn
(x0)dm0(x0).

Or, d'après la proposition 2.12, JQn
Γ-converge vers JQ. Par conséquent, comme

l'ensemble {x0} × Ω̄N−1 × SN est compact, ΦQn(x0) converge vers ΦQ(x0) pour
tout x0 ∈ Ω̄. Comme F et ψ sont bornées et que le nombre de sauts n'excède pas
N , la suite de fonctions (ΦQn

)n est uniformément bornée. Donc par le théorème de
convergence dominée,∫

Ω̄

ΦQn
(x0)dm0(x0) −→

n

∫
Ω̄

ΦQ(x0)dm0(x0).

Ensuite, par le lemme 2.13,∫
Ω̄N×SN

JQ(X)dK(X) ≤ lim
n

∫
Ω̄N×SN

JQn
(X)dKn(X)

=

∫
Ω̄

ΦQ(x0)dm0(x0).

L'inégalité inverse est aussi vraie, car∫
Ω̄N×SN

JQ(X)dK(X) ≥
∫

Ω̄N×SN

ΦQ(X(0))dK(X)

=

∫
Ω̄

ΦQ(x0)de0]K(x0)

=

∫
Ω̄

ΦQ(x0)dm0(x0).

Donc ∫
Ω̄N×SN

JQ(X)dK(X) =

∫
Ω̄

ΦQ(x0)dm0(x0),
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ce qui prouve que K ∈ H(Q).
Pour conclure cette preuve, nous avons montré que pour tout Q, l'ensembleH(Q)

est un convexe non-vide et que le graphe de H est fermé. Donc par le théorème du
point �xe de Kakutani, H admet un point �xe Q̄ tel que Q̄ ∈ H(Q̄). �

3. Une extension du résultat

Dans cette section, nous montrons l'existence d'un équilibre pour le problème
(4). Précédemment, nous avions supposé que F et ψ sont bornées, ce qui nous a
permis de résoudre le problème en dimension �nie. Ici, il se peut que la fonction
dI/dm ne soit pas bornée. Il n'y a donc a priori pas de raisons que les trajectoires
optimales aient un nombre de sauts maximal.

Remarque 3.1. En réalité, l'intégrabilité de F et ψ en la variable spatiale su�sait
pour se ramener en dimension �nie. En e�et, si on choisit une courbe γ telle que

γ(t) =

{
x0, si t = 0,
y, si t ∈]0, T ],

où y 6= x0 est un point arbitraire de Ω̄, alors pour tout minimiseur γ̃ de (3) on a

(7) S(γ̃) +

∫ T

0

F (γ̃(t), et]Q)dt+ ψ(γ̃(T )) ≤ 1 +

∫ T

0

F (y, et]Q)dt+ ψ(y).

En intégrant l'inégalité (7) sur Ω̄, on obtient∫
Ω̄

(S(γ̃) +

∫ T

0

F (γ̃(t), et]Q)dt+ ψ(γ̃(T )))dy ≤
∫

Ω̄

dy

+

∫
Ω̄

(

∫ T

0

F (y, et]Q)dt+ ψ(y))dy,

d'où le fait qu'une borne L1 sur F et ψ en la variable spatiale su�t pour borner le
nombre de sauts S(γ̃).

Malgré cela, nous ne pouvons en général pas trouver de borne uniforme sur S(γ̃)
pour le problème (4), car nous ne savons pas si dI/dm est intégrable en la variable
spatiale.

Notons J̃Q̃ la fonctionnelle que les agents souhaitent minimiser pour une distri-

bution Q̃ ∈ Pm0(BV) donnée, où BV désigne l'ensemble des courbes dé�nies sur
[0, T ] à variations bornées, c'est-à-dire,

BV = {γ : [0, T ]→ Ω̄ ; sup
0=t0<...<tn=T

n∑
i=1

|γ(ti)− γ(ti−1)| <∞ }.

Nous munissons BV de la norme L1. Ainsi, deux courbes seront égales, si elles sont
égales presque partout sur [0, T ].
Pour tout γ ∈ BV, on dé�nit

J̃Q̃(γ) = S(γ) +

∫ T

0

dI

dm
(et]Q̃)(γ(t))dt+

∫ T

0

F (γ(t), et]Q̃)dt,

où S est la fonction dé�nie sur BV telle que pour tout γ ∈ BV,

S(γ) =

{
inf{]{t ; γ̄ est discontinue en t } ; γ̄

L1

= γ}, si γ est constante par morceaux,
+∞, sinon.
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De cette façon, la fonction S est bien dé�nie sur BV muni de la norme L1. Elle
représente le nombre de sauts e�ectués pour une trajectoire constante par morceaux
où on ignore les sauts dont la durée est de mesure nulle. Dans la proposition qui
suit, nous montrons que S est s.c.i. .

Proposition 3.2. La fonction S est s.c.i. .

Démonstration. Montrons que pour tout α ∈ R, l'ensemble Eα := {γ ∈ BV ; S(γ) ≤
α} est fermé.

Si α < 0, alors Eα = ∅ est bien fermé. Supposons maintenant que α ≥ 0 et soit
(γn)n une suite dans Eα convergeant vers γ pour la norme L1. Alors

pour presque tout t ∈ [0, T ], γn(t) −→ γ(t).

En particulier, si γ̄n est un représentant de γn dans L1 dont le nombre de discon-
tinuités est exactement S(γn), alors on peut supposer de plus que

∀t ∈ [0, T ]\N1, γ̄n(t) −→ γ(t),

où N1 est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.
Or, (S(γ̄n))n est une suite d'entiers bornée, donc il existe une sous-suite (S(γ̄nk

))k
constante égale à p ∈ N ∩ [0, α]. On peut donc représenter chaque γ̄nk

par un
vecteur, que l'on notera Xk, dans l'espace Ω̄p × Sp où les p premières coordonnées
représentent les p valeurs prises par γ̄nk

et les p dernières coordonnées représentent
les durées pour chaque valeur, l'ensemble Sp étant le simplexe de dimension p dé�ni
dans la sous-section 2.1.

Comme Ω̄p × Sp est compact, la suite (Xk)k admet une sous-suite convergeante
dont la limite, notée X, se trouve dans Ω̄p×Sp et notons δ l'écriture de X dans BV
(par exemple l'écriture càdlàg). Ainsi, γ̄nk

converge simplement vers δ sur [0, T ]\N2,
où N2 est un ensemble de mesure nulle. Par unicité de la limite de (γ̄nk

)k, on a

∀t ∈ [0, T ]\(N1 ∪N2), δ(t) = γ(t).

Comme δ et γ coïncident presque partout et que δ a au plus p sauts, la dé�nition
de S comme le minimum des sauts sur les représentants implique que

S(γ) = S(δ) ≤ p ≤ α
et donc γ ∈ Eα, ce qui prouve que Eα est fermé.

On a montré que pour tout α ∈ R, l'ensemble Eα est fermé, donc S est semi-
continue inférieurement. �

Nous supposerons que I est convexe, s.c.i et de variation première dI/dm, et F
est continue en ses deux variables.

Nous cherchons une distribution de trajectoires Q0 telle que

(8) ∀Q ∈ Pm0
(BV),

∫
J̃Q0

(γ)dQ0(γ) ≤
∫
J̃Q0

(γ)dQ(γ).

Si on trouve Q0 tel que pour tout Q, avec Q̃ = Q0, on a

∫
S(γ)dQ0(γ) +

∫ ∫
dI

dm
(et]Q0)(x)d(et]Q0)(x) dt+

∫ ∫
F (γ(t), et]Q̃)dt dQ0(γ)

(9)

≤
∫
S(γ)dQ(γ) +

∫ ∫
dI

dm
(et]Q0)(x)d(et]Q)(x) dt+

∫ ∫
F (γ(t), et]Q̃)dt dQ(γ),

alors Q0 véri�e (8) grâce au théorème de Fubini.
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Pour Q̃ quelconque donné, nous montrons dans la proposition ci-après que la
forme variationnelle du problème (9) correspond à minimiser la fonctionnelle sui-
vante :

(10) UQ̃(Q) =

∫
S(γ)dQ(γ)+

∫ ∫
I(et]Q)(x)dxdt+

∫ ∫
F (γ(t), et]Q̃)dt dQ(γ).

Remarque 3.3. Lorsque I est convexe, minimiser UQ̃ est même équivalent à trou-

ver Q0 tel que (9). Or ici, nous montrons seulement l'implication [(10)⇒ (9)] qui
est su�sante pour montrer l'existence d'un équilibre.

Proposition 3.4. Fixons Q̃ ∈ Pm0(BV) .
Si Q0 ∈ Pm0

(BV) un minimiseur de (10), alors Q0 véri�e (9) pour tout Q ∈
Pm0

(BV).

Démonstration. Soit ε > 0 et Q ∈ Pm0
(BV).

Posons Qε = Q0 + ε(Q−Q0). Dérivons la fonction R(ε) := UQ̃(Qε) par rapport
à ε :

R′(ε) =

∫
S(γ)d(Q−Q0)(γ) +

∫ ∫
dI

dm
(et]Qε)(x)d(et](Q−Q0))(x) dt

+

∫ ∫
F (γ(t), et]Q̃)dt d(Q−Q0)(γ).

Comme Q0 est un minimiseur, on obtient l'inégalité suivante :

R′(0) =

∫
S(γ)d(Q−Q0)(γ) +

∫ ∫
dI

dm
(et]Q0)(x)d(et](Q−Q0))(x) dt

+

∫ ∫
F (γ(t), et]Q̃)dt d(Q−Q0)(γ)

≥ 0.

Donc le minimiseur Q0 véri�e bien (9) pour tout Q. �

L'objectif est de trouver une mesure sur les trajectoires Q0 qui soit un équilibre,
c'est-à-dire que lorsque les trajectoires des agents sont réparties selon la mesure Q0,
alors Q0 est optimale pour le problème

min
Q∈Pm0

(BV)
UQ0

(Q).

Pour cela, nous allons dé�nir une application H qui à tout Q̃ associe l'ensemble des
minimiseurs de UQ̃ et montrer que cette application H admet un point �xe Q0 qui
sera un équilibre cherché. Pour montrer cela, nous souhaitons utiliser le théorème
du point �xe de Kakutani. Cependant, l'ensemble des mesures Pm0

(BV) n'est pas
compact, car BV muni de la norme L1 n'est pas borné. Nous allons donc utiliser
un sous-ensemble compact Γ de Pm0(BV) que nous allons dé�nir.

Fixons Q̃ ∈ Pm0(BV). Dé�nissons Q ∈ Pm0(BV), une mesure dont le support
est contenu dans l'ensemble des courbes constantes sur [0, T ]. Cette mesure existe
et est unique : il su�t de prendre la mesure image de m0 par l'application qui à
tout x associe la courbe constante égale à x. Ainsi,

∫
S(γ)dQ(γ) = 0 et et]Q = m0
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pour tout t. Si Q0 est un minimiseur de UQ̃, alors on a l'inégalité

UQ̃(Q0) ≤ 0 +

∫ ∫
I(et]Q)(x)dxdt+

∫ ∫
F (γ(t), et]Q̃)dt dQ(γ)(11)

=

∫ ∫
I(m0)(x)dxdt+

∫ ∫
F (γ(0), et]Q̃)dt dQ(γ)

= T

∫
I(m0)(x)dx+

∫ ∫
F (x, et]Q̃)dt dm0(x)

≤ T
∫
I(m0)(x)dx+

∫
T sup

P (Ω̄)

F (x, ·)dm0(x) := C.

En particulier, pour tout minimiseur Q0 de UQ̃, on a∫
S(γ)dQ0(γ) ≤ C,

où C est une constante indépendante de Q̃ et de Q0.
Par suite, nous dé�nissons Γ = {Q ∈ Pm0

(BV) ;
∫
S(γ)dQ(γ) ≤ C}. Dans

la proposition suivante, nous montrons que Γ est compact, ce qui nous permettra
de considérer la restriction de H à Γ et d'appliquer le théorème du point �xe de
Kakutani à H|Γ.

Proposition 3.5. L'ensemble Γ est compact.

Démonstration. Soit N ∈ N∗. L'inégalité de Markov entraîne

∀Q ∈ Γ, Q({γ ; S(γ) > N}) ≤
∫
S(γ)dQ(γ)

N
≤ C

N
.

En particulier, pour tout ε > 0, il existe N ∈ N su�samment grand tel que

∀Q ∈ Γ, Q({γ ; S(γ) ≤ N}c) ≤ ε.

Or l'ensemble {γ ; S(γ) ≤ N} est compact, en montrant par exemple que toute
suite de cet ensemble admet une sous-suite convergente. Donc la famille de mesures
Γ est tendue. Grâce au théorème de Prokhorov, Γ est relativement compact.

Ensuite, montrons que Γ est fermé.
Soit (Qn)n une suite dans Γ convergeant étroitement vers Q ∈ Pm0(BV). Montrons
que Q ∈ Γ.
Comme S est s.c.i. (Proposition 3.2) et bornée inférieurement par 0, on a grâce au
corollaire 2.14, ∫

S(γ)dQ(γ) ≤ lim
n

∫
S(γ)dQn(γ) ≤ C.

Donc Q appartient à Γ et donc, Γ est compact. �

L'existence d'un équilibre est énoncée dans le théorème ci-dessous :

Théorème 3.6. Soit I une fonction s.c.i, convexe et de variation première dI/dm.
Soit F une fonction continue dé�nie sur Ω̄× P (Ω̄).
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La multifonction

H : Γ −→P(Γ)

Q̃ 7−→ argmin
Q,e0]Q=m0

UQ̃(Q)

= argmin
Q,e0]Q=m0

{
∫
S(γ)dQ(γ) +

∫ ∫
I(et]Q)(x)dxdt

+

∫ ∫
F (γ(t), et]Q̃)dt dQ(γ)}

admet un point �xe.

Avant de faire la preuve du théorème, nous présentons d'abord la notion de
variation première et d'intégrale première.

3.1. Intégrale première. Dans ce paragraphe, nous précisons ce que nous enten-
dons par intégrale première et variation première dont la dé�nition est inspirée de
[10, Chapitre 7]. Cette notion est utile en pratique dans la modélisation urbaine
comme par exemple dans [2], où le loyer est une fonction croissante de la densité
totale, et où les charges et les revenus sont des potentiels de Kantorovitch. Ces
fonctions admettent une intégrale première, ce qui permet d'aborder le problème
sous sa forme variationnelle.

Dé�nition 3.7. Soit F : P (Ω̄)→ R
+ ∪ {+∞} une fonctionnelle.

Supposons que pour tout ε ∈ [0, 1] et pour tout m ∈ P (Ω̄) et m̃ ∈ P (Ω̄) ∩ L∞c ,
F ((1− ε)m+ ε m̃) < +∞.

On dit que si

∀m ∈ P (Ω̄),
d

dε
F (m+ ε χ)|ε=0 =

∫
dF

dm
(m)dχ,

où χ := m̃−m avec m̃ ∈ P (Ω̄)∩L∞c , alors F est une intégrale première de dF/dm.
On dit également que dF/dm est une variation première de F , et en particulier, si
m ∈ P (Ω̄), dF/dm(m) est une variation première de F en m.

Voici quelques exemples pour illustrer cette notion :

Example 1. Soit V une fonction dé�nie sur Ω̄ et V telle que

∀m ∈ P (Ω̄), V(m) =

∫
Ω̄

V dm.

Si m ∈ P (Ω̄), alors V est une intégrale première de V en m. En e�et, pour tout
χ ∈ P (Ω̄),

d

dε
V(m+ ε χ)|ε=0 =

∫
Ω̄

V (m)dχ.

On peut ainsi noter V := dV/dm.

Example 2. Soit f une fonction de classe C1. Si F est la fonctionnelle telle que

∀m ∈ P (Ω̄), F (m) =

∫
Ω̄

f(ρ(x))dλ(x)

lorsque m = ρ · λ où λ est la mesure de Lebesgue, alors dF
dm (m) = f ′(m).
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En e�et, pour χ = ρ̃ · λ et ε ∈ [0, 1], on a

d

dε
F (m+ ε χ)|ε=0 = lim

ε→0

∫
Ω̄

ρ̃f ′(ρ(x) + ερ̃)dλ(x)

=

∫
Ω̄

ρ̃f ′(ρ)dλ(x) =

∫
Ω̄

f ′(ρ)dχ.

En se référant par exemple à [10, page 255], on remarque que pour avoir la semi-
continuité de F , il est nécessaire que f soit superlinéaire, donc f ′ ne serait pas
bornée. Ceci explique pourquoi nous ne pouvons compter sur le fait que dI/dm soit
bornée dans cette section.

Example 3. Dé�nissons pour tout m ∈ P (Ω̄),

W(m) =

∫ ∫
Ω̄×Ω̄

W (x, y)dm(x)dm(y).

Alors pour tout χ ∈ P (Ω̄) et tout ε ∈ [0, 1],

d

dε
W(m+ ε χ)|ε=0 = lim

ε→0

∫ ∫
Ω̄×Ω̄

W (x, y)dm(x)dχ(y) +

∫ ∫
Ω̄×Ω̄

W (x, y)dχ(x)dm(y)

+ 2ε

∫ ∫
Ω̄×Ω̄

W (x, y)dχ(x)dχ(y)

=

∫ ∫
Ω̄×Ω̄

W (x, y)dm(x)dχ(y) +

∫ ∫
Ω̄×Ω̄

W (x, y)dχ(x)dm(y).

Ainsi,

∀z ∈ Ω̄,
dW
dm

(m)(z) =

∫
Ω̄

W (x, z)dm(x) +

∫
Ω̄

W (z, y)dm(y).

En particulier, si h est une fonction paire telle que W (x, y) = h(x − y), alors
dW/dm = 2h ∗m.

Example 4. Prenons l'exemple de [2] avec les potentiels de Kantorovitch.
Soient m1 et m2 deux mesures de probabilités données. Considérons le problème de
Monge-Kantorovitch suivant :

(12) C(m1,m2) := inf
γ∈

∏
(m1,m2)

∫
Ω̄×Ω̄

c(x, y)dγ(x, y),

où
∏

(m1,m2) désigne l'ensemble des mesures de probabilités dé�nies sur Ω̄ × Ω̄
avec Ω̄ compact, de lois marginales m1 et m2. En se référant par exemple à [10], le
problème dual de (12) s'exprime de la façon suivante :

C(m1,m2) = sup
(α1,α2)∈C(Ω̄)×C(Ω̄)

{
∫
α1dm1 +

∫
α2dm2 ;

α1(x) + α2(y) ≤ c(x, y),∀(x, y) ∈ Ω̄× Ω̄}.

Si α1 et α2 sont tels que

C(m1,m2) =

∫
α1dm1 +

∫
α2dm2,

alors la dérivée première de C est ( dC
dm1

, dC
dm2

) = (α1, α2).
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3.2. Preuve du théorème 3.6. Voici la preuve du théorème 3.6.

Démonstration. De façon similaire au théorème 2.1, nous appliquons le théorème
de Kakutani à la multifonction H.

Tout d'abord, l'ensemble Γ est convexe, car Pm0
(BV) l'est et

∀Q1, Q2 ∈ Γ, ∀λ ∈ [0, 1],

∫
S(γ)d(λQ1 + (1− λ)Q2)(γ) ≤ λC + (1− λ)C = C.

De plus, Γ est non-vide, car il su�t de prendre par exemple Q à support contenu
dans l'ensemble des trajectoires constantes sur [0, T ].
En�n, Γ est compact grâce à la proposition 3.5.

Véri�ons ensuite les trois conditions suivantes :

(i) Si Q̃ ∈ Γ est �xé, alors l'ensemble H(Q̃) est convexe.

Soient Q1 et Q2 dans H(Q̃) et λ ∈ [0, 1]. Notons M la valeur du minimimum
telle que M := UQ̃(Q1) = UQ̃(Q2).

Grâce à la linéarité de et et la convexité de I, nous avons

UQ̃(λQ1 + (1− λ)Q2) =

∫
S(γ)d(λQ1 + (1− λ)Q2)(γ)

+

∫ ∫
I(et](λQ1 + (1− λ)Q2))(x)dxdt

+

∫ ∫
F (γ(t), et]Q̃)dtd(λQ1 + (1− λ)Q2)(γ)

= λ

∫
S(γ)dQ1(γ) +

∫ ∫
I(et](λQ1 + (1− λ)Q2))(x)dxdt

+ λ

∫ ∫
F (γ(t), et]Q̃)dtdQ1(γ)

+ (1− λ)

∫
S(γ)dQ2(γ)

+ (1− λ)

∫ ∫
F (γ(t), et]Q̃)dtdQ2(γ)

≤ λ UQ̃(Q1) + (1− λ) UQ̃(Q2)

= M.

Donc λQ1 + (1− λ)Q2 ∈ H(Q̃), d'où la convexité de H(Q̃).

(ii) Si Q̃ ∈ Γest �xé alors l'ensemble H(Q̃) est non-vide.
Soit (Qn)n une suite minimisante de infQ∈Γ UQ̃(Q). Comme Γ est compact, il

existe une sous-suite (Qnk
)k de (Qn)n qui converge étroitement vers Q ∈ Γ.

Estimons la limite inférieure de UQ̃(Qnk
) pour k →∞.

La fonction S étant s.c.i (Proposition 3.2) et bornée inférieurement, on a grâce
au corollaire 2.14

(13)

∫
S(γ)dQ(γ) ≤ lim

k

∫
S(γ)dQnk

(γ).

Ensuite, le lemme 2.10 reste valable pour l'ensemble Γ. En l'appliquant au terme∫ ∫
I(et]Qnk

)(x)dx dt et utilisant la semi-continuité de I et le lemme de Fatou, on
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obtient ∫ ∫
I(et]Q)(x)dx dt ≤

∫ ∫
lim inf

k
I(et]Qnk

)(x)dx dt(14)

≤ lim inf
k

∫ ∫
I(et]Qnk

)(x)dx dt.

En�n, comme F est continue en ses deux variables, on a

(15)

∫ ∫
F (γ(t), et]Q̃)dt dQnk

(γ) −→
k→∞

∫ ∫
F (γ(t), et]Q̃)dt dQ(γ).

Finalement, les limites (13)-(15) donnent

UQ̃(Q) ≤ lim inf
k
UQ̃(Qnk

) ≤ inf
Q∈Γ
UQ̃(Q).

Donc Q est un minimiseur de UQ̃. Par le calcul (11), on a aussi Q ∈ Γ. Donc

H(Q̃) est non-vide.

(iii) Le graphe de H est fermé.
Soit (Qn)n une suite dans Γ convergeant vers Q∞ et Kn ∈ H(Qn) une suite

convergeant vers K ∈ Γ.
Montrons que K ∈ H(Q∞).
Comme Kn ∈ H(Qn), on a pour tout Q ∈ Γ,∫

S(γ)dKn(γ) +

∫ ∫
I(et]Kn)(x)dxdt+

∫ ∫
F (γ(t), et]Qn)dt dKn(γ)(16)

≤
∫
S(γ)dQ(γ) +

∫ ∫
I(et]Q)(x)dxdt+

∫ ∫
F (γ(t), et]Qn)dt dQ(γ).

Examinons la limite de chaque terme de l'inégalité (16) lorsque n→ +∞.
Commençons par le terme

∫
S(γ)dKn(γ). La fonction S est s.c.i. (Proposition

3.2) et bornée inférieurement, donc par le corollaire 2.14, on a∫
S(γ)dK(γ) ≤ lim

n

∫
S(γ)dKn(γ).

Pour le second terme, grâce au lemme 2.10, à la semi-continuité de I et au lemme
de Fatou, on a l'inégalité∫ ∫

I(et]K)(x)dxdt ≤
∫ ∫

lim inf
n

I(et]Kn)(x)dxdt ≤ lim inf
n

∫ ∫
I(et]Kn)(x)dxdt.

Quant au terme
∫ ∫

F (γ(t), et]Qn)dt dKn(γ), la continuité de F en les deux
variables donne∫ ∫

F (γ(t), et]Qn)dt dKn(γ) −→
n→+∞

∫ ∫
F (γ(t), et]Q∞)dt dK(γ).

A droite de l'inégalité (16), un seul terme dépend de n. En y appliquant le
théorème de convergence dominée, on obtient∫ ∫

F (γ(t), et]Qn)dt dQ(γ) −→
n

∫ ∫
F (γ(t), et]Q∞)dt dQ(γ).
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Finalement, en passant à la limite lim inf
n

dans l'inégalité (16), on obtient∫
S(γ)dK(γ) +

∫ ∫
I(et]K)(x)dxdt+

∫ ∫
F (γ(t), et]Q∞)dt dK(γ)

≤
∫
S(γ)dQ(γ) +

∫ ∫
I(et]Q)(x)dxdt+

∫ ∫
F (γ(t), et]Q∞)dt dQ(γ).

Cette inégalité est vraie pour tout Q ∈ Γ, donc K est un minimiseur de UQ∞ ,
i.e K ∈ H(Q∞). Le graphe de H est donc fermé.

Les conditions (i), (ii), (iii) sont véri�ées, donc par le théorème de Kakutani
appliqué à H, nous pouvons conclure que H admet un point �xe. �
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