MODELES D’ECONOMIE URBAINE: EQUILIBRE ET JEUX A
CHAMPS MOYEN

ANNETTE DUMAS

REsumE. Ce rapport expose le travail de recherche effectué lors du stage en-
cadré par Filippo Santambrogio & D'Institut de Camille Jordan du ler avril
2021 au 30 juillet 2021 dans le cadre du Master 2 Mathématiques avancées a
PENS de Lyon et dans l'optique de faire la thése sur les modéles de jeux a
champ moyen pour le marché immobilier et ’économie urbaine dans ce méme
laboratoire avec le méme encadrant. Nous montrons ici ’existence d’un équi-
libre pour deux problémes de jeux & champ moyen de type variationnel ol
les trajectoires des individus sont constantes par morceaux et ou on considére
le nombre de sauts (ou déménagements) effectués par les agents. Grace aux
hypothéses faites sur la fonctionnelle, le premier probléme peut étre résolu sur
un espace de dimension finie. Le second probléme est une extension du premier
et pourra étre résolu sur un espace de dimension infinie. Dans les deux cas,
nous utiliserons le théoréme de point fixe de Kakutani pour les multifonctions.

1. INTRODUCTION

La théorie des jeux & champ moyen a été introduite par Lasry et Lions dans [§]
et [9]. Elle consiste en ’étude de ’évolution d’une population ou chaque individu
choisit une stratégie qui permet de satisfaire au mieux ses préférences. Les indivi-
dus sont indistinguables et négligeables. Dans la théorie des jeux, on considére un
nombre fini N de joueurs rationnels qui prévoient que chaque autre joueur ait un
comportement rationnel aussi. L’équilibre de Nash correspond & une stratégie opti-
male ol chaque joueur maximise son gain tout en tenant compte de la stratégie des
autres joueurs. Le risque de ce modéle est que lorsqu’un joueur change de stratégie,
cela peut modifier le comportement des autres. Or, en économie, par exemple sur le
marché financier ot il y a un trés grand nombre de participants, il est peu probable
qu’un individu ayant un comportement déviant change la tendance globale. Pour
pallier ce probléme, la théorie des jeux avec un continuum de joueurs a vu le jour
dans la seconde moitié¢ du 20°™¢ siécle notamment avec le travail d’Aumann [I].
En faisant tendre le nombre de joueurs N vers l'infini, Lasry et Lions ont montré
que 1’équilibre de Nash pour un nombre infini de joueurs se traduit en une solution
(¢, p) d’un systéme constitué d’une équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman et d’une
équation de continuité ou ¢ est la fonction valeur d’un probléme d’optimisation et
p la densité des joueurs.

Pour résoudre ce systéme qui offre un point de vue Eulérien de la solution, il
est possible d’opter pour un point de vue Lagrangien en résolvant un probléme de
minimisation qui est la forme variationnelle de I’équation. Par l’exemple, dans [3],
on introduit le probléme ol chaque agent cherche sa trajectoire optimale x évoluant
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dans un domaine €2 qui résoud

min /OT (Wét) + g(:v,pt(x(t))) dt +¢(z(T)),

{z ; 2(0)==z0}
pour un point xy donné et ot g est une fonction croissante de la densité p; au
temps ¢ qui modélise la pénalisation par ’embouteillage. La fonction valeur ¢ de ce
probléme est donnée par
T
(lw’(t)l

T +g(x,pt(a:(t))) dt+¢($(T)) y XLt [to,T] — 97 :L‘(to) = .’L‘()}.

Gréce a la théorie du controle optimal, on sait que la fonction valeur ¢ résoud
I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

&(to, xo) := min{
to

\
=

o(T,z) = ¢()
Les trajectoires optimales x de vérifient
' (t) = =Vo(t, z(t)).

Le principe de conservation de la masse, connu en mécanique des fluides, nous
’ ’
permet de donner l’équation de continuité vérifiée par p:

dp—V - (pV) = 0.

On obtient ainsi le systéme des jeux & champs moyen

78t¢+ %‘V(b'z - ha

dhp—V-(pVe) = 0,
o(T,z) = o),
p(0,x) = po().

Dans ce rapport, on s’inspire d’un probléme variationnel du type
T
@ min [ LE(0.7/(0) + FO(0), Qe + vl (D)),
{7 7(0)=z0} Jo

ot e;: AC(0,T;9Q) — Q est la fonction évaluation en t € [0,7] et @Q est une me-
sure de probabilité sur 'ensemble AC(0,T;Q) telle que egf@ = mg € P(Q). Pour
une mesure de probabilité Q € P(AC(0,T;)) donnée, on cherche une mesure de
probabilité Q dont le support est contenu dans I'ensemble des minimiseurs de .
Un équilibre pour le probléme (2) est une mesure Q € P(AC(0,T;)) telle que si
on considére le probléme avec () comme distribution de départ, alors le support
de @ est aussi contenu dans ’ensemble des minimiseurs de . Gréce a ce point
de vue variationnel et certaines hypothéses sur F', L et ¢, Cannarsa et Capuani [3]
ont démontré I'existence d’un équilibre au probléme ([2) sur un domaine restreint )
grace au théoréme de Kakutani, alors que ’existence n’avait été prouvé que pour
des domaines particuliers comme R? et le tore (par exemple, voir [9]).

Cependant, si nous voulons modéliser des dynamiques urbaines comme par exemple
les déménagements des habitants dans une ville en fonction du revenu, de la densité
de la population ou bien de I’emplacement, alors ce modeéle n’est pas satisfaisant.
En effet, la solution obtenue est absolument continue. Or, les habitants ne changent
pas de résidence continiment. La trajectoire des individus serait plutét une courbe
constante par morceaux. Les résultats actuels en théorie des jeux & champs moyen
portant sur les courbes absolument continues ne peuvent s’appliquer & des courbes
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discontinues. A terme, nous étudierons des problémes plus complexes en prenant en
compte des paramétres comme la position et la taille des logements ou la position
dans un espace de préférences, ce dernier paramétre évoluant de maniére continue,
tandis que ’autre non. Dans ce rapport seulement, nous introduisons des notions
mathématiques relatives aux mouvements par « sauts » nécessaires a ’étude de ces
modeéles.

L’idée du probléme que nous allons étudier ici est la suivante. L’ensemble des
courbes dans lequel nous cherchons la solution est ’ensemble des courbes constantes
par morceaux. Sur cet ensemble, nous désignons le nombre de sauts qu’effectue
chaque courbe v par

S(v) := t{x € Q; 7 est discontinue en x}.

Dans un premier temps, nous montrons ’existence d’un équilibre pour le probléme
de minimisation

T

8 win S0+ [ PO, k@t + v((D))
{7 v(0)=a0} 0

ou F' et 1) sont supposées continues et bornées, ce qui nous permettra de résoudre

le probléme sur un espace de dimension finie.

Dans un second temps, nous élargissons ce résultat avec ’existence d’un équilibre

en dimension infinie pour le probléme

{7 v(0)=z0}

T T
(@ min  SO)+ [ @O0+ [ PO,

ou F' est continue en ses deux variables et I est une fonction convexe qui admet
une variation premiére. Ce second probléme est intéressant, car le cas continu (cf.
[6]) et le cas variationnel (cf. [3]) ont été étudiés séparément. Ici, nous abordons ces
deux cas simultanément. Malgré la faible régularité de dI/dm, nous pouvons grace
a la régularité de F' montrer I’existence d’un équilibre.

Similairement & [5], nous utiliserons le théoréme de point fixe de Kakutani pour
montrer I'existence d’un équilibre & chacun de ces problémes.

2. UN MODELE SIMPLE

Cette section consiste en la preuve de l'existence d’un équilibre pour le pro-
bléme . Tout d’abord, nous introduisons les notations adaptées & ce probléme
qui pourra étre résolu en dimension finie et ’énoncé du théoréme. Nous présentons
ensuite quelques résultats sur les multifonctions, suivis d’une partie regroupant
des propriétés sur la fonctionnelle & minimiser et des propriétés de régularités. En
rassemblant tous ces arguments, nous terminons cette section avec la preuve du
théoréme.

Avant de commencer, expliquons pourquoi nous pouvons résoudre ce probléme
en dimension finie. Soit 4 un minimiseur de . En évaluant la fonctionnelle en une
trajectoire constante égale a xg, on obtient l'inégalité

T T
S(3) + / F(0), entQ)dt + 0(5(T)) < 0+ / F(wo, etQ)dt + (z0)

<T sup F +supv,
axP(S) Q
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qui donne une borne uniforme sur 'ensemble {S(¥) ; ¥ minimiseur de (3)}. Notons
N cette borne arrondie a I'entier supérieur. En nous placant dans ’ensemble des
courbes constantes par morceaux faisant au plus N sauts, nous pouvons représenter
chaque courbe par un 2N-uplet ol les N premiéres coordonnées représentent les
positions prises par la courbe et les N derniéres représentent les durées pendant
lesquelles la courbe occupe chaque position.

2.1. Notations et énoncé du théoréme. Notons © un domaine borné de R?
décrivant ’espace d’une ville.

Soit T > 0 fixé. On définit Sy = {(ay,...,an) € RN ; a; +...+ay < T},
le simplexe de dimension N ot chaque coordonnée représente le temps passé dans
un endroit.

La trajectoire d’un individu au cours du temps est décrite par
X = (z0,..-,TN_1,01,...,an) € QY x Sy, ot 'agent habite la position z; au
temps ¢t € [0,7T] tel que Z;Zl a; <t< Z;ill a;.

Pour chaque t € [0, 7], on définit la fonction évaluation e; par

etiﬂNXSN—)Q

X —x;

ou t vérifie Z;:} a; <t< Z;le a; pour i € {0, N = 1}. )
Soit mg € P(£2) une mesure de probabilité sur Q. Nous désignerons par P, ({27 x
Sxn) ensemble des mesures de probabilités Q sur QN x Sy telles que egfQ = my,
i.e la mesure image de @ par 'application ey est my.
La fonction S décrivant le nombre de changements de position de X est définie
par
S: QN x Sy — N
Xr—g{ie[0; N—2];z; # x4}
Pour fluidifier la discussion, on appelle « sauts » ces changements de position.
Pour Q € P,,, (2N x Sy), la fonctionnelle Jg que nous considérons est
N-1 iy B
(3) J(X)=S8(X)+ Y / F(my,z;)dt + (zy), VX € O x Sy,
i=0 Yt
outy=0,t; = 22‘21 a; pour tout 7 € {1,..., N} et m; = e 4Q).
Soient g € Q et s € [0,T]. La fonction valeur de Jg est donnée par

tj
P (o, 5) ZXG{%}%%—WSNS(X’SH/S F(me, xj1)dt
N—-1 tit1
+Z/ Flme, z:)dt + b(zy),
i=j Ut

outj_1 <s<t;et S(X,s) est le nombre de sauts effectués par X sur l'intervalle
de temps [s, T7.

L’ensemble des minimiseurs de ®g(xo, 0) (ou plus simplement ®¢(z¢)) sera noté
FQ[I()].

Le résultat que nous montrons dans cette section est résumé dans le théoréme
suivant :
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Théoréme 2.1. Soient F: Q x P(Q) = R et ¢: Q — R des fonctions continues,
donc bornées. Notons PP, (QN x Sy)) lensemble des parties de P, (QY x Sy).
Soit H: P (QN x Sn) — P (P (N x SN)) la multifonction telle que

Jo(X)dQ(X) = [ Bo(ao)dma(an)).

Q

QNXSN

H(Q) = {Q € Py (2 x Sy): /

Alors H admet un point fize Q tel que Q € H(Q).

2.2. Résultats intermédiaires sur les multifonctions. Une condition néces-
saire pour appliquer le théoréme de Kakutani est que l'image de H ne peut pas étre
I’ensemble vide. C’est pourquoi nous aurons besoin du lemme énoncé ci-aprés qui
donnera l'existence d’une sélection mesurable de minimiseurs de Jg pour tout Q.

Définition 2.2. (i) Une multifonction est une application A — P(B), ot (A, 2)

est un espace mesurable, B un espace métrique séparable et P(B) l’ensemble
des parties de B.

(i) Une multifonction T': A — P(B) est dite mesurable, si pour tout ouvert
UCB,ona{ac A;T(a)NU #0} €.

(iii) Soit I': A — P(B) une multifonction. Une sélection de I' est une fonction
o: A — B telle que pour tout a € A, o(a) € T'(a).

(iv) Une multifonction T': A — P(B) a un graphe fermé, lorsque l’ensemble
{(a,b); beT(a)} est fermé.

Lemme 2.3. Soient (A,2) un espace mesurable, B un espace métrique séparable
etI': A — P(B) — {0} une multifonction mesurable.
Alors T' admet une sélection mesurable.

Démonstration. Une preuve de ce lemme est donnée dans la référence [7, Théoréme
I11.6.]. (]

Lemme 2.4. Soient (A,2l) un espace mesurable, B un espace métrique séparable et
I': A — P(B) une multifonction qui a un graphe fermé. Lorsque les boules fermées
de B ne sont pas compactes, nous supposerons en plus qu’il existe un compact
K C B tel que |J,coT'(a) C K.

Alors T' est mesurable.

Démonstration. Comme B est un espace métrique, sa topologie est engendrée par
les boules ouvertes B(z, R) centrée en x € B de rayon R € R™ et toute boule ouverte
peut s’écrire comme réunion dénombrable de fermés. L’objectif est de montrer que
pour tout ouvert U C B, I'ensemble E := {a € A;T'(a) NU # (0} est mesurable. Il
suffit alors de montrer cela pour toute boule ouverte de B.

Soit x € B et R € RT tels que B(z, R) C B. Puisque B est un espace métrique,
on peut écrire B(x, R) comme réunion dénombrable de fermés, par exemple,

1
B(z,R)= |J BF(z,R— 1),
kEN*
ou BF(x, R — ) désigne la boule fermée de centre x et de rayon R — .

Ainsi, pour tout a € A,

I(a) N B(z,R) = | J (T(a) N BF(z, R — %)).
keN*
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Si E={a€ A;T(a) N B(z, R) # 0} est vide, alors cet ensemble est bien mesu-
rable. Sinon, montrons que cet ensemble est une union dénombrable de fermés, et
par conséquent, un ensemble mesurable. Notons Fy := {a € A;T'(a) N BF(z, R —
+) # 0} pour tout k € N* et montrons que Ej, est fermé.

Soit k € N* et (ay), une suite de Ej convergeant vers a € A. Montrons que
a€ E.

Comme pour tout n, a,, € Ey, alors il existe b,, € I'(a,) N\BF(x, R — %) Lorsque
BF(x, R—1) est compact, alors on peut extraire une sous-suite de (b, ),, convergeant
vers b € BF(z,R — %) et comme I' a un graphe fermé, on en déduit que b € T'(a).
Donc Pensemble I'(a) N\BF (z, R— 4) est non-vide, ce qui montre que a € Ej,. Donc
E est fermé.

Si BF(x,R — 1) n'est pas compact, alors la suite (b,), est contenue dans le
compact K. Il existe donc une sous-suite de (b,,), convergeant vers b € K. Comme
I’ a un graphe fermé et la boule BF(x, R— %) est fermée, alors la limite b appartient
aT'(a) NBF(z,R— ). Donc I'(a) N BF(x, R — 1) est non-vide et ainsi, a € Ej, ce
qui implique aussi que Fj. est fermé.

Nous avons montré que pour tout k& € N*, I’ensemble Ej est fermé. Or, E =
Uken+ Ex est une union dénombrable de fermés, donc E est mesurable. Ainsi, la
multifonction I' est mesurable.

(Il

2.3. Résultats préliminaires. Nous établirons dans la proposition que Jg
admet un minimiseur. Pour cela, nous avons besoin de la régularité de Jg comme
suit :

Proposition 2.5. Pour tout Q, la fonction Jg est semi-continue inférieurement
(noté désormais s.c.i.).

Démonstration. Par hypothése, F' et ¢ sont des fonctions continues, et donc s.c.i. .
Montrons maintenant que S est s.c.i. . Soit Xg € QY x Sy et notons p := S(X,) €
N.
Ecrivons les coordonnées de Xy comme ceci (zq,...,TN—1,01,--.,aAN)-
Prenons ¢ := min;{(x;41 — z;)/4 ; ®; # x;+1} et définissons un voisinage U de
Xotel qued = [x1 — 05 214+ 8] X - X [xy —0 ; zy + ] x Sy — {0}. De cette
fagon, lorsqu’il y a un saut dans Xy, ce saut existe aussi dans chaque élément de .
Donc pour tout X € U, on a p < S(X).
Donc S est bien s.c.i., et donc finalement Jg est s.c.i. . O

Remarque 2.6. Cette preuve montre que S est s.c.i. .

Proposition 2.7. Soient Q € Py, (QN x Sy) et wg € Q fizés. Alors il existe une
solution X € QN x Sy au probléeme ®¢(z¢) de condition initiale x, autrement dit,
Jo admet un minimiseur pour la condition initiale xy.

Démonstration. Notons M := ®¢q(z0). Soit (X,,), € OV x Sy une suite minimi-
sante de M telle que Jgo(X,,) — M.

n——+o0o
L’ensemble {zo} x QV~1 x Sy étant compact, il existe une suite extraite (X, )x
de (X,,), et X tels que X, I X.

—+00

Comme Jg s.c.i. (Proposition , on a
Jo(X) < lim Jo(X,,) = M.
E
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Donc X est un minimiseur Jg, d’ou I'existence d’une solution au probléme ®¢(x).
O

Ensuite, nous aurons besoin de montrer que 'image de H n’est pas l’élément
vide. Pour @ donné, si : 2o — I'g[zo] admet une sélection mesurable, alors nous
pourrons définir une mesure Q telle que son support est I'image de cette sélection
et ainsi prouver que H(Q) est non-vide.

La proposition suivante montre que pour tout @, ®q(-) est continue. Cela en-
traine la mesurabilité de n: xy — T'glxo] (Proposition . Ainsi, nous aurons
I’existence d’une sélection mesurable grace au lemme [2.3

Proposition 2.8. Soit Q € P,,,(QN x Sy) fizé. La fonction ®¢(-) est continue.

Démonstration. Soit (g ), une suite dans Q qui converge vers zg. Montrons que
Jg(zo,n, -) T-converge vers Jo(xzo, ), ce qui entrainera ®¢g(xo,,) — Po(zo).

(i) T-liminf.
Soit (X,,)n une suite dans Q¥ 1 x Sy qui converge vers X.

Gréce a la proposition nous savons que J¢ est semi-continue inférieurement.
Donc

JQ(*Z'Ov X) < lim JQ('TOJH Xn)
n

ce qui prouve la premiére condition de la I'-convergence.
(ii) T-limsup.

Soit X = (.131, oo, IN—-1,Q7, .- ,CLN) e QN-1 x SN.
Si xg # 1, définissons (X, ), la suite constante égale a X.
On a

JQ (.’L‘om, Xn) :JQ(«TO,m X)

ax
:S(fo,mX) +/ F(mtaxO,n)dt
0

N-—1 tite
#30 [ Pt + via)
i=1 Yt

Or,
S(xO,naXn) = S(mo,an) < S(l'O,X)v
et comme F' est continue et bornée, le théoréme de convergence dominée entraine

ai ai
/ F(my, xo,n)dt — / F(my,xo)dt.
0 nJo

Donc lim,, Jg(z0,n, Xn) < Jo(x0, X).
Si xg = x1 et x1 # x9, définissons la suite (X,,),, telle que
Xn = (o, T2, ,TN-1,01,...,aN)-
Ainsi, on a
S(Z’O’n,Xn) S S(:L‘o,X)

En appliquant le théoréme de convergence dominée & ’'intégrale de F', on obtient
T Jo (w0, Xa) < Jo(0, X).
Sij est tel que zg =21 = ... =z et x; # =41, on définit
Xn = (l‘o,n, sy Oy ey Ljgly ey LN—=1,A15 - - - 7(1]\]). On obtient de méme

m JQ(.’EOJZ,X”) S JQ(xo,X).
n
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Finalement, nous avons montré que pour tout X, il existe une suite (X,,),, conver-
geant vers X, telle que

m JQ(J?O’n,Xn) S JQ(.’EmX).
n

Donc la condition I'-lim sup de la I'-convergence est vérifiée.
En conclusion, nous avons montré que pour tout suite zg, — o, la fonc-
tion Jg(zon, ) [-converge vers Jg(xo,-). Par conséquent, ®g(zo,,) converge vers

Proposition 2.9. Soit Q € P,,, (" x Sy). La multifonction
n: Q— PN x Sy)
xo — Lolzol.
est mesurable.

Démonstration. Pour montrer cela, montrons que le graphe de 7 est fermé, ce qui
entrainera la mesurabilité de n grace au lemme

Soit (20,n)r une suite dans  convergeant vers zg et (X,,), une suite de minimi-
seurs telle que X,, € T'g[zo,,] pour tout n € N et qui converge vers X € QN x Sy.

Montrons que X € I'g[zo].

La continuité de ®¢ montrée dans la proposition donne

JQ(Xn) = (I)Q($0,7L) T) (I)Q(xo)-

Comme la fonction Jg est semi-continue inférieurement (Proposition [2.5), nous
avons
Jo(X) <lim Jo(Xy) = @o(zo),
n
donc X € T'glzo].
Ainsi, le graphe de 7 est fermé. Donc par le lemme 71 est mesurable. O

Une condition nécessaire du théoréme de Kakutani est que le graphe de H est
fermé. Si (@), est une suite telle que @, — Q, et (K,), une suite telle que
K, € HQ,) et K,, — K, alors il faut montrer que K € H(Q). Le lemme ci-aprés
permet de montrer que Jg, I'-converge vers Jg. Ensuite, grace a la I'-convergence
de (Jg, )n (Proposition 2.12)), nous pourrons en déduire que K € H(Q).
Lemme 2.10. Soit (Q,,), une suite convergeant étroitement vers Q dans P,,, (QV
Sn).

Alors pour presque tout t, eiQ,, converge étroitement vers e Q.

X

Remarque 2.11. Si ¢t € [0,T], la fonction e; n’est pas continue en les X qui
effectuent un saut au temps t. Or Uensemble de ces X est négligeable pour presque
tout t. En effet, si on note A = {(X,t) ; e est discontinue en X}, alors par le
théoréme de Fubini, on a :

T T
[ et eapd= [ [ dppoen (0d d@(x) =0,
0 QNXSN 0

Autrement dit, pour presque tout t, e; est continue pour Q-p.t. X.
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Démonstration. D’aprés le théoréme de Skorokhod, il existe une famille de variables

aléatoires { X, },, définies sur un espace probabilisé (Z, T, P) a valeurs dans Q" x Sy,

telle que pour tout n € N, X,, est de loi @,, et il existe une variable aléatoire X sur

(Z,T,P) a valeurs dans Q x Sy de loi Q telle que X,, — X, P-presque strement.
Soit ¢ € CP(£2). Pour tout ¢ tel que e; est continue pour @Q-p.t. X, on a

[ o(@)d(e)1Qn () = / (e4(X))dQn(X)

Q QNXSN

_ / o(e(X))dX 4P (X)
QN xSy

~ [ wtexaw)ipw).

Par la remarque [2.11] on sait que la fonction e; est continue pour presque tout X.
Donc ¢(ei(X,(w))) converge simplement vers (e (X (w))) en les points ou e; est
continue.

Comme ¢ est bornée, par le théoréme de convergence dominée, on a

/ (e (X (@))dP(w) — / (et (X (w)))dP(w)

= n—+oo [=

- [ el
Donc pour presque tout ¢, e;Q,, converge étroitement vers e Q). O

Proposition 2.12. Soit zy € Q une condit_ion initiale fixée. Soit (Qn)n C PmO(QNx
Sn) une suite convergeant vers Q € P, (Y x Sy).

Alors la suite (Jg,, )n I'-converge vers Jg pour la condition initiale x.
Démonstration. Posons ¢,(X) = S(X) + Zij\:)l tt_”l F(eiQn,z;)dt, pour tout
n €N et g(X):=S(X)+ " [ FedQ, ).

(i) T-liminf.

Soit X,, — X une suite dans {xo} x QN1 x Sy.
n—-+oo

Notons X,, = (n,0,- -+, Tn,N—1,0n,1s- -, Gn,N) OU Tp o = T pour tout n.
Montrons que g(X) < lim g,(X,).

n
D’aprés le lemme e:fl@,, converge étroitement vers e;Q. Comme F est
continue et bornée, nous pouvons appliquer le théoréme de convergence dominée
a f;_”l F(etfiQn, ©n i )dt. De plus, la semi-continuité inférieure de S (remarque )
donne

N-1 t
9(X) = S(X)+ Y /
i=0 Yt

D’ou g(X) < lim gn(Xn>

it+1 i+1

N-1 t
F(ef@Q, ai)dt < lim S(X,)+1im » / F(etQn, xy, ;)dt.
n "m0 Yt

(ii) I-limsup.
Soit X € {zo} x QV~1 x Sy. Définissons la suite constante (X,,), égale & X. En
appliquant le théoréme de convergence dominée 3 fttf“ F(eiQn, z;)dt, on obtient :

lim g, (Xy) = lim g, (X) = g(X).
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Pour conclure cette preuve, nous avons démontré que g, converge vers g pour la
I'-convergence. De plus, comme la fonction ¢ est continue, on obtient que Jg, =
gn + 1 T'-converge vers g + 1 = Jg. (]

Lemme 2.13. Soit (E,d) un espace métrique. Soit (fy,), une suite de fonctions
définies sur E qui T'-converge vers f, ou f est une fonction s.c.i. définie sur E et
bornée inférieurement. Soit (u,)n une suite de mesures de probabilité qui converge

étroitement vers u. Alors,
/fdu < lim /fnd,uwr
n

Démonstration. Pour tout n € N, définissons pour tout k > 0, les fonctions f*
suivantes :

fr(x) = inf f,(y) + k d(z,y), Vz € E.
y
De méme, définissons f* telle que pour tout k > 0,
f¥(z) = inf f(y) + k d(z,y), Vz € E.
y

En particulier, pour tout & > 0, f¥ < f,, et la famille de fonctions (f*); est
croissante.

De plus, nous avons f = sup,, f*. En effet, pour z fixé dans F et pour tout k > 0,
il existe yr € F, tel que

(6) o) < Fy) +k d(@, ) < fF(2) + 1/
En divisant 'inégalité @ par k > 0, et en passant & la limite £ — 400, on obtient :
li}gn % +d(z,yx) = 0.

Comme f est bornée inférieurement, on a limy d(x, y;) = 0, donc

Y — T.
k—o0

Par conséquent, en passant & la liminf dans @, on a
lim f(ye) + k d(,y5) < sup f*(a).
Ensuite, la définition des f* et la semi-continuité inférieure de f donnent
sup ) < fa) < lim f(yw) + k d(e, ).
Ces deux derniéres inégalités entrainent

sup f*(z) < f(z) < sup f*(x),
k k

donc f(x) = sup, f*(z).

Ensuite, fixons k& > 0. Comme f,, T-converge vers f, la suite de fonctions (f¥),,
converge simplement vers f*.

De plus, pour tout n € N, la famille de fonctions (f¥), est équicontinue, car
¥n € N, f* est k-Lipschitzienne. Puis pour tout z € F, ’ensemble {f*(z) ; n €
N} est relativement compact. Donc par le théoréme d’Arzela-Ascoli, f* converge

uniformément vers f*.
Par conséquent,
tiw [ fhdu, = [ fran
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Finalement, on obtient

[ =i [ i, <t [ fudyn.

Cette derniére inégalité étant vraie pour tout k > 0, on obtient grace au théoréme
de convergence monotone :

/fduzli}cn/fkdu Sm/fndun.

Corollaire 2.14. Soit f une fonction s.c.i. bornée inférieurement. Alors l'applica-
tion > [ fdp est semi-continue inférieurement.

d

Démonstration. Soit (u,), une suite qui converge étroitement vers pu. Montrons

que
/fduﬁm /fdun.

Si (fn)n est la suite constante égale & f, alors f,, I'-converge vers f. En appliquant
le lemme [2.13] on obtient I’inégalité voulue. O

2.4. Preuve du théoréme Nous sommes maintenant parés pour démontrer
le théoréme 211

Démonstration. L’ensemble P, (QY x Sy) est convexe, compact et non-vide. En
effet, P,,, (2N x Sy) est compact, car si on prend une suite (Q,,),, de P, (QY x Sy),
la compacité de QY x Sy entraine que la famille (Q,,),, est tendue. Par le théoréme
de Prokhorov [4, Chap. 1, Théorémes 1.4 et 6.1], (Q,)n est relativement compacte
et donc (Q,), admet une sous-suite, notée aussi (Q,,)n, convergeant vers ). Grace
au lemme [2.10] on a

mo = eofQn T enQ,
donc Q € Py, (Y x Sy), d’ott la compacité de Py, (QV x Sy) .
Ensuite, soient @y et Q2 dans P,,, (2" x Sy). Alors pour tout A € [0,1] et tout B
borélien de 2, on a

AQ1(eg '(B) + (1 = N)Q2(eg ' (B)) = Xmo(B) + (1 = N)mo(B) = mq(B).
Donc P,,, (Y x Sy) est convexe.
Ensuite, vérifions les hypothéses du théoréme de Kakutani.
(i) Pour tout Q € Py, (QN x Sy), lensemble H(Q) est convere.
Soient A € [0,1] et (Q1,Q2) € H(Q)2 Posons Q := AQ; + (1 — \)Qs. Par la
convexité de P, (Y x Sy), on a bien Q € P,,, (Y x Sy).
Ensuite, on a

| Ja(x0dax) = »
QN xSy

QNXSN

Jo(X)dQ:(X) + (1= X) / Jo(X)dQa(X)

QNXSN

—) /Q Do (o)dmo(ao) + (1— \) /Q Do (o) dmo(o)

= / ‘I’Q(xo)dmo(l‘o)-
Q

Donc Q € H(Q), ce qui prouve que H(Q) est convexe.
(ii) Pour tout Q € Py, (AN x Sy), Uensemble H(Q) est non-vide.
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Définissons la multifonction suivante :
n: Q— PO x Sy)
o FQ[xo].

Par la proposition [2.9] on sait que cette application est mesurable. Elle associe
a tout zo un ensemble non-vide d’aprés la proposition 2.7 Donc d’apres le lemme
elle admet une sélection mesurable Y: Q — QF x Sy, zg — Xfo telle que
Y (z0) € Tg[zo)- )

Posons maintenant Q(X) = [, 5{X%}(X)dm0(:r0), pour tout X € QN x Sy. En

utilisant le fait que pour tout xg, Xg) est un minimiseur de Jg, on a :
| a0 = [ Jo(x8)dma(ea)
QN XSN Q

- /(2 O (zo)dmo(zo).

Donc Q € H(Q).
(iii) Le graphe de H est fermé.
Soit (Qn), une suite de P, (Y x Sy) convergeant vers Q € P, (QY x Sy) et
soit (K, ), une suite telle que K,, € H(Q,) qui converge vers K € Py, (QY x Sy).
Montrons que K € H(Q), ce qui prouvera que le graphe de H est fermé.
Soit n € N. Comme K,, € H(Q,), on a:

[ JQ”(X)dKn<X):/@Q,,L(Q?o)dmo(.’lfo).
QN X SN Q

Or, d’aprés la proposition @, Jg,, T-converge vers Jg. Par conséquent, comme
lensemble {zo} x QN~1 x Sy est compact, ®g, (7o) converge vers ®g(xg) pour
tout 29 € Q. Comme F et 1) sont bornées et que le nombre de sauts n’excéde pas
N, la suite de fonctions (®g,, ), est uniformément bornée. Donc par le théoréme de
convergence dominée,

/,‘I)Qn (zo)dmo(o) — [ D (xo)dmo(zo).
Q Q

Ensuite, par le lemme [2.13]

| JalX)dK(X) < lim Jo (X)dE, (X)
QN x SN

n QNXSN
_ / B (o) dmo (o).
Q

L’inégalité inverse est aussi vraie, car

/ Jo(X)dK(X) = / Do (X(0))dK (X)
QN xSy

QNXSN

Z/Q@Q(Io)deoﬁK(l‘o)
:/@@(xo)dmo(xo).
Q

Donc

/, Jo(X)dK(X) = / g (z0)dmo(zo),
QN x SN Q
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ce qui prouve que K € H(Q).

Pour conclure cette preuve, nous avons montré que pour tout ¢, 'ensemble H(Q)
est un convexe non-vide et que le graphe de H est fermé. Donc par le théoréme du
point fixe de Kakutani, H admet un point fixe Q tel que Q € H(Q). O

3. UNE EXTENSION DU RESULTAT

Dans cette section, nous montrons ’existence d’un équilibre pour le probléme
. Précédemment, nous avions supposé que F' et i sont bornées, ce qui nous a
permis de résoudre le probléme en dimension finie. Ici, il se peut que la fonction
dI/dm ne soit pas bornée. Il n’y a donc a priori pas de raisons que les trajectoires
optimales aient un nombre de sauts maximal.

Remarque 3.1. En réalité, l’intégrabilité de F' et 1 en la variable spatiale suffisait
pour se ramener en dimension finie. En effet, si on choisit une courbe ~y telle que

g, stt =0,
t) = .
() { y, sit€]0,T],
ol y # xo est un point arbitraire de Q, alors pour tout minimiseur 7 de on a

T T
@ SG)+ /0 F(0), etQ)dt + 0(5(T)) < 1+ /0 F(y, e8Q)dt + b(y).

En intégrant l'inégalité sur Q, on obtient

/Q (5(7) + / F(0), et @)dt 1 $(3(T))dy < / dy

Q
T
+/Q(/O F(y, e4Q)dt + ¥ (y))dy,

d’ot le fait qu’une borne L' sur F et 1) en la variable spatiale suffit pour borner le
nombre de sauts S(7)-

Malgré cela, nous ne pouvons en général pas trouver de borne uniforme sur S(%)
pour le probléme , car nous ne savons pas si dI/dm est intégrable en la variable
spatiale.

Notons j@ la fonctionnelle que les agents souhaitent minimiser pour une distri-
bution Q € Pp,,(BV) donnée, ou BV désigne 1’ensemble des courbes définies sur
[0,T] & variations bornées, c’est-a-dire,

n

BV = {~:0,T] = Q; sup [v(ti) —v(ti-1)] < oo }.

0:t0<...<tn:TZ-

Nous munissons BV de la norme L'. Ainsi, deux courbes seront égales, si elles sont
égales presque partout sur [0, 7.
Pour tout v € BV, on définit

T T
~ dl ~ ~
To) =80)+ [ G+ [ Pa®,ai,
ou S est la fonction définie sur BV telle que pour tout v € BV,

1
S(v) = inf{f{t ; ¥ est discontinue en ¢t } ; ¥ L v}, si~y est constante par morceaux,
+00, sinon.
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De cette facon, la fonction S est bien définie sur BV muni de la norme L'. Elle
représente le nombre de sauts effectués pour une trajectoire constante par morceaux
ol on ignore les sauts dont la durée est de mesure nulle. Dans la proposition qui
suit, nous montrons que S est s.c.i. .

Proposition 3.2. La fonction S est s.c.i. .

Démonstration. Montrons que pour tout o € R, 'ensemble E,, := {y € BV ; S(v) <
a} est fermé.

Si o < 0, alors E, = () est bien fermé. Supposons maintenant que o > 0 et soit
(7n)n une suite dans E, convergeant vers v pour la norme L'. Alors

pour presque tout ¢ € [0,T], v, (t) — (1).

En particulier, si 4,, est un représentant de 7,, dans L' dont le nombre de discon-
tinuités est exactement S(v,), alors on peut supposer de plus que

vt € [0, T\N1, Fn(t) — (1),

ou N;j est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.

Or, (S(3n))n est une suite d’entiers bornée, donc il existe une sous-suite (S(Jn, ))x
constante égale & p € N N [0,a]. On peut donc représenter chaque %,, par un
vecteur, que ’on notera X}, dans I’espace QP x Sp ol les p premiéres coordonnées
représentent les p valeurs prises par 7,, et les p derniéres coordonnées représentent
les durées pour chaque valeur, I’ensemble S, étant le simplexe de dimension p défini
dans la sous-section 2.11

Comme QP x S, est compact, la suite (X}), admet une sous-suite convergeante
dont la limite, notée X, se trouve dans QP x S,, et notons § 'écriture de X dans BV
(par exemple l’écriture cadlag). Ainsi, 7, converge simplement vers ¢ sur [0, 7]\ Nz,
ot Ny est un ensemble de mesure nulle. Par unicité de la limite de (3, )k, on a

vt € [0, TI\(N1 U Na), 6(t) = ().

Comme § et 7y coincident presque partout et que § a au plus p sauts, la définition
de S comme le minimum des sauts sur les représentants implique que

S =50@)<p<a

et donc v € F,, ce qui prouve que F, est fermé.
On a montré que pour tout o € R, 'ensemble E, est fermé, donc S est semi-
continue inférieurement. [l

Nous supposerons que I est convexe, s.c.i et de variation premiére dI/dm, et F
est continue en ses deux variables.
Nous cherchons une distribution de trajectoires Qg telle que

®) YQ € Py (BV), / Jos(1)dQo(7) < / Jou(MdQ().

Si on trouve Q tel que pour tout Q, avec Q = Qy, on a

/ 5@ + [ [ Sten@u@tei@o) di+ [ [ Fo).ed) doo)

< / / / (et Qo) (2)d(e4tQ) () dit + / / ), etQ)dt dQ(),

alors Qg vérifie grace au théoréme de Fubini.



MODELES D’ECONOMIE URBAINE: EQUILIBRE ET JEUX A CHAMPS MOYEN 15

Pour @ quelconque donné, nous montrons dans la proposition ci-aprés que la
forme variationnelle du probléme @D correspond & minimiser la fonctionnelle sui-
vante :

(10 /S )dQ (v // (e4Q)(z dmdt+// 1), e Q)dt dQ().

Remarque 3.3. Lorsque I est conveze, minimiser Up est méme équivalent a trou-
ver Qo tel que @D Or ici, nous montrons seulement 'implication [(10) = @D] qui
est suffisante pour montrer l'existence d’un équilibre.

Proposition 3.4. Fizons Q € P,,,(BV) .
Si Qo € Ppy(BV) un minimiseur de (10), alors Qo vérifie (9) pour tout Q €
P, (BV).

Démonstration. Soit € > 0 et Q € P, (BV).
Posons Q. = Qo + €(Q — Qo). Dérivons la fonction R(e) := Up (Qe) par rapport
ae

/5 d(Q — Qo)(v // (er8Qe)(z)d(etf(Q — Qo))(z) di
+ [ [Fow. i a@ - ane.

Comme @ est un minimiseur, on obtient 'inégalité suivante :

/ S(MA(Q — Qo) / / (e02Q0) (@)d(et(Q — Qo)) () dt
/ / F(y(#), e @)t d(Q — Qo)(7)

Donc le minimiseur )¢ vérifie bien @D pour tout Q. O

L’objectif est de trouver une mesure sur les trajectoires Qg qui soit un équilibre,
c’est-a-dire que lorsque les trajectoires des agents sont réparties selon la mesure @,
alors (g est optimale pour le probléme

in U .
ettty Q0(Q)

Pour cela, nous allons définir une application H qui a tout Q associe I'ensemble des
minimiseurs de Ug et montrer que cette application H admet un point fixe () qui
sera un équilibre cherché. Pour montrer cela, nous souhaitons utiliser le théoréme
du point fixe de Kakutani. Cependant, I’ensemble des mesures P,,,(BV) n’est pas
compact, car BV muni de la norme L' n’est pas borné. Nous allons donc utiliser
un sous-ensemble compact I' de P,,,(BV) que nous allons définir.

Fixons Q € P,,,(BV). Définissons Q € P,,,(BV), une mesure dont le support
est contenu dans l’ensemble des courbes constantes sur [0,7]. Cette mesure existe
et est unique : il suffit de prendre la mesure image de mg par 'application qui &
tout z associe la courbe constante égale a z. Ainsi, [ S(7)dQ(y) =0 et e;4Q = myq
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pour tout t. Si Qg est un minimiseur de Up, alors on a l'inégalité

(11) Up(Qo) < 0+// (e @Q)(x dxdt+// t), eQ)dt dQ(v)

// mo)( dmdt+// 0), e:4Q)dt dQ(7)
7 [ 1mo)(a)do + [ [ FlaeiQ)at dmofa)

< T/I(mo)(a:)dx—k /T sup F(z,-)dmo(z) == C.

P(Q)

En particulier, pour tout minimiseur @ de Ug, on a

/ S()dQo(+) < C

ot C' est une constante indépendante de Q et de Q.

Par suite, nous définissons I' = {Q € P,,(BV) ; [S(vy < C7}. Dans
la proposition suivante, nous montrons que I' est compact ce qu1 nous permettra
de considérer la restriction de H a I' et d’appliquer le théoréme du point fixe de
Kakutani & H|p.

Proposition 3.5. L’ensemble I' est compact.

Démonstration. Soit N € N*. L’inégalité de Markov entraine

_[5(dQ) _

YQET, QU ; S() > N)) < 120N L &

En particulier, pour tout € > 0, il existe NV € N suffisamment grand tel que

VQeT, Q{v; S(v) <N} <e

Or Pensemble {v ; S(y) < N} est compact, en montrant par exemple que toute

suite de cet ensemble admet une sous-suite convergente. Donc la famille de mesures

I" est tendue. Grace au théoréme de Prokhorov, I' est relativement compact.
Ensuite, montrons que I' est fermé.

Soit (Qn)n une suite dans I' convergeant étroitement vers Q) € P, (BV). Montrons

que Q €T

Comme S est s.c.i. (Proposition et bornée inférieurement par 0, on a grace au

corollaire
/ S(2)4Q() < lim / S(1)dQu(y) < C

Donc @ appartient a I' et donc, I' est compact. ([l

L’existence d’un équilibre est énoncée dans le théoréme ci-dessous :

Théoréme 3.6. Soit I une fonction s.c.i, conveze et de variation premicre dI/dm.
Soit F' une fonction continue définie sur 2 x P(Q).
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La multifonction
H:T —P()

Q — argmin Us(Q)
Q,e0lQ=mo

= argmin { [ S(y / / (e4Q)(z)dzdt

Q,e0lQ=mo

+ [ [P,z dam)

Avant de faire la preuve du théoréme, nous présentons d’abord la notion de
variation premiére et d’intégrale premiére.

admet un point fize.

3.1. Intégrale premiére. Dans ce paragraphe, nous précisons ce que nous enten-
dons par intégrale premiére et variation premiére dont la définition est inspirée de
[10, Chapitre 7]. Cette notion est utile en pratique dans la modélisation urbaine
comme par exemple dans [2], ou le loyer est une fonction croissante de la densité
totale, et ou les charges et les revenus sont des potentiels de Kantorovitch. Ces
fonctions admettent une intégrale premiére, ce qui permet d’aborder le probléme
sous sa forme variationnelle.

Définition 3.7. Soit F : P(Q) — Rt U {+00} une fonctionnelle.

Supposons que pour tout € € [0,1] et pour tout m € P(Q) et m € P(Q) N L,
F((1-em+em) < +oo.

On dit que si

_d dF
Vim € P@). L Fm+ex)imo = [ G (m)d.

ol x = m—m avec m € P(Q)NL®, alors F est une intégrale premiére de dF'/dm.
On dit également que dF/dm est une variation premiére de F, et en particulier, si
m € P(2), dF/dm(m) est une variation premiére de F' en m.

Voici quelques exemples pour illustrer cette notion :

Example 1. Soit V une fonction définie sur Q0 et V telle que
vm € P(Q), V(m) :/ Vdm.
Q

Sim € P(Q), alors V est une intégrale premiére de V en m. En effet, pour tout
X € P(Q),

d
2V (Mt €X)je=0 = / V(m)dx
€ Q
On peut ainsi noter V :=dV/dm.

Example 2. Soit f une fonction de classe C'. Si F est la fonctionnelle telle que

Vm € P() /f (z)

lorsque m = p- X ot A est la mesure de Lebesgue, alors 9£(m) = f'(m).
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En effet, pour x =p- X et e €[0,1], on a

P+ o = liny [ 57 (p(0) + )N

:/Qﬁf’(p)d)\(x)Z/Qf/(P)dX

En se référant par exemple a [10], page 255], on remarque que pour avoir la semi-
continuité de F, il est nécessaire que [ soit superlinéaire, donc f' ne serait pas
bornée. Ceci explique pourquoi nous ne pouvons compter sur le fait que dI/dm soit
bornée dans cette section.

Example 3. Définissons pour tout m € P(Q),

Wn) = [ [ W ydm(wyin(y).
QxQ
Alors pour tout x € P(Q) et tout € € [0,1],

d
W e =tim [ [ W@ + [ [ Waira)dn)

+26/ QXQW(:ay)dX(CU)dX(y)

/ W@ + [ [ Wgdx@in()
QxQ aOxQ
Ainsi,

vz € Q, /szdm /Wzydm)

En particulier, si h est une fonction paire telle que W (x,y) = h(x — y), alors
dW/dm = 2h * m.

Example 4. Prenons l'exemple de [2] avec les potentiels de Kantorovitch.
Soient m1 et mo deux mesures de probabilités données. Considérons le probléeme de
Monge-Kantorovitch suivant :

(12) Cmma) = it [ el i),
vEll(mi1,m2) JaxQ

ol H_(ml,mg) désigne l'ensemble des mesures de probabilités définies sur Q x Q
avec Q compact, de lois marginales my et mo. En se référant par exemple a [10], le
probléeme dual de s’exprime de la facon suivante :

C(my1,mg) = sup { [a1dm, +/a2dm2 ;
(a1,a2)€C(Q)xC(Q)

a1(z) + a2(y) < clz,y),V(z,y) € 2 x Q}.
Si et ag sont tels que
C(ml,mg) = /aldml + /Otgdmg,

dac )
dmy’ dms

alors la dérivée premiére de C est (-2€ = (a1, a2).
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3.2. Preuve du théoréme Voici la preuve du théoréme

Démonstration. De fagon similaire au théoréme 2.1} nous appliquons le théoréme
de Kakutani & la multifonction H.
Tout d’abord, ’ensemble I' est convexe, car P, (BV) lest et

¥O1, Qs €T, YA € [0,1], /s dAQ1 + (1= A)Q2)(7) < AC + (1 - \C = C.

De plus, I' est non-vide, car il suffit de prendre par exemple () & support contenu
dans 'ensemble des trajectoires constantes sur [0, 7).
Enfin, I" est compact grace a la proposition

Vérifions ensuite les trois conditions suivantes :

(i) Si Q €T est firé, alors I’ensemble H(Q) est conveze.

Soient Q1 et Q2 dans H(Q) et A € [0,1]. Notons M la valeur du minimimum
telle que M :=Ux(Q1) = Up(Q2)-

Grace a la linéarité de e; et la convexité de I, nous avons

Up(NQ1 + (1= N)@2) = [ SEIOQ + (1= AQa)()
+//I(etﬁ(AQ1 + (1 =XN)Q2))(x)dzdt
+ [ [P, ci@ad0n + (- 0Qa)0)
_)\/S 1AQ1 (v // (A1 + (1 = N)Qy)) (@) dadt
+A//F ), et O)dtdQ: (+)

+ (1) / S(7)dQa(7)

(1-A //F ), et Q)dtdQs ()

< AU A) Us(Q2)
=M.

Donc AQ; + (1 — A\)Q2 € H(Q), d’ott la convexité de H(Q).

(i) Si Q € Test fizé alors Uensemble H(Q) est non-vide.
Soit (Qn)n une suite minimisante de infger U5 (Q). Comme I' est compact, il
existe une sous-suite (Qp, )r de (Qn)n qui converge étroitement vers Q € I'.
Estimons la limite inférieure de Ug(Qn, ) pour k — oo.

La fonction S étant s.c.i (Proposition [3.2]) et bornée inférieurement, on a grace
au corollaire 214

(13) / S(2)4Q() < lim / 5(7)dQu, (7).

Ensuite, le lemme [2.10] reste valable pour I'ensemble I'. En I'appliquant au terme
[ [1(etfiQn,)(x)dz dt et utilisant la semi-continuité de I et le lemme de Fatou, on
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obtient

(14) / / (et Q) (w)da dt < / / lim nf 1(e,5Q0,) () dt
< lim inf / / (et Q) (@) de dt.

Enfin, comme F est continue en ses deux variables, on a

(15) // t), e4Q)dt dQy, (v - // t), e Q) dt dQ().

Finalement, les limites . donnent
Us(Q) < hn;;nf Up(Que) < it Uy (Q).

Donc @ est un minimiseur de Up. Par le calcul , on a aussi @ € I'. Donc
H(Q) est non-vide.

(iii) Le graphe de H est fermé.

Soit (@,)n une suite dans I' convergeant vers Q~ et K, € H(Q,) une suite
convergeant vers K € I'.

Montrons que K € H(Q).

Comme K,, € H(Qp), on a pour tout Q € T,

(16) /S VK, ( // (et K ) dxdt—l—//F ), etQn)dt dK, ()
S/ // (efQ)(x dxdt+//F ), ei@y)dt dQ(7).

Examinons la limite de chaque terme de I'inégalité lorsque n — +o0.
Commengons par le terme [ S(v)dK, (7). La fonction S est s.c.i. (Proposition
3.2)) et bornée inférieurement, donc par le corollaire [2.14] on a

/ S()AK () < lim / S(y)dEK ()

Pour le second terme, grace au lemme [2.10} & la semi-continuité de I et au lemme
de Fatou, on a l'inégalité

/ / (e K)(z)dzdt < / / lim nf I(e,K,,)(x)dadt < lim nf / / (et ) () dadt.

Quant au terme [ [ F(y(t), eiQ,)dt dK,(7), la continuité de F en les deux
variables donne

//F ), et Q@ )dt dEn( %oo// t), et Quc)dt dK (7).

A droite de I'inégalité (16)), un seul terme dépend de n. En y appliquant le
théoréme de convergence dominée, on obtient

// 1), et Qn)dt dQ(~ —>// 1), e Qoc)dt dQ(7).
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Finalement, en passant & la limite lim inf dans l'inégalité (16)), on obtient

/S VdK (+ // (et K) (x dxdt—i—// 1), et Qoo )dt dE ()
/ S(dQ( / / (e0tQ) () dudt + / / 1), etQuo)dt dQ().

Cette inégalité est vraie pour tout @) € I', donc K est un minimiseur de Ug__,

ie K € H(Q). Le graphe de H est donc fermé.
Les conditions (i), (ii), (iii) sont vérifiées, donc par le théoréme de Kakutani
appliqué & H, nous pouvons conclure que H admet un point fixe. O
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