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L2 - Mathématiques UE : Introduction a l’analyse numérique

Calcul approché d’intégrales : méthodes de quadrature

Problématique

La nécessité de calculer des intégrales intervient dans de nombreux champs d’application,
issus d’une grande variété de domaines (physique, mécanique, chimie, biologie...). Si dans
de rares exceptions il est possible de calculer analytiquement ces intégrales, un calcul exact
s’avére souvent hors de portée (les calculs sont trés longs et fastidieux, ou bien l'intégrale
n’admet tout simplement pas d’expression analytique). Ceci justifie I'introduction de méth-
odes permettant d’approcher numériquement ces intégrales. Concrétement, étant donnée
une fonction réelle f continue sur un intervalle [a, b], I'objectif de ce chapitre est d’introduire
et d’analyser des méthodes permettant d’approcher la quantité suivante:

1(f) = / F(tydt

1 Introduction : méthode des rectangles

L’une des stratégies les plus connues est la méthode des rectangles. 1l s’agit de découper
'intervalle [a, b] en se donnant n + 1 points équidistants:

a=Y <N < - <Y1 <Yp =0,

L’intervalle [a,b] est ainsi décomposé en n sous intervalles [yx, yx+1], K = 0,---,n — 1 de

b—a
longueur h = ——. L’intégrale sur chaque sous-intervalle [yx, yx+1], c’est a dire aire située
n

sous la courbe entre les points yy, et yx11 (voir Figurel[Il), peut alors étre approchée en utilisant
la valeur de f en un point de cet intervalle. Par exemple:

Yk+1
. / f(®)dt ~ hf(yx) : méthode des rectangles a gauche,

Yk

Ye+1
° / f(@&)dt =~ hf(yrs1) : méthode des rectangles a droite,
Yk

Yk+1

o f(t)dt ~ hf (%) : méthode du point milieu.
Yk

La Figure [1l illustre la méthode des rectangles a gauche.
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Figure 1: Méthode des rectangles a gauche.

En notant zj le point utilisé dans chaque intervalle [y, ygs1] pour & = 0 -+, n — 1,
I'intégrale de f sur U'intervalle [a, b] est donc approchée par la somme des aires des rectangles
de hauteur f(z;) et de largeur h = — e,

b n—1
[ @ = )+ b = Y fla).
a k=0

b
La quantité I(f) = / f(t)dt est donc approchée par la somme de Riemann J,_1(f) :=

n—1
hZf(xk), et on peut établir que lim J,_1(f) = I(f).
0 n——+00

2 Cadre général

Nous avons vu précédemment un exemple simple de méthode de quadrature correspondant
a des points équidistants, mais il peut s’avérer avantageux de considérer des coefficients
qui vont dépendre des points utilisés (c’est le cas par exemple lorsque les points ne sont pas
réguliérement espacés). Ceci nous améne a la définition générale d’une formule de quadrature:

Définition 2.1

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Une méthode de quadrature pour le calcul

approché de l'intégrale I(f) = f; f(z)dz est donnée par une formule

Ta(f) = wif(wr),
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ou les réels xy, . .., x, sont des points distincts de I'intervalle [a,b] (appelés noeuds de la
quadrature), et les wy, . . . ,w, sont des réels (appelés poids de la quadrature).

Plusieurs questions peuvent alors se poser:

e Comment choisir les noeuds et les poids pour obtenir la meilleure approximation pos-
sible?

e Donner des estimations de l'erreur de quadrature.

e Préciser les conditions de régularité de la fonction f.

Commencons par introduire un peu de vocabulaire:

Définition 2.2 (Méthode de Newton-Cotes)

Si les noeuds sont répartis de fagon équidistante, on dit qu’il s’agit d’'une méthode de
Newton-Cotes.

Si de plus le premier et le dernier noeuds correspondent aux extrémités de I'intervalle
(c’est a dire si xy = a et x, = b), on dit qu’il s’agit d’une méthode de Newton-Cotes
fermée. Si xg # a et x, # b, on dira que la méthode est ouverte.)

Par exemple, les méthodes des rectangles vues précédemment (a gauche, a droite et point-
milieu) sont des méthodes de Newton-Cotes. La méthode du point-milieu est une méthode
de Newton-Cotes ouverte.

Il existe deux types d’approche pour construire des méthodes de quadrature. La pre-
miére stratégie consiste a construire une formule (généralement d’ordre élevé) directement
sur lintervalle [a,b]. On parle alors de méthode svmple. La seconde se caractérise par
l'utilisation de formules de quadrature d’ordre moins élevé sur des sous-intervalles de [a, b],
C’est notamment le cas des méthodes des rectangles que nous avons vues dans la partie in-
troductive: on a subdivisé 'intervalle [a, b] et approché I'intégrale sur chaque sous-intervalle
en utilisant la valeur de f en un seul noeud. On parle alors de méthodes composées (ou
méthodes composites). Ces deux stratégies d’approximation font écho aux deux prin-
cipales méthodes d’interpolation vues dans le chapitre précédent (interpolation globale et
interpolation par intervalles).

2.1 Meéthodes simples

Nous allons voir comment construire des formules de quadrature & partir des polyndémes
d’interpolation de Lagrange. L’idée est de remplacer le calcul de 'intégrale de f par celle de
son polyndme interpolateur, généralement bien plus simple & déterminer.

Exemple 2.1. Un noeud de quadrature
Considérons une méthode avec un seul noeud de quadrature. Prenons par exemple zy = a.



Le polynéme interpolateur de f en a est donc le polynome constant Py(z) = f(a). On a
donc:

/abf(x)d:): ~ /abPO(g:)dg; — (b—a)f(a).

On obtient alors la méthode des rectangles & gauche. De maniére analogue, la méthode
des rectangles a droite s’obtient en considérant xy = b, et celle du point milieu en prenant
b—a

5

g =

Deux noeuds de quadrature
Prenons zy = a et 1 = b. Le polyndéme interpolateur de Lagrange s’écrit:

Pi(z) = f(a)Lo(z) + f(b) La(x) ,

x—0b r—a
ou Lo(x) = — et Li(x) = —

- . On va approcher l'intégrale de f par celle P;, c’est a
dire:
b b b b
/ f(x)dx ~ / P (z)dz = f(a)/ Lo(x)d:)s+f(b)/ Lyi(x)dx .
b b b—a
Un calcul basique donne / Lo(z)dz = / Lyi(z)dz = 5 de sorte que:

b
1
[ =5 (7@ + £0)
Cette formule est communément appelée formule des trapézes.

Trois noeuds de quadrature
a+b

Prenons zp = a et 1 = et x9 = b. Le polyndme interpolateur de Lagrange s’écrit:

a+b
2

Py(z) = f(a)Lo(x) + f ( ) Li(@) + F0)La(a)

Comme dans le cas précédent, par linéarité de 'intégrale on a:

b
a+b
[ Pradds = ftaea+ 7 (S50 e+ flbhen,
b ) b—a
avec wy = [ Li(z)dz pour k = 0,1,2. Le calcul donne (exercice) wy = wy = 5 et

b—a
wy = 4T’ de sorte que la formule s’écrit:

[ =3 i@ +ar (42) + 0] )

Il s’agit de la formule de Simpson.



n

De fagon plus générale, si I’'on remplace f par son polynoéme interpolateur P, = Z f(zx) Ly(x)

k=0
dans le calcul de l'intégrale, on obtiendra la formule suivante:
b b n
/ f(z)dr ~ / P,(x)dx = Zwkf(xk)dx,
a a k=0
b
ol wy = / Ly(x)dx pour k =0,--- ,n. Le cadre est posé par la définition suivante:

Définition 2.3

On dit que la méthode est associée au polynome d’interpolation P,, si w, =
fab Ly(x)dz pour tout k € {0,...,n}, ou (Lk) sont les polynémes de Lagrange
associés aux n + 1 noeuds xg, . . ., x,.

0<k<n

Une telle méthode est aussi dite de type interpolation. Ainsi, a titre d’exemple:

e Dans le cas ou il n'y a qu'un seul noeud de quadrature:

— La méthode des rectangles a gauche

b
[ t@de= - a0 )
(resp. a droite) est la méthode associée au polynéme d’interpolation au point
xog = a (resp zg = b).

— La méthode du point milieu

l@@ﬂxzw—av(“gﬁ

est la méthode associée au polynéome d’interpolation au noeud xy =

. Rap-

pelons qu’il s’agit d'une méthode de Newton-Cotes ouverte (le noeud d’interpolation
ne correspond & aucune des bornes de Uintervalle [a, b]).

e Dans le cas de deux points:
La méthode des trapézes

b —a
[ rwie =S @ + )

est la méthode associée au polyndéme d’interpolation aux noeuds zy = a et 1y = 0. 1l
s’agit d’une méthode de Newton-Cotes fermée (les noeuds d’interpolation correspon-
dent aux bornes de l'intervalle [a, b]).



e [t pour trois points:
La méthode de Simpson

L?mezépmwwﬁ(a§ﬂ+ﬁwﬂ

est la méthode associée au polynome d’interpolation aux noeuds zg = a, 1 =

a+b

et x9 = b. C’est aussi une méthode de Newton-Cotes fermée (rg = a et xo = b).

Notons qu’en général ces méthodes interviennent dans le cadre d’approches composites:
les formules ci-dessus sont utilisées sur chaque sous-intervalle associé a une subdivision de
intervalle [a, b], comme nous ’avons vu dans l'introduction pour la méthode des rectangles.
Nous reviendrons plus en détail sur ces méthodes dans la Section [2.4]

2.2 Ordre d’'une méthode
Commencons par introduire la définition générale suivante:
Définition 2.4

Soit p € N. On dit que la méthode est d’ordre aw moins p, si pour tout polynéme P
de degré inférieur ou égal a p, on a l’égalité

b n
/ P(x)dx = szP(x,) :

La méthode est d’ordre p si elle est d’ordre au moins p, mais pas d’ordre au moins
p+ 1 (en d’autres termes, s’il existe un polynéme de degré p + 1 pour lequel la formule
n’est pas exacte).

Exemple 2.2. Considérons par exemple la formule du point milieu :

a+b

fuwzlﬂqu:w—@f( ):Ju»

Considérons un polynéme P de degré 0, c’est a dire une constante réelle, que 'on notera
b b
f. On a d’une part I(P) = /P(a:)da: = ﬁ/ dx = p(b — a), et d’autre part J(P) =

b
(b— a)P “;L

polynomes constants. Au sens de la définition précédente, elle est de degré au moins 0.
On peut a présent se demander si elle est de degré au moins 1. Considérons le mondéme
P(z) = x, et regardons si la formule est exacte pour ce polynéme particulier. On a

b b b2 - a2
I(P) = / P(z)dx = / xrdr = 5

6

= B(b— a). La formule de quadrature est donc exacte pour tous les




b B — a2
D’autre part: J(P) = (b—a)P ( il a) a4

5 = , donc la formule est exacte pour P.

2

Notons qu’a ce stade nous avons seulement montré que la formule était exacte pour un
polynome de degré 1 particulier. Sil’on revient a la Définition 2.4], il faut montrer que cette
formule est exacte pour tout polynéme de degré 1. Considérons donc un polynéme () sous
la forme Q(z) = ax+ 3, avec « et § deux constantes réelles. Notons que Q(z) = aP(z)+ .
On a donc:

1(Q) = / ’ (aP(z) + B)dz = a / bP(x)d:E +8 / bdx,

et d’autre part:

J(Q) = (b—a) (aP (a;b) +ﬁ) — a(b—a)P (a;b) +B(b—a).

Ainsi, la formule est exacte pour tous les polynomes de degré 1 si et seulement si:

a+b

a/abP(a:)dx+6/abdx:a(b—a)P< )+ﬁ(b—a),

pour tous «, (3 réels.

b
Or, la formule étant de degré au moins 0, on a / dx = (b—a), et nous venons d’établir que
a

/:P(:c)d:c —(b—a)P (

Ainsi, pour vérifier que la méthode est d’ordre au moins 1, il suffit d’établir qu’elle est
exacte pour le polynéme constant égal a 1 et pour le monéme P(x) = z.

a+b

). La formule est donc exacte.

Notons que cette méthode n’est pas d’ordre 2. En effet

b+a
2

b 2
1
I(xQ):/xde:§(b?’—a3) et J(zz):(b—a)< ) £ I(2%).
a
Cette stratégie pour vérifier 'ordre d'une méthode se généralise a travers la proposition
suivante. En particulier, ce résultat permet de vérifier 'ordre d’'une méthode en travaillant
exclusivement sur les mondmes.
Proposition 2.1

La méthode J(f) = Z wrf(zx) est d’ordre p si et seulement si pour tout m € {0,...,p}

k=0
on a

b n b n

1

/xmd:c: g Wy et / P dx # g wrrh
a a k?:O

k=0
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en d’autres termes, si et seulement si la méthode est exacte pour tous les monémes de
degré inférieur a p et inexacte pour xP**.

En particulier, pour vérifier qu’un méthode est d’ordre au moins p, il suffit
d’établir qu’elle est exacte pour les monémes {1,z,---  2P}.

Exemple 2.3 (Méthode des rectangles a gauche). On a J(f) = (b —a)f(a).

e On teste la méthode avec f = 1:

](f):/bdx:b—a et J(f)=b—a,

donc la méthode est d’ordre au moins 0.
e On considére a présent f(x) = x.

b? — a?

2

I(f):/abxdx:

donc la méthode n’est pas exacte pour ce polynéme. On en déduit que la méthode est
d’ordre (exactement) 0.

Exemple 2.4 (Méthode des trapézes). On a J(f) = (b — a) <M)

e On teste la méthode avec f = 1:

I(f):/bdx:b—a et J(f)=b—a,

donc la méthode est d’ordre au moins 0.

e On considére a présent f(z) = x.

1= [re =225 a0 an=0-0 () =555

2

donc la méthode est d’ordre au moins 1.

e On considére maintenant f(x) = z°.

1= [aar "2 a0 =00 (S55) £ 55

donc la méthode est d’ordre (exactement) 1.

8



Exercice 2.1. Pour toute fonction continue f: [—1,1] — R, on pose

1
105 = [ swys
-1
On va utiliser une méthode de quadrature de la forme

J(f) = af(=1) +bf(0) +cf(1).

1. Montrer que si f est impaire, alors I(f) = 0.
Supposons f impaire, c’est a dire que f(—x) = —f(x) pour tout x € [-1,1]. On a:

/_ 11 fla)de = /_ 01 fla)dz + /0 1 fla)d. (3)

On effectue le changement de variables u(x) = —x dans la premiére intégrale du second

membre: /_Olf(:c)dx ) /10@(—‘1“) _ /Olf(u)du: _/Olf(u)du.
1w

1
En revenant o (3), obtient/ f(z)dx = 0.
-1

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢, pour avoir J(f) = 0 pour toute
fonction f impaire.
Supposons [ impaire. On a f(—=1) = f(1) et f(0) = 0. La formule J(f) s’écrit alors
simplement J(f) = (¢ —a)f(1).
Ainsi, J(f) = 0 pour toute fonction f impaire si et seulement si a = c. 1l n’y a pas de
condition sur b.

3. Déterminer les nombres réels a,b, ¢ tels que I(P) = J(P) pour tout polyndéme P de
degré inférieur ou égal a 3.
Conformément a la Proposition [21], il suffit de trouver les conditions sur a, b et ¢

assurant que la méthode est exacte pour les monomes ¥ pour k =0,--- 3.

e On teste la méthode avec P = 1:

1
I(P)z/dsz et J(P)=a+b+c,
-1

On aboutit a une premiére condition : | a+b+c=2|.

e On considére a présent P(x) = x. Notons que P est impaire, donc d’apres les

questions précédentes, 1(P) =0, et la condition J(P) = 0 implique [a=c].



e On considére maintenant P(x) = 2.

I(f):/_lledx:wzg et J(f)=a+c,

d’ou l'on tire un troisiéme relation a + c = —. On en déduit le systéme:

a+b+c =2,
a =c,
e — 2
ate =g,
: : 1 4 ,
qut admet pour solution a = ¢ = 3 et b= 3 On en déduit:
1 4 1
J(f) =2 |2 f(=1) + 2 f(0) + 2 f(1)
6 6 6
On reconnait la méthode de Simpson (1) dans le cas [a,b] = [—1,1].

4. La méthode obtenue est-elle de degré 3, 4 7

I s’agit de vérifier si la formule est exacte pour P(x) = x. Il s’agit d’une fonction

impaire, donc I[(P) = J(P) = 0 en vertu des questions précédentes. La méthode est
donc d’ordre au moins 3.

Le calcul donne enfin I(P) # J(P) pour P(x) = z*, et donc la méthode n’est pas
d’ordre 4.

Ainsi, d’aprés les exemples précédents:
e La formule des rectangles (un point) est d’ordre au moins 0.
e La formule des trapézes (deux points) est d’ordre au moins 1.

e La formule de Simpson (trois points) est d’ordre au moins 2 (elle est méme d’ordre
exactement 3).

Congecture : Il semblerait donc que, st n+ 1 est le nombre de noeuds d’une méthode de
quadrature de type interpolation, alors cette méthode est d’ordre au moins n.

Nous allons établir cette assertion, et montrer qu’il y a méme équivalence.
)

Considérons donc une méthode de type interpolation & n + 1 points, avec n € N. Par
définition, cette méthode s’écrit:

J(f) = wif (),

10



b
ou, pour tout k = 0,--- ., n, wp = Ly(x)dx, et Ly est le polyndme de Lagrange associé

a
au noeud z. Considérons un polyndéme P de degré inférieur ou égal a n. Par unicité du
polynoéme d’interpolation, on a:

P(x) = P(xy)Ly(z),

ce qui donne immédiatement, par linéarité de l'intégrale:

/ P(aydr = 3" P(a) / Li(w)de = 3 weP(a) = J(P).

On déduit que la formule est exacte pour tout polynéome de degré inférieur ou égal & n. En
d’autres termes, elle est d’ordre au moins n.

intér 1 A la réciproque. idér u 6 inter ionan
On s’intéresse maintenant & la réciproque. Considérons une méthode d’interpolation a n+1
points d’ordre n s’écrivant sous la forme

J(f) = wif(zr),

avec wo, * - -, wy, des réels. Cette méthode étant d’ordre n, la formule est en particulier exacte
pour les polynémes interpolateurs de Lagrange L;, pour tout j = 0,--- ,n. Ainsi, pour tout
, lsij=k

j=0,---,n (on rappelle que L;(z;) = 05 = { 0]k pour tout k =0,--- ,n)

/ Ly(w)de = J(L;) = S wely(on) = w;
a k=0

ce qui permet de conclure qu’il s’agit d’'une méthode de type interpolation.
Nous venons d’établir la propriété suivante:

Proposition 2.2

Une méthode de quadrature a n + 1 noeuds

J(f) =" wrf(zr),

oll wy, - -+ ,wy € R est d’ordre au moins n si et seulement si elle est associée au polynéme
b
d’interpolation en ces noeuds, c’est a dire si et seulement si wy = / Ly(z)dz pour
a
E=0,---,n.

11



Exercice 2.2. Pour toute fonction dérivable f : [-1,1] — R, on pose

1
105 = [ swys
—1
On va utiliser une méthode de quadrature de la forme

J(f) = af(0)+B(f (1) = f(=1).

Déterminer « et (3 tels que I(P) = J(P) pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a 2.

On suit la procédure habituelle:

e On teste la méthode avec P = 1:

](P)z/_ldx:2 et J(P)=a,

1

On aboutit a une premiére condition : .

e On considére a présent P(x) = x. Notons que P est impaire, donc I(P) = 0. D’autre
part J(P) = ax 0+ (1 —1) = 0. Cette condition est automatiquement satisfaite et
n’induit aucune contrainte sur o et 3.

e On considére maintenant P(x) = 2. On a

1 13 _ (_1)3 2
I P - 2 - —_— = —
(P) /_lx dx 3 5

2
et J(P) =ax0+p(2—(-2)). D’ou la deuzieme condition |4 = 3| On en déduit

la formule suivante:
1

J(F)=2f0) + 5 (f/() = f(=1)).

Exercice 2.3. Pour toute fonction continue f : [—1,1] — R, on pose

1
I(f)= [ [f(sin(z))dz.
~1
On considére une méthode de quadrature de la forme

J(f) = a(f(=a) + f(a)),

avec @ € Ret a € [-1,1].

12



1. Montrer que si f est impaire, alors I(f) = J(f) = 0.
Supposons [ impaire. Alors, pour tout a € [—1,1], f(a) + f(—a) =0, ce qui entraine
immédiatement J(f) = 0.
D’autre part, si on définit la fonction g par g(z) = f(sin(z)) pour tout x € [—1,1], il
est aisé de vérifier que g est impaire. On en déduit que f_ll f(sin(z))dx = 0.

2. Déterminer « et a de telle sorte que la méthode proposée soit d’ordre au moins 3.

e On teste la méthode avec P = 1:

I(P):/_ldx:2 et J(P)=2a«a,

1

On aboutit & une premiére condition : |a = 1],

e On considére a présent P(x) = x. Notons que P est impaire, donc [(P) = J(P) =
0. Il n’y a aucune contrainte sur o et a.

e On considére maintenant P(z) = z*. On a

1(p) = /_1 sin®(2)dz = /_l <71 - COS(Q@) dr=1-1 [S“ﬂ} 1 ELLUON

X X > 2| 2 2
in(2
et J(P) = P(—a) + P(a) = 2a*. D’ou la deuxieme condition: 2a*> = 1 — 51n2( );

1
c’est a dire|a = 3 2 —sin(2) |

3. Déterminer 'ordre de cette méthode.

Considérons le polynome P(x) = 2. Il s’agit d’une fonction impaire, donc d’aprés la
question 1, [(P) = J(P) =0 et donc la formule de quadrature est d’ordre au moins 3.
On vérifie que pour P(x) = z* on a I(P) # J(P), de sorte que la formule est d’ordre
(exactement) 3.

2.3 Erreur d’une méthode

On se donne pour but d’estimer ’erreur commise lorsqu’on emploie une méthode de quadra-
ture de type interpolation (voir Définition 2.3]). Rappelons un résultat important concernant
I’erreur d’interpolation, établi dans le chapitre précédent:

Théoréme 2.1

Supposons la fonction f de classe C"*' sur I'intervalle [a,b], et que P, est le polynome
interpolateur de Lagrange de la fonction f, associé aux noeuds z, ..., x, € |a,b]. Alors

13



on a, pour tout x € [a,b):

1

|f(2) = Pu()| < mMn+l(f>|ﬂ-n(x)‘v (4)

avec T, (2) = [Tio(x — x1) et Mysr(f) = sup | fOTD ().

z€a,b]

Exemple 2.5 (Méthode des rectangles). Considérons par exemple la méthode des rectangles
a gauche, donnée par la formule J(f) = (b — a)f(a). Rappelons que cette méthode est
associée au polyndéme d’interpolation constant défini par P(x) = f(a), c’est a dire que

J(f) = / ' Pla)dr (voir I'Exemple ). On
[ 100~ ws@| = | [ 0@ - Pen ] < [0 - P@ar.

D’aprés (@), en supposant f dérivable, on a | f(z) — P(z)| < My(f)|z —a| pour tout = € [a, b],
d’ou l'on tire:

b
/|f P(a)lde < M,(1) [ (o - a)d.
On obtient 'estimation suivante:

b DAY
[ rwys =0 - s b—a)

<

My(f) - (5)
Exemple 2.6 (Méthode des trapézes). Dans ce cas, la formule de quadrature est donnée

par:
1) = -0 (L) )

C’est la méthode de quadrature associée au polynoéme d’interpolation P; aux noeuds a et b
(voir ’'Exemple 2.1)). Pour rappel P (z) = f(a)Lo(z) + f(b)L1(x), avec Ly, Ly les polynomes
de Lagrange associés aux noeuds a et b respectivement, et

J(f) = / Py(2)dz = f(a)wo + f(D)wr,

b b
avec wy = / Lo(z)dx et wy = / Li(x)dx. Par un raisonnement analogue au précédent:
a

/ bf(x)dx—J(f)’ . < [V - Rl

et, en supposant f de classe C?, I'inégalité () pour n = 1 donne

1

|f(2) = Pi(z)] < 5 Ma(f) (2 — a)(z — D)

(f() Pi(z)) dx
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pour tout = € [a,b]. Le calcul donne / |(z —a)(z—b)| = , de sorte que

fdw—>ﬁ M), )

Cas général
Considérons a présent le cas général, avec une méthode de quadrature associé au polyndéme
d’interpolation P, aux noeuds zg, - -- ,z,. La formule de quadrature est donc donnée par:

) = [ Pa@de =Y nf@),

b
ou wy = Ly(z)dz pour tout k& = 0,--- ,n et L; désigne le polynéme interpolateur de

a
Lagrange au noeud zj. Comme précédemment, on a ’estimation:

L%m%-} [ 110 Rl

1
En supposant f de classe C"™', on a: |f(x) — P,(x)| < T 1)'Mn+1(f) |7, ()| pour tout
x € [a,b]. D’autre part:
ma(@)l = |[J (& — )| < (0 —a)"*,
k=0

pour tout = € [a,b], et donc: / |Tn(z)]dz < (b — a)"™. On aboutit donc au théoréme
a

suivant:
Théoréme 2.2

Supposons f de classe C"*' sur Dintervalle [a,b]. Soit J(f) = Zwkf(xk) la méthode

k=0
de quadrature associée au polynéme d’interpolation P, aux noeuds xg,---,r,. On a
l'estimation d’erreur suivante:
b (b _ a)n+2
x)dr — J < ——M, .
s = 0) < G M)

Remarque 2.1. Les formules (B) et ([7l) sont plus fines que celles obtenues via la formule
générale du Théoréme 2.21 En effet, dans ces deux cas nous avons pu intégrer explicitement

le polynoéme 7,, ce qui donne une meilleure estimation que celle donnée par la majoration
brutale |7, < (b— a)™ .
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Certaines formules de quadrature ne rentrent pas dans le cadre du théoréme précédent
(nous avons déja vu des méthodes qui ne sont pas de type interpolation), et il faut avoir
recours a d’autres stratégies afin d’obtenir une estimation de 'erreur. Avant d’illustrer une
solution possible a travers un exemple, il est utile de rappeler le théoréme suivant:

Théoréme 2.3

Soit f une fonction continue sur un intervalle |a,b] et u,v deux fonctions dérivables
définies sur un intervalle I C R, a valeurs dans [a,b]. Alors la fonction définie par

v(t)
oty = [ f(s)ds ,¥tel
u(t)

est dérivable sur I, et sa dérivée est donnée par:

Q) =) fu(t) — () flult)) ,Vtel.

Proof: par définition, ¢(t) = F(v(t)) — F(u(t)) pour tout ¢t € I, avec F' une primitive de f.
Par suite, le Théoréme de dérivation des fonctions composées donne que ¢ = Fov — Fou
est dérivable, avec:

¢'(t) = v' () F'(v(t)) — o' (t) F' (u(t))
pour tout t € I, d’ott le résultat. |

Exemple 2.7 (Autre approche pour la formule des trapézes). Pour toute fonction f continue

1
sur [—1,1], on note I(f) = / f(s)ds. La formule des trapézes est donnée par:
-1

J() = F(-1) + £(1).
On introduit la fonction suivante:
601 = [ Fds =170+ F0)+ kP Vee 1),
oit k est une constante réelle. On remarque que:
6= [ s = (1) 4700 + b
() - ()

Ainsi, en choisissant k tel que ¥ (1) = 0, on aura |I(f) — J(f)| = k, et la connaissance d’une
borne sur k permettra de quantifier l'erreur commise. Dés lors, I'objectif est d’obtenir un
estimation sur le réel k.
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Dans ce qui suit, nous supposerons f de classe C2. Choisissons donc k € R tel que (1) = 0.
Notons que ¥ se réécit ¢ = ¢ — g, avec, pour tout ¢t € [—1,1]:

o(t) = / T L a0) = (=) + F(0) ~ k.

Notons que le Théoréme 2.3 nous assure que ¢ est dérivable, avec ¢'(t) = f(t) + f(—t)
pour tout ¢t € [—1,1]. D’autre part, g l'est aussi car f est de classe C2. Il en résulte que v
est dérivable et que:

V() = () + F(=) = [F(=0) + (&) + £ (f'(t) — (1)) = 3kt"]
¢"(,1t) g'(t)
= —t(f'(t) = f'(—t)) + 3kt>.

pour tout t € [—1, 1]. Notons que ¢(0) = g(0) = 0, et donc ¢(0) = 0. D’autre part, ¢)(1) = 0.
Le Théoréeme de Rolle nous assure qu'il existe £ €]0, 1] tel que ¢/(§) = 0. D’aprés ce qui

précéde:
J'(€) = f'(=9)
¢ .

Or, f étant de classe C?, par le Théoréme des accroissements finis il existe n €] — &, [ tel

que f(§) = f'(=¢) = ["(n) (€ — (=£)), c’est a dire:

f'©) + f'(=9)
2

Y'(€) =0 < 3k =

=f"(n).

2
On en déduit que k = gf”(n). Par conséquent, en se basant sur la relation I(f) = J(f) —k,
il existe n €] — 1, 1] tel que:

[ 16)as = 0+ 1=0) = 570,

On a donc lestimation suivante:

1(5) = () < 50(1)

ot I'on rappelle la notation My(f) = sup,e_1[f”(t)|. A noter que I'on retombe sur la
méme estimation que celle obtenue dans I’Exemple (le second membre de la formule (7))

2
se réécrit gMQ( f) dans le cas présent).

Dans le cas de méthodes d’ordre plus €levé, ce procédé nécessite un ou plusieurs niveaux
de dérivation supplémentaires sur 1. Les calculs peuvent s’avérer fastidieux et il faut étre
particulierement méticuleux a chaque étape, et en particulier vigilant par rapport aux erreurs
de signe. A titre d’exercice, on pourra traiter ’ezemple suivant, dont la formule ne rentre
pas dans le cadre du Théoremel2.2. D’autres exemples seront vus en TD.
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Exercice 2.4. On suppose f de classe C*. Retournons & ’'Exemple 2.2, avec la formule de

quadrature suivante: .
J(F)=2f0) + 5 (f/() = f(=1)) .

Pour obtenir une estimation de l’erreur, on introduit la fonction définie par:

v = [ ttf(s)ds ~2t7(0) - £ (70) — £1(-1) — b

pour tout ¢ € [—1,1], ot k est une constante réelle choisie telle que (1) = 0.
1. Montrer que qu’il existe 01, 65, 05 dans I'intervalle ]0, 1] tels que:
V(0)=0 . ¥'(0)=0 , ¥P(0)=0.
2. Montrer que |k| < C'sup,ei_q |f@(t)|, avec C une constante réelle qu’'on ne cherchera
pas a expliciter.

3. En déduire une estimation d’erreur pour la formule J.

2.4 Formules composées

Considérons une fonction f continue sur [a, b], et une subdivision réguliére a =y < --- <

—a
le pas de cette subdivision. L’intégrale sur

yn = b de U'intervalle [a,b]. On note h =

la, b] se réécrit

[rw =3 [ e ®)

J

et nous allons utiliser des formules de quadrature simples sur chaque intervalle [y;, y;41],
7=0,--- N—1

Exemple 2.8 (Formules des rectangles). La formule des rectangles & gauche (a un point)
donne, pour tout j =0,---, N — 1:
Yj+1
(@)dz ~ f(y;) (yj+1 — y;) = hf(y;)-
Yj

Ainsi, en utilisant ces approximation pour chaque intégrale impliquée dans (8]):

N-1

Par conséquent, dans sa version générale, la méthode des rectangles & gauche est une méth-
ode composite, associée a la méthode de quadrature simple & un seul noeud donnée par (2I).
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Concernant l’erreur, en supposant f de classe C!, le Théoréme 2.2 donne, pour j = 0,--- , N—
1:

Yji+1 )

f(@)d = fys) Wi — i) | < (Y — ;)" Ma(f) -

Par suite, en utilisant (5l sur chaque intervalle [y, yg11]:

[ rwie =135 Z( y”1f<x>dx—hf<yj>>‘

j=0 Y
N=1| ryis

<So| [ e~ ns)
j=0 |7 ¥
N-1

h? h?

< YD) = NI

7=0
b— . L
Avec h = N on aboutit & I'estimation:
1
[ 1o dx——hZf )| < 5 (b= @) RMA(S)

Exemple 2.9 (Formule des trapézes). De méme, en appliquant la méthode des trapézes ()
a chaque intervalle [y;, y;11], on obtient:

b N—l1
[ @ = B35 (Pl + S
a =0
Intéressons nous maintenant & ’erreur commise.
b hN—l Yit1 hN 1
/a f(x)dz — 5; (f(yy) + fyj+1))| = 5 f(x)dr — 5; (f(y;) + f(yj+1))‘

=3 ( ymf(x)da:—g(f(yj)+f(yj+1))>’

]\;_:10 yjj»l h
< fla)de = 5 (Flys) + f(yjﬂ))‘
j=0 |/
Si f est de classe C?, en utilisant (7))
b i, Ay ) NR?
f@)de =5 (Fy) + Fy))| € D5 Ma(f) = =5 Ma(f),
@ =0 =0

19



b—a'

N

/abf(x)dx -

Exemple 2.10 (Autre approche pour la formule des trapézes). Supposons f de classe C%.
Nous avons vu dans I'Exemple 27 qu’il existait n € [—1, 1] tel que:

et avec I'égalité h =

™ () + 7| < U2 ). 0

Ml?‘

[ 16)as = 0+ 7=0) = 0. (10)
d’ou 'on a tiré I'estimation suivante sur [—1,1]:
[ e = (0 + 1) < 2an).

L’idée est de réécrire I'égalité (I0) pour chaque intervalle [y;,y;4+1] pour j =0,--- , N — 1.

Fixons j =0,--- ;N — 1, et introduisons le changement de variable affine:
1 L — .
w@=§@mew+%ﬂu+m=(&%;ﬂ)ﬁﬁﬂ7ﬂWWekLm (11)

de sorte que u;(—1) = y; et u;(1) = y;11. On a donc:

yf?mwz[}wvwmmz(w* )/f%

On peut alors appliquer (I0) a la fonction g = f o u;, définie et continue sur [—1, 1]: ainsi il
existe n € [—1, 1] tel que

| sttt = (o(0) + 9(=1) = 30",

Notons alors que g(1) = f(u;(1)) = f(yjs1), 9(=1) = flu;(=1)) = f(y;) et g"(t) =

(W) F"(u;(t)) pour tout ¢ € [—1,1]. On en deduit que g”(n) = (W) (&)
avec & = u;(n) € [y;,y;+1]. On obtient donc qu’il existe &; € [y;, y,+1] tel que:

o (w) [f(yj+1) + f(y;) — § (yj%) f”(gj)]

_ (g) [f(yj+1) + fys) = g (g)ZfH(gj)] |
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Ainsi:

N

/f dx—Z/ym Z (y5) + f(Yj+1)) Zf” &) -

=0

On en déduit

b p -1 3 |N-1
[ @ = 537 (1) + Flu)| = 15| 56
a 7=0 7=0
N-1 b_a
On remarque alors que Z 1"(&)| < NMs(f), et en utilisant une nouvelle fois h = N
7=0

on retrouve l'estimation d’erreur (9):

N
/f )i 52 (05) + £ (g1))

7=0

(b —a)h?

<
o 12

Ma(f) - (12)

Cadre général
Supposons que 1'on veuille approcher I'intégrale d'une fonction f de classe C"** sur [a, b].

Pour approcher / f(x)dx, on s’appuie sur une formule de quadrature de type interpolation,

a
construite par exemple pour une fonction g définie sur [—1, 1]:

I(g) = / g)dr = Y (o).

La méthode composite associée consiste a appliquer cette formule sur chaque sous-intervalle
[y, y;+1] afin d’approcher l'intégrale de f, pour j =0,---, N — 1. Dans un premier temps,
il est donc nécessaire de voir comment se réécrit cette formule sur chaque sous-intervalle.
Fixons j € [0, N — 1]. Avec le changement de variable (1), nous avons vu dans 'Exemple
que l'on pouvait se ramener a une intégrale sur l'intervalle [—1, 1].

Yjt+1 uj(1) L — s 1
. / ' _ Yji+1 — Yj '
" g = [ o suen = (22 [ o,

avec g; = f owu; définie sur [—1, 1]. La formule de quadrature donne alors:

/_19j($)d$ = Zwkgj(xk> = Zwkf(uj(xk))

ce qui donne la formule composite suivante:

N—-1 n

/abf (w)de Z / " %Z wif (uj(1),

7=0 k=0

[y
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. h Ry
ou l'on rappelle que u; est définie par u;(t) = -t + Yi T Yi+r

5 5 pour tout ¢t € [—1,1].

Concernant l’estimation d’erreur, le Théoréme donne:

’ / z)dx — Zwkg] x)

g](."“’(g)‘. Notons que pour tout z € [~1,1], gj(x) = (f o

2n+2

- n+1)!

Mn—l—l (gj> )

avec M, 11(gj) = SUPge(_11]

h 1
ug)' (x) = ui(x) f'(uj(z)) = §f’(uj(x)) On en déduit que supge(_q g FAGIES
Ce résultat initialise une récurrence permettant d’établir que (exercice):

h
) SUP¢e(a,b) |f/(f)‘

1 h p+1 h p+1
Myalo) = s [ < (5) s o) = (5) dpaih).
cel-1,1] £€(asb]

pour tout j =0,--- , N — 1 et tout p € N. Par suite, on a, pour tout j =0,--- , N — 1:

Yj+1

Yj

flx)de — ngk flug(zr))
k=0

‘/ gj(x)dx — Zwkgj xy)
h 2n+2
= §mMn+1(gj)

on+2 h n+2

ce qui permet d’aboutir a I’estimation suivante:

b hN—l n N-1 Yjt1 h n
fla)dr — 52 Zwkf(u](xk))‘ - </ flz)ds — §Zwkf(uj (g;k))> ‘

< — /y3+1 f(x)dx — ngkf(u](xk))‘

j=0 Yj k=0
on+2 h n+2
S N(n T 1)' (5) Mn-i—l(f)
hn+1
< (nH),(b—a)MnH(f)
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